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内 容 提 要 


本 书 对 偏 微分 方程 的 古典 理论 作 了 严谨 的 介绍 和 论证 , 在 内 容 、 概 念 与 方法 等 方面 注重 
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题 和 习题 , 难 易 兼顾 ,层次 分 明 。 
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第 三 版 前 言 


本 书 第 二 版 自 2002 年 8 月 问世 以 来 , 受到 广大 读者 的 欢迎 , 连续 三 次 印 
刷 。 这 次 再 版 对 第 二 版 做 了 文字 上 和 部 分 内 容 的 修改 和 增删 。 
首先 , 对 热传导 方程 , 如 讨论 调和 方程 一 样 , 我 们 也 儿 述 并 证 明了 强 最 大 值 
原理 , 回答 了 当 解 在 区 域内 部 取 到 最 大 值 时 的 状态 。 这 时 解 的 状态 与 调和 函数 
在 区 域内 部 取 到 最 大 值 时 的 状态 有 明显 不 同 , 这 反映 了 处 于 稳 态 和 非 稳 态 时 的 
物理 过 程 的 本 质 的 差别 , 这 是 添加 此 内 容 的 原因 之 一 ; 另外 , 这 个 定理 的 证 明 是 
初等 的 ,但 技巧 性 很 强 , 对 训练 学 生 的 思维 很 有 着 助 , 这 也 促使 我 们 添加 了 这 个 
内 容 。 还 有 , 书 中 对 有 些 定理 的 证 明 重新 审视 后 做 了 修改 或 者 补充 , 使 其 更 完善 
或 更 标准 , 在 此 就 不 一 一 列举 了 。 

其 次 , 在 一 些 定理 的 后 面 , 我 们 更 新 或 添加 了 一 个 或 几 个 附注 。 这 些 附 注 都 
是 从 不 同 的 侧面 对 定理 进行 分 析 和 再 思考 , 引导 学 生 学 会 分 析 问 题 , 讨论 问题 ， 
进而 扩展 学 生 的 思考 空间 。 这 对 培养 和 提高 他 们 的 数学 素质 是 很 有 帮助 的 。 

为 了 方便 读者 的 阅读 , 本 版 添加 了 更 多 的 索引 ,并 对 书 中 提 及 的 外 国人 名 
在 索引 中 给 出 了 中 文 译名 。 这 些 译名 是 参照 以 下 两 本 词典 给 出 的 : “英俊 汉 数 学 
词汇 ”, 林 云 赛 主编 , 广州 : 广东 科技 出 版 社 出 版 , 1991 年 ;“ 新 英汉 数学 词汇 ”， 
科学 出 版 社 名 词 室 编 , 北京 : 科学 出 版 社 出 版 , 2002 年 。 

本 课程 授课 80 学 时 (包括 习题 课 )。 氨 课 内 容 可 以 根据 具体 要 求 进行 期 减 
没有 必要 全 讲 。 编 者 的 本 意 是 供 各 个 层次 的 读者 使 用 , 各 个 大 专 院 校 使 用 。 所 
以 ， 需 要 授课 老师 具体 掌握 , 但 是 第 一 章 , 第 三 章 , 第 四 章 和 第 五 章 的 第 一 至 第 
四 节 是 基本 内 容 , 应 该 讲授 。 如 果 对 学 生 有 更 高 要 求 , 可 以 选 讲 第 五 章 的 第 五 节 
和 第 六 章 至 第 八 章 的 内 容 。 

这 次 再 版 得 到 中 国 科技 大 学 、 高 等 教育 出 版 社 和 国家 基金 委 自然 科学 基 
金 (No.10371116) 的 资助 , 并 且 又 一 次 集中 了 中 国 科技 大 学 数学 系 非 线性 方 


程 讨论 班 全 体 辣 仁和 研究 生 以 及 数学 系 和 少年 班 本 科 生 的 集体 智慧 , 在 此 一 
并 致谢 。 


陈 祖 韩 ” 谨 识 
2007 年 10 月 于 合肥 
中 国 科 技 大 学 东 苑 


.II. 


第 二 版 前 言 


偏 微分 方程 的 兴起 已 有 两 百 多 年 的 历史 了 , 由 起 初 研究 直接 来 源 于 物理 与 
几何 的 问题 发 展 到 一 个 独立 的 数学 分 支 , 它 内 容 庞杂 , 方法 多 样 。 偏 微分 方程 讨 
论 的 问题 不 仅 来 源 于 物理 、 力 学 、 生 物 、 儿 何 和 化 学 等 学 科 的 古典 问题 , 而 且 在 
解决 这 些 问题 时 应 用 了 现代 数学 的 许多 工具 。 近 几 十 年 来 , 该 领域 的 研究 工作 ， 
特别 是 对 非 线 性 方程 的 理论 、 应 用 以 及 计算 方法 的 研究 , 十 分 活跃 。 

基于 上 述 历 史 和 现状 , 本 书 作 为 综合 性 大 学 数学 系 本科 生 基础 课 教材 , 在 
取材 和 编写 上 具有 以 下 特点 : 一 是 对 古典 理论 进行 详细 的 叙述 与 严格 的 论证 ， 
并 对 现代 偏 微分 方程 知识 中 的 一 些 概念 、 方 法 和 理论 作 人 简单 的 介绍 , 将 这 两 方 
面 自然 地 结合 起 来 (例如 ， 由 古典 解 到 弱 解 或 广义 解 , 从 基本 的 数学 分 析 方 法 
到 Hilbert ( 希 尔 伯 特 ) 空间 方法 ); 其 二 是 考虑 到 本 课程 一 般 放 在 实 变 函数 和 泛 
函 分 析 两 门 课 程 之 后 开设 , 从 而 可 以 在 理论 的 阐述 与 论证 方面 尽量 使 用 学 生 学 
过 的 较 高 级 和 简洁 的 数学 工具 , 避免 单一 地 使 用 数学 分 析 的 方法 ; 在 计算 和 论 
证 方面 尽量 做 到 技巧 性 强 , 简洁 清楚 ; 最 后 , 为 了 配合 正文 的 理论 , 编排 了 较 多 
的 例题 ， 并 作 了 详细 的 剖析 , 这 些 例 题 大 多 是 方程 历史 上 的 名 题 或 历届 研究 生 
考题 , 每 章 最 后 都 配 有 习题 。 这 些 例 题 和 习题 有 些 是 正文 的 补充 和 发 展 , 有 些 则 
是 用 来 介绍 解 题 方 法 和 技巧 的 。 另 外 , 考虑 到 本 课程 在 三 年 级 下 学 期 或 四 年 级 
上 学 期 开设 , 学 生 们 已 熟悉 用 常 义 函 数 处 理 和 理解 问题 , 所 以 在 介绍 方程 的 理 
论 时 , 我 们 都 使 用 常 义 函数 ; 当 学 生 们 熟知 了 方程 的 理论 之 后 , 在 最 后 一 章 介绍 
广义 函数 ， 此 时 , 学 生 们 只 须 在 函数 理论 方面 升华 即 可 。 

本 书 第 一 版 由 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 于 1993 年 9 月 出 版 。 该 书 第 一 版 
及 其 预 印 本 在 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 十 余 届 本 科 生 和 部 分 少年 班 大 学 生 中 使 
用 , 效果 其 佳 。 上 述 几 个 特点 是 在 十 余年 的 教学 实践 中 不 断 修 改 和 发 展 的 过 程 
中 由 师 生 共同 总 结 出 来 的 。 在 本 次 成 书 过 程 中 , 参考 了 近期 美国 一 流 大 学 的 教 
科 书 和 专著 , 以 及 国内 同行 的 新 书 , 结合 作者 多 年 的 教学 实践 与 科研 工作 , 做 了 
多 处 修改 和 补充 。 主 要 表现 在 : 

(1) 将 变 分 法 及 其 应 用 单独 作为 一 章 论述 。 鉴 于 Laplace 算 子 的 特征 值 问 
题 在 理论 上 的 重要 性 和 应 用 上 的 普遍 性 , 作为 变 分 法 的 应 用 , 本 次 成 书 增添 了 
这 部 分 内 容 , 对 其 作 了 较 细 致 的 讨论 。 

(2) 关于 各 类 方程 的 导出 , 学 生 们 已 在 普通 物理 学 和 理论 力学 课程 中 演习 


Se 


过 , 故 不 在 本 教材 中 详细 推导 , 仅 作 简单 说 明 , 重点 放 在 方程 的 理论 和 数学 方法 
上 , 故 删 除了 第 一 版 中 有 关 这 部 分 的 内 容 并 做 了 其 他 必要 的 删 减 。 

(3) 在 对 波动 方程 、 热 传导 方程 和 调和 方程 的 论述 上 ， 添加 了 近 儿 年 来 国 
外 著名 大 学 新 教材 中 的 新 的 内 容 和 方法 , 以 扩大 学 生 们 的 知识 面 ， 并 加 强 他 们 
的 分 析 能 力 。 

(4) 鉴于 整体 解 、 局 部 解 、 多 个 解 、 间 断 解 及 解 的 爆破 等 概念 的 重要 性 , 我 
们 在 讨论 较 简 单 易 懂 的 一 阶 拟 线性 方程 时 , 通过 分 析 具 体 的 例题 引入 这 些 概念 ， 
而 不 仅仅 局 限于 考虑 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 

(5) 较 之 第 一 版 , 本 版 引入 更 多 的 例题 和 习题 。 这 些 例 题 有 些 是 方程 历史 
上 的 名 题 , 如 本 Hadamard, A. N. Tchonov 和 EE. Rothe 等 人 的 著名 例题 ; 有 些 
例题 就 是 现代 研究 领域 中 的 原始 模型 与 基本 方程 , 如 反应 扩散 方程 、 能 量 守恒 
律 与 KdV 方程 等 。 对 一 些 较 难 的 习题 作 了 提示 。 

本 书 主要 包括 以 下 的 内 容 : 一 阶 拟 线性 方程 的 理论 与 解法 ; 二 阶 半 线 性 方 
程 的 分 类 与 标准 型 ; 三 个 典型 方程 的 理论 与 它们 的 定 解 问题 的 解法 , 其 中 , 对 调 
和 函数 的 诸多 性 质 及 其 特征 信 问 题 作 了 详尽 的 讨论 , 并 自然 过 渡 到 弱 可 微 函数 
空间 , 即 Sobolev 空间 及 !(1) 和 现 (2); Hilbert 空间 方法 和 算 子 方程 理论 ; 方 
程 与 方程 组 的 特征 理论 及 Cauchy-Kovalevskaja 定理 ; 广义 函数 与 基本 解 。 

. 本 书 基本 上 是 按照 一 学 期 72: 个 学 时 安排 编写 的 , 使 用 者 可 根据 学 生 的 实 
际 情况 和 教学 的 要 求 进行 删 减 。 前 五 章 是 基本 的 内 容 , 特别 是 第 3 章 、 第 4 章 
和 第 5 章 , 是 本 教材 的 核心 内 容 , 应 该 要 求学 生 熟 悉 并 掌握 。 若 能 掌握 全 书 的 
内 容 , 则 可 较 轻松 地 完成 研究 生 初 始 阶 段 方 程 课 的 学 习 。 

本 书 的 编写 得 到 国家 自然 科学 基金 (No.10071080) 和 中 国 科学 技术 大 学 
教材 出 版 基金 的 资助 。 在 编写 过 程 中 , 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 和 少年 (数学 ) 
班 的 师 生 , 特别 是 非 线性 方程 讨论 班 的 诸位 同仁 和 研究 生 , 都 曾 提出 过 宝贵 的 
意见 , 我 的 研究 生 们 为 书稿 的 电脑 录入 及 校对 做 了 不 少 工作 , 想 不 一 一 列举 , 在 
此 一 并 致谢 。 内 于 作者 学 识 所 限 而 导致 的 错误 和 不 足 在 所 难免 还 望 读 者 批评 
指正 。 ; 


。 陈 祖 所 谨 识 
2002 年 元 旦 于 合肥 _ 
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1.1 基本 概念 


1.1.1 ”定义 与 例子 


关于 未 知 函数 w(zi, za … ,zw) 的 偏 微分 方程 是 一 个 含有 w 的 偏 微 商 的 恒 
”等 式 ， 其 中 和 了 全 商 的 阶 娄 人 信念 和 的 了 例如 , 二 阶 偏 微分 方程 
的 一 般 形 式 是 

F(z,u, Du, 人 (1.1.1) 


其 中 , z = (zi za ,Zoo) Du = (wz,, ve … ,Us ), 了 是 关于 自 变量 x 和 未 知 
函数 久 及 的 有 限 多 个 偏 微 商 的 已 知 函 数 . 成 可 以 不 显 含 未 知 函 数 及 其 自 
变量 z, 但 必须 含有 未 知 函 数 的 偏 微 商 . 后 文 未 知 函数 的 自 变 量 中 有 时 出 现 一 
维 变量 t, 则 可 以 在 上 述 偏 微分 方程 的 一 般 定义 中 把 它 视 为 z 的 第 n 十 1 个 分 
量 . 涉及 几 个 未 知 函数 及 其 偏 微 商 的 多 个 偏 微分 方程 构成 一 个 偏 微 分 方程 组 
方程 组 的 阶 就 是 出 现在 方程 组 中 最 高 阶 微 商 的 阶 . 除非 男 有 说 明 , 我 们 限制 自 
变量 z = (zu za … ,Zn) 取 实 数值 , 并 设 函 数 v 及 其 出 现在 方程 中 的 各 阶 偏 微 
商 连 续 . 

如 果 有 一 个 函数 (在 方程 组 的 情形 是 一 组 函数 ) 在 其 自 变量 z = (zx,, x,…… ， 
Zn) 的 某 变化 范围 内 连续 , 并 且 具 有 方程 (方程 组 ) 中 出 现 的 一 切 连 续 偏 微 商 ， 
将 它 代 入 方程 (方程 组 ) 后 使 其 成 为 恒等式 , 则 称 该 函数 (该 组 函数 ) 是 方程 ( 方 
程 组 ) 的 解 或 十 典 解 . 有 

偏 微分 方程 或 方程 组 称 为 线性 的 , 如 果 它 关于 未 知 函 数 及 其 所 有 偏 徽 商 是 
线性 的 . 否则 , 称 为 非 线 性 的 . 在 非 线性 方程 (组 ) 中 , 如 果 它 关于 未 知 函 数 的 
最 高 阶 微 商 , 例如 是 m 阶 微 商 , 是 线性 的 , 并 且 其 系数 依赖 于 未 知 函 数 的 低 于 
m 阶 的 微 商 , 则 称 它 是 m 阶 拟 线性 方程 (组 ). 若 mm 阶 微 商 的 系数 仅 是 自 变 量 
的 函数 , 则 称 这 种 拟 线性 方程 (组 ) 是 m 阶 半 线 性 方程 (组 ). 不 是 拟 线性 方程 
(组 ) 的 非 线 性 方程 (组 ) 叫做 全 非 线 性 方程 (组 ). 在 线性 方程 (组 ) 中 , 像 常 微 
分 方程 中 一 样 ,又 分 为 常 系数 、 变 系数 、 齐 次 和 非 齐 次 方程 (组 ) 等 . 下 面 给 出 
一 些 例子 . . 

.1. 


以 下 如 无 特别 说 明 ， 自 变 量 t 表示 时 间 ， (Zz1, Za …， , Tn) 表示 n 维 空间 自 
变量 . 称 微分 算 子 z 
p20 
Bn Oz 


为 Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 算 子 . 可 以 说 , 它 是 偏 微分 方程 中 最 重要 的 算 子 , 这 个 算 
子 在 刚性 运动 下 保持 不 变 , 即 在 坐标 的 平移 和 旋转 变换 下 不 变 . 
例 1.1.1 人 U(ZT1,T2，"… ,Tn,t) 的 n 维 波动 方程 是 


Ut = 0AU (1.1.2) 


人 = 


其 中 ,a > 0 是 常数 . 

它 是 一 个 二 阶 常 系 数 线 性 方程 . 当 n = 1 时 , 它 描 述 弦 的 振动 或 声波 在 管 
中 的 传播 ; 当 n = 2 时 , 它 描述 浅水 面 上 的 水 波 和 薄膜 的 振动 ; 而 当 n = 3 时 ， 
它 描述 声波 或 光波 . 

例 1.1.2 当 一 个 导热 体 的 密度 和 比 热 都 是 常数 时 ， 其 温度 分 布 u(X,t) 满 
尽 热 传导 方程 


us = Au， | (1.1.3) 


其 中 ,大 > 0 是 常数 . 

在 研究 粒子 的 扩散 过 程 时 , 例如 气体 的 扩散 、 液 体 的 渗透 以 及 半导体 材料 
中 杂质 的 扩散 等 , 也 会 遇 到 类 似 的 方程 . 

例 1.1.3 关于 函数 (zizZa，: …,Tn) 的 见 大 方程 是 


Au = Un 十 Wan 十 … 十 Wo = 0. (1.1.4) 


它 的 解 ， 称 为 调和 函数 . 这 也 许 是 在 理论 上 最 重要 、 在 应 用 中 最 广泛 的 方 
程 . 当 方 程 是非 齐 次 时 , 叫做 Poisson( 泊 松 ) 方程 . 它们 通称 为 位 势 方程 . 在 研 
究 静 电场 的 电位 函数 、 平 稳 状 态 下 的 波动 现象 和 扩散 过 程 时 都 会 遇 到 这 类 方程 . 

以 上 方程 都 是 二 阶 线性 常 系数 方程 , 它们 是 本 教材 的 核心 内 容 . 二 阶 线性 
方程 的 一 般 形 式 是 

例 1.1.4 


四 


Lu = 和 5(z)uaia 十 》 bi(zjue + cz)u = F(z), (11.5) 


其 中 ,a = ij 二 1,2,.… ,n, 且 至 少 有 一 个 a .0. 
例 1.1.5 人 线 而 具有 最 小 面积 的 曲面 为 极 小 曲面 ， 它 满 
足 二 阶 拟 线 性 方程 ， 即 极 小 曲面 方程 : 


(十 公 )uas — 2uzUyuzy 十 (1 十 妈 )uy = 0. (1.1.6) 


例 1.1.6 三 阶 拟 线性 方程 的 一 个 例子 是 Korteweg-de Vries 方程 ,简称 
KdYV 方程 : 2 
总 Us 十 cuus + Usss = 0, (1.1.7) 


它 是 在 水 波 的 研究 中 被 首先 遇 到 的 , 其 中 , 4 二 wu(z,t) 是 二 元 光滑 函数 . 
、 例 1.1.7 一 个 全 非 线性 一 阶 方程 的 例子 是 关于 函数 wz,t) 的 Hamilton- 
Jacobi( 哈 密 顿 - 雅 可 比 ) 方程 

us + H(Du,7)=0, (1.1.8) 


其 中 ， L 是 见 元 空间 自 变量 ， Du 一 (Us,, Un， WA i )s HI(é,7) 是 其 自 变量 的 非 
线性 函数 . 
例 1.1.8 大 家 知道 , 一 个 复 解析 函数 的 实 部 u(z,y) 和 座 部 v(Z,y) 满足 
Cauchy-Riemann( 柯 西 - 黎 曼 ) 一 阶 线性 方程 组 . 
| 区 (1.1.9) 
Uy 一 一 Va. 
我 们 可 以 把 (u(Z,y),v(z,2)) 视 为 无 旋 不 可 压缩 流 的 速度 场 . 
现在 , 以 向 量 方程 的 形式 给 出 非 线性 方程 组 的 例子 . 
例 1.1.9 设 阅 是 自 变量 (zi za ,Xn) 的 向 量 函 数 : 
Z1 一 (U1, Ua, , Um)) 
Au= (At Au, , Au,,), 
则 有 二 阶 半 线性 反应 扩散 方程 组 


u: — Au= f(u) (1.1.10) 
和 一 阶 拟 线 性 能 量 守 恒 律 方程 组 
ui + divF(u) = 0, (1.1.11) 


其 中 ,了 : R™ > R™, F:R™ — R™". 
1.1.2 ” 冯 加 原理 


在 物理 、 力学 和 化 学 等 学 科 中 , 许多 现象 具有 释 加 效应 , 即 几 种 不 同 因 素 同 

时 出 现时 所 产生 的 效果 等 于 各 个 因素 分 别 单独 出 现时 所 产生 的 效果 的 又 加 ( 即 

总 和 ), 称 这 个 事实 为 熏 加 原理 . 满足 一 加 原理 的 现象 在 偏 微分 方程 中 的 模型 

就 是 线性 微分 方程 . 我 们 以 二 阶 线性 偏 微 分 方程 (1.1.5) 为 例 来 说 明 又 加 原理 . 
(1.1.5) 可 表示 为 

Lu=f. . (1.1.12) 

.9. 


通 和 把 又 加 原理 级 述 为 以 下 两 各 关 型 

(1) 设 满足 Lu = fy T= 2, ,Mm, 其 中 m 为 有 限 数 或 +oo, 则 它们 
的 线性 组 合 w= 2 ui 必 满 足 方程 Zu = Do 卢 . 当 出 现 无 穷 求 和 时 , 则 要 求 
级 数 收敛 县 满足 工 中 出 现 的 求 偏 微 商 与 求 和 可 交换 次 序 的 条 件 . 

(2) 设 wu(z;y) 满足 Lu = f(z;Y), 其 中 z= (Zi Ta， 人 we) 是 自 变量 ， 而 
外 二 (Yi Y2,* , Ym) 是 参数 ， 又 设 积分 

U(z) = 上 u(x;y) dy 
收敛 且 满 足 工 中 出 现 的 求 偏 微 商 与 求 积分 可 交换 次 序 的 条 件 , 则 U(z) 满 
足 方程 
ZU(z) = / f(z;y) dy, 

其 中 , dy = dy dy。… dym，y E 8，0 C R™ 是 开 集 . 

后 文中 将 经 常用 倒 加 原理 把 一 个 复杂 问题 的 求解 化 为 几 个 较 简单 问题 的 求 


解 , 从 而 使 问题 得 以 解决 . 我 们 用 下 面 的 例子 说 明和 又 加 原理 的 应 用 . 
例 1.1.10 求 Poisson 方程 


Au= 7 +37y+y (1.1.13) 


的 通 解 ， 
解 (1) 先 求 出 方程 的 一 个 特 解 w(z,y), 使 满足 


Ai = 1+ 37Yy 十 入. 
由 于 方程 右 端 是 一 个 二 元 二 次 齐 次 多 项 式 , 可 设 ul 具有 形式 


Ui = ax4 + b739 + cot， 
其 中 , a,b,c 是 待定 常数 . 把 它 代入 方程 , 得 


Aui = 12az? + 6b7xy 十 12cy2 = zZ2 十 3zy + 妇 ， 
比较 两 边 的 系数 , 得 


于 是 
| 人 3 4 
m= Ta + 673y + y). 


(2) 求 函数 v(x,y), 使 满足 Av = 0. 


作 变换 £ = zx, 7 = iy(i = VI), 得 
Ve¢ — Vnn = 0. 
再 作 变 换 s = < 十 9， t 二 一 m, 方程 进而 化 为 
vst = 0, 
解 得 ; 
v= f(s)+g(t). 
= f(€+n)+g(é—7) 
= f(z +iy) +g(z — iy), 


其 中 ， f,9 是 任意 的 二 次 连续 可 微 函 数 | 
(3) 根据 又 加 原理 , Poisson 方程 (1.1.13) 的 通 解 是 


(zy) = V+ 


= f(z +iy)+g9(7z— iy)+ 已 (os +67°Yy +y’). 
12 定 解 问题 


1.2.1 定 解 条 件 与 定 解 问题 


由 上 面 的 例 1.1.10 可 知 , 一 个 偏 微 分 方程 通常 有 无 穷 多 个 解 . 正如 前 文 所 
说 , 这 些 方程 都 有 实际 的 物理 等 背景 , 是 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 . 例如 , 当 
n 二 2 时 , 方程 (1.1.2) 可 以 表示 在 一 平面 区 域 上 张 紧 的 薄膜 的 模 振动 , 而 注 
膜 的 边界 振动 状态 是 已 知 的 . 也 就 是 说 按照 薄膜 具体 的 物理 状态 , 位 移 函 数 
u(z,y,t) 在 边界 上 的 值 或 法 向 微 商 的 值 或 二 者 的 线性 组 合 的 值 是 已 知 的 . 这 就 
要 求 求 出 的 解 满足 这 个 条 件 . 我 们 把 方程 的 解 必 须要 满足 的 事先 给 定 的 条 件 叫 
做 定 解 条 件 , 一 个 方程 配备 上 定 解 条 件 就 构成 一 个 定 解 问题 . 一 般 说 来 , 常见 的 
定 解 条 件 有 初始 条 件 (也 叫 Cauchy 条 件 ) 和 边界 条 件 两 大 类 , 相应 的 定 解 问题 
叫 初 值 问题 (或 Cauchy 问题 ) 和 边 值 问题 . 初 值 问题 或 边 值 问 题 的 解 或 称 古典 
解 是 指 这 样 的 函数 : 它 在 区 域 的 内 部 具有 方程 中 出 现 的 一 切 连续 偏 微 商 , 而 本 
身 在 区 域 的 闭 包 上 连续 (有 时 根据 具体 问题 的 性 质 或 边界 条 件 的 类 型 , 也 要 求 
有 关 的 偏 微 商 连续 到 边界 ), 它 满足 方程 , 并 且 当 时 间 变 量 趋 于 初始 时 刻 时 或 空 
间 变 量 趋 于 区 域 的 边界 时 它 (有 时 及 其 有 关 的 偏 微 商 ) 连续 地 取 到 给 定 的 初始 
值 或 边界 值 . 有 时 ， DO ddd 这 就 构成 一 个 初 边 
值 问 题 . 下 面 给 出 几 个 例子 . . 


例 1.2.1 考虑 在 区 间 [0,1] 上 张 紧 的 均匀 弦 的 微小 横 振 动 
Wi — QUss =0,0<7z<l,t>0, 
u(0,t) = 0, wvll,t) = 0, t >0, 
u(x,0) = p(7), wz,0) = Yr), 0 和 7 入 0 


其 中 ， u(Zz,t) 表示 在 时 刻 上 质点 的 在 垂直 于 线段 0L( 位 于 。 和 上 ] 方向 上 的 位 
移 . 蕊 的 两 端 国定 , 即 u(0,t) = ul(l,t) = 0, 纺 的 初始 位 移 为 p(7Z), 初始 速度 为 
炒 (T), 弦 不 受 外 力 . 其 中 , a > 0 是 波 的 传播 速度 . 

在 上 例 中 , 如 果 考 虑 弦 中 间 一 小 段 的 振动 状态 , 该 小 段 的 位 置 相对 于 弦 的 
边界 如 此 之 远 (或 考察 的 时 间 如 此 之 短 ), 以 至 于 边界 条 件 的 影响 尚未 传 到 此 处 
考察 就 结束 了 . 所 以 , 边界 条 件 的 影响 可 以 不 计 . 理论 上 可 以 把 芯 看 作 无 限 长 ， 
于 是 就 得 到 下 面 的 初 值 问题 (或 Cauchy 问题 ): 

例 1.2.2 A 

| ut 一 QZUzz (7,t) = 0 一 co <Z < 十 oo, tt> 0， 
&(Z;, 0) = 2(zZ)， ut， 0) = pz). 

设 定义 在 三 维 空间 某 区 域 2 上 的 电位 函数 为 u(x,y,z), 电荷 分 布 密度 为 
p(x,y,z). 由 静电 学 的 理论 知 , u(x,y,z) 满足 Poisson 方程 Au= :np(7, y, 2). 
若 测 得 在 0 的 边界 上 的 电位 为 p(x,y, z), 则 得 到 Poisson 方程 的 边 值 问题 : 

例 1.2.3 

Au = 一 4rp(Z,V 2), (7,y,2) € 人 2， 
u(Z,V 2z) = p(T,Y,2), (7,Yy,2) € ON. 
在 上 例 中 , 若 区 域内 部 无 电荷 分 布 , 则 得 Laplace 方程 的 边 值 问题 
例 1.2.4 | 
Au = 0, (zx,Yy,2) € (2, 
u(z,Y,2) = p72,y, 2), (z,y,2) € ON. 
上 面 的 边 值 问 题 是 第 一 类 边 值 问 题 , 也 叫 Dirichlet ( 狄 利克 雷 ) 问题 , 即 给 出 未 
知 函数 在 边界 上 的 值 ( 称 为 第 一 类 边界 条 件 ). 另外 , 还 有 第 二 类 边 值 问题 ; 也 叫 
Neumann ( 诺 伊 曼 ) 问题 , 即 给 出 未 知 函 数 在 边界 上 的 法 向 微 商 的 值 ( 称 为 第 二 
类 边界 条 件 ); 还 有 第 三 类 边 值 问题 , 也 叫 Robin ( 罗 宾 ) 问题 , 即 给 出 未 知 函数 
在 边界 上 的 法 向 微 商 和 本 身 的 线性 组 合 的 值 ( 称 为 第 三 类 边界 条 件 ). 在 本 书后 
文中 , 读者 会 多 次 见 到 这 些 边界 条 件 和 边 值 问题 . 


1.2.2 定 解 问题 的 适 定性 
大 家 已 经 见 到 ， 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 来 源 于 实际 问题 . 所 以 _ 般 说 来 


解 是 存在 且 叭 “的 , 并 且 当初 始 数据 或 边界 数据 有 微小 变化 时 解 的 变化 也 应 当 
微小 ( 即 解 的 稳定 性 ). 于 是 , 有 下 面 的 适 定性 概念 . 

对 事先 选 定 的 某 函 数 空间 , 如 果 定 解 问题 的 解 在 该 函数 空间 存在 、 唯 一 并 
且 稳定 , 则 称 该 定 解 问题 是 适 定 的 , 否则 称 不 适 定 的 . 有 时 对 解 的 稳定 性 的 讨论 
是 在 一 个 更 大 的 函数 空间 中 进行 的 . 对 定 解 问题 适 定性 的 讨论 是 偏 微分 方程 理 
论 研究 的 主要 内 容 , 也 是 本 教材 的 主要 内 容 . 它 体现 在 对 每 个 方程 或 方程 组 的 
具体 的 分 析 中 . 另外 , 我 们 也 将 讨论 解 的 光滑 性 、 有 界 性 和 其 他 性 质 . 

下 面 给 出 定 解 问题 的 解 的 稳定 性 的 数学 描述 . 设 线性 赋 范 空间 为 玉 , 范 数 
用 上 lx 表示 . wu 和 ws 是 分 别 对 应 于 定 解数 据 为 p, 和 ws 的 同一 个 定 解 问题 的 
解 . 则 解 的 稳定 性 可 表达 为 : 任 给 = > 0, 存在 6 > 0, 使 得 只 要 |Ip, - palls < 5 
就 有 wa = tp <E. 

如 果 对 定 解 问题 的 提 法 不 合适 , 就 可 能 导致 问题 的 不 适 定性 . J. Hadamard 
(阿达 马 ) 曾 给 出 一 个 著名 的 例子 , 说 明 调和 方程 的 初 边 值 问题 是 不 适 定 的 . 

例 1.2.5 J. Hadamard 的 例子 ， 考察 问题 


Yoo + Uyy = 0 0<zZ<Tf yy>0， 
u(x, 0) = 0, uy(7z,0) = 六 sinmz， 是 正 整 数 ,>>0 
u(0,y) = u(r,y) = 0. 
不 难 验证 函数 


Wi {WYSE pp sinnz shny (1.2.1) 


是 问题 的 解 , 并 且 是 唯一 的 . 但 此 解 不 稳定 , 因为 车 把 此 解 与 齐 次 初 边 值 条 件 
下 的 解 v = 0 相 比 较 可 知 , 两 者 的 初 边 值 之 差 的 绝对 值 可 以 变 得 任意 小 ( 当 
n 一 co 时 ), 但 相应 的 两 个 解 的 差 的 绝对 值 在 任意 固定 的 点 (z,y), 可 以 变 得 任 
意 大 . 所 以 解 在 连续 函数 空间 范 数 下 是 不 稳定 的 , 类 似 可 以 说 明 解 在 L?(02) 范 
数 下 也 是 不 稳定 的 , 从 而 定 解 问题 是 不 适 定 的 . 所 以 , 对 调和 方程 不 能 提 初 边 值 
问题 . 对 此 例 稍 做 修改 , 就 可 以 说 明 调 和 方程 的 初 值 问题 也 是 不 适 定 的 . 

随 着 数学 的 不 断 发 展 , 人 们 发 现 对 不 适 定 问 题 的 研究 也 有 重要 的 意义 . 例 
如 , 在 地 质 学 和 探矿 学 中 , 不 适 定 问 题 得 到 了 重要 的 应 用 . 


3 二 阶 半 线 性 方程 的 分 类 与 标准 型 


个 同类 型 的 方程 或 方程 组 所 表达 的 物理 现象 有 着 本 质 的 不 同 , 反映 到 方程 
中 就 出 现 了 各 类 方程 或 方程 组 所 特有 的 性 质 和 理论 以 及 在 研究 方法 上 的 不 同 特 


.7. 


扩 . 所 以 , 我 们 先 讲 方程 的 分 类 . 由 于 拟 线性 方程 的 分 类 依赖 于 ee 
所 以 我 们 讨论 半 线 性 方程 的 分 类 . 


1.3.1 多 个 自 变量 的 方程 
设 人 CR"(n > 2) 是 开 集 , 考虑 方程 


> eg EF 十 ee ?0 ui fy ) Uz, ) 一 0, (1.3.1) 
其 中 了 一 (21 Za o 一 ao ZE 有 8. 
方程 (1.3.1) 在 点 ro e 9 的 线性 主 部 是 


Dav), (1.32) 


1,7=1 


它 对 应 的 二 次 型 是 


Q(é) = Yas (1)éé, (1.3.3) 


i,j=1 


其 中 , € = (&1,€2,… ,6n) € R". 
二 次 型 (1.3.3) 叫做 方程 (1.3.1) 的 特征 型 . 由 二 次 型 理论 知 存在 一 个 实 
满 秩 线性 变换 


和 = 》 及 Ai 一 2 (1.3.4) 


把 (1.3.3) 化 为 标准 型 
Q(N) = y ai(zn)X, m<n,. (1.3.5) 


其 中 , a*(x?) = 土 1. 把 二 次 型 (1.3.3) 化 为 标准 型 的 实 满 秩 线性 变换 不 是 唯一 
的 . 但 是 , 在 二 次 型 (1.3.5) 中 所 含 正 项 的 个 数 与 负 项 的 个 数 是 由 二 次 型 (1.3.3) 
本 身 决定 的 , 与 变换 (1.3.4) 的 选取 无 关 . 从 而 , 下 面 对 方程 (1.3.1) 在 点 x? 的 
分 类 只 取决 于 方程 (1.3.1) 主 部 的 系数 . 

如 果 已 求 出 某 一 线性 变换 (1.3.4) 把 二 次 型 (1.3.3) 化 为 标准 型 (1.3.5), 则 
以 矩阵 (b*) 的 转 置 矩 阵 做 的 线性 变换 


& = 2 bs k=1,2,..…,n (1.3.6) 


i=1 


Wf A (1.3.1) 化 为 
Du 十 杰作 人 pe 0， m &n, 二 (1.3.7) 


其 中 = (各 二 形 如 (1.3.7) 的 方程 叫做 方程 (1.3.1) 在 点 x 的 标准 
型 . 我 们 有 以 下 分 类 : - 

(1) 车 m = n, 且 所 有 oii(z0)(i = 1,;2,… ,n) 具有 相同 的 符号 , 则 称 方程 
(1.3.1) 在 点 z9 是 椭圆 型 的 . 例如 , n 维 Laplace 方程 (1. 1. 4) 在 nn 维 空间 的 任 
何 点 都 是 椭圆 型 的 . 

(2) 车 m =n, 且 aii(7z)(i = 1,2,…,n) 有 n 一 1 个 同 号 ， 则 称 (1.3.1) 在 . 
点 z 是 双 曲 型 的 ; 若 m = mw 且 取 正 值 和 取 负 值 的 ax(Z)(i 二 1,2,.… ,n) 的 个 
数 都 大 于 1, 则 称 (1.3.1) 在 点 z? 是 超 双 曲 型 的 . 例如 , n 维 (空间 变量 的 维 数 ) 
波动 方程 (1.1.2) 在 任 n 十 1 维 点 (z, 都 是 双 曲 型 的 , 而 方程 


Us x 十 Ur, zs 一 Uz,z, Uz,z, I 0 


在 四 维 空间 的 任意 点 都 是 超 双 曲 型 的 . 上 
在 n= 2 的 情况 下 , 方程 (1.3.1) 的 双 曲 型 标准 型 具有 形式 


Wez — Uyy + F(z,Y, Uy Ws, Uy) = 0, 
称 它 是 双 曲 型 的 第 一 标准 型 , 它 在 满 秩 线性 变换 
€=7+Yy, 7 三 2 一 % 
之 下 变 为 
Ven 十 hl, 1 tb Ue, Un) = 0， 


称 它 为 双 曲 型 的 第 二 标准 型 . 

(3) 车 m < mw, 称 方程 (1.3.1) 在 xz? 点 是 广义 抛物 型 或 抛物 型 的 . 对 线性 方 
程 而 言 , 若 有 一 个 ai(z0)(i = 1,2,… ,n) 等 于 零 ( 设 all(zo) = 0), 而 所 有 其 余 
非 零 的 o#(zo) 有 相同 的 符号 , 且 ws， 的 系数 不 为 零 , 则 称 (1.3.1) 在 zx? 点 是 狂 
义 抛物 型 的 , 或 简称 抛物 型 的 . 例如 ， 热传导 方程 (1.1.3) 在 任 n 十 1 维 点 (加 
是 抛物 型 的 或 狭义 抛物 型 的 ， 

者 方程 (1.3.1) 在 2 内 每 一 点 都 是 椭圆 的 、 双 曲 的 或 抛物 的 , 则 分 别称 它 
在 2 内 是 椭圆 的 、 双 曲 的 或 抛物 的 . 若 方程 (1.3.1) 在 0 内 不 同 部 分 上 具有 不 
同 的 类 型 , 则 称 它 在 Q 内 是 混合 型 的 . 例如 , Tricomi( 特 里 科 米 ) 方程 é 


Yuzz t+ Uyy =0 
在 含有 zx 轴 上 的 点 的 任 一 区 域内 是 混合 型 的 . 


不 幸 的 是 , 当 自 变量 的 个 数 多 于 两 个 时 , 有 例子 表明 不 存在 自 变量 的 同一 
个 变换 把 方程 (1.3.1) 在 整个 区 域 2 上 化 为 同一 类 型 , 甚至 不 管 Q 多 么 小 . 但 
在 两 个 自 变量 的 情形 , 在 对 方程 的 系数 作 了 很 一 般 的 假设 后 , 就 存在 自 变 量 的 
_ 同一 个 变换 把 方程 (1.3.1) 在 整个 区 域 2 上 (有 时 需要 9 适当 小 ) 化 为 同一 类 
”型 的 标准 型 . 下 面 就 讨论 这 种 情形 ， 


1.3.2 ”两 个 自 变量 的 方程 
nn i 
”QliUzz 十 2a12Uzy 十 Q22Uyy 十 F(T, NU Uz, Uy) = {1.3.8) 


其 中 ， 系数 Q11, Q12, Q22 是 定义 在 平面 区 域 2 上 的 连续 函数 ， 并 且 0Q11，Q12，Q22 
不 同时 为 堆 
不 失 一 般 性 , 设 在 Q 内 ol > 0. 于 是 , (1.3.8) 的 特征 型 为 


Q(E) = ané? 十 2al26iea 和 ao2262 
一 + 人 -下 本 
其 中 : 
d = Qa?, 一 Q11022 (1.3.9) 


叫做 方程 (1.3.8) 的 判别 式 . 按 1.3.1 节 中 的 分 类 原则 ， 方程 (1.3. 8) 在 9 的 子 集 
f2' C 8 中 是 椭圆 型 、 双 曲 型 或 抛物 型 的 , 分 别 当 d <0,d>0 和 d=0 在 8 
上 成 立 . 注意 , 使 (1.3.8) 为 抛物 型 的 点 (z,y) 的 集合 一 般 不 是 区 域 . - 

下 面 , 我 们 寻求 自 变 量 的 光滑 变换 把 (1.3.8) 化 为 标准 型 . 考虑 (1.3.8) 的 
线性 主 部 


Te (1.3.10) 
设 (z,) e 2, 对 任何 可 道光 滑 变换 四 
2 7 = ee y), 0 0. (1.3.11) 
容易 算出 变换 后 的 方程 的 线性 主 部 
Lou = a*iuse 十 2af2uen 十 oo (1.3.12) 


011 Quné? oe 2a12€6y 十 Q2262, | 
Qi2 = Qill6c71o + alz(E71y + bz) + Q22éyTy, (1.3.13) 
Qa32 = Q11712 + 2Qi371o71y + Qa22715 


. 10 . 


显然 , 应 要 求 €, 7 二 阶 连续 可 微 . 由 (1.3.13) 式 可 知 , 车 a?, = oo = 0, oj 尖 0， 
则 方程 (1.3.8) 通过 变换 (1.3.11) 便 化 为 双 曲 型 的 第 二 标准 型 , 这 时 'é 和 7 应 是 
方程 

Qi1492 十 20l2popv 十 0Q2205 三 .0 (1.3.14) 


的 解 . 下 面 给 出 几 个 概念 , 它们 在 方程 的 标准 化 以 及 理论 研究 中 都 是 重要 的 . 
称 方程 (1.3.14) 是 方程 (1.3.8) 或 算 子 Lo 的 特征 方程 , 而 称 相 应 的 常 微分 
方程 ee 
Qudy’? — 2a12dzdy 十 azzdz2 = 0 (1.3.15) 
是 方程 (1.3.8) 或 算 子 Fo 的 特征 线 方程 , 它 所 确定 的 方向 和 称 为 特征 方向 . 由 
(1.3.15) 立刻 得 到 特征 方向 满足 的 方程 a 二 


d d ; 
Q11 (&$) = “oo a 十 Q22 一 0. (1.3.16) 


这 个 方程 也 时 常 被 称 为 特征 方程 . (1.3.15) 的 积分 曲线 叫做 方程 (1.3:8) 或 算 子 
Lo 的 特征 线 . 基于 下 面 的 定理 , 人 们 有 时 对 方程 (1.3.14) 与 (1.3.15) 不 加 区 分 ， 
都 叫做 特征 方程 . 
注意 到 方程 (1.3.14) 是 一 个 一 阶 全 非 线 性 方程 , 为 求解 它 , 我 们 给 出 下 述 
定理 : , 
定理 1.3.1 设 y? 十 92 关 0, 则 函数 z= p(x,y) 是 (1.3.14) 的 解 的 充分 必 
要 条 件 是 函数 p(T,Yy) 二 c 为 (1.3.15) 的 通 积分 , 其 中 ，C 是 任意 常数 

证 明 设 yp(zx,y(z)) =c 是 (1.3. 15) 的 通 积分 , 两 边 对 z 求全 微 商 , 并 设 


pv 闫 0, 得 
dy 


pz 十 Pia =0, 
解 出 ee 
y pz , 
A (Ld: 
并 = 各 (1.3.17) 


把 此 式 代 入 (1.3.16), 便 得 (1.3.14). 

车 z= yp(z,y) 是 (1.3.14) 的 解 , 则 在 p(x,y(z)) = c 两 边 求全 微 商 得 到 
上 面 的 等 式 (1.3.17), 把 它 代 入 (1.3.14) 便 得 (1.3.15). 口 

由 三 种 方程 的 划分 及 (1.3.16) 式 可 知 , 在 椭圆 型 区 域内 不 存在 实 的 特征 方 
向 ; 在 双 曲 型 区 域内 每 点 存在 两 个 不 同 的 实 特征 方向 ; 而 在 抛物 型 的 点 上 仅 有 
一 个 实 的 特征 方向 . 因此 , 方程 的 双 曲 型 区 域 被 两 族 特征 线 网 覆盖 , 而 抛物 型 的 
点 集 被 一 族 特 征 线 网 覆盖 ( 见 图 1.1 一 图 1.3). 

例 1.3.1 考察 方程 


(1 — 7 )us 一 27zyuy + (1 — yy 一 如 十 中 =0. 
1 


由 判别 式 4d = (zy)? 一 (1 一 2?)(1 一 J) = (z? 十 妨 ) 一 1 知 , 在 区 域 z2+y > 1 
中 方程 是 双 曲 型 , 在 圆周 z? 十 如 = 1 上 是 抛物 型 , 在 区 域 z? + y? < 1 内 是 椭 
圆 型 . 特征 方程 是 


(1 一 2 )d 十 2zydzdy + (1 — y)dz? = 0, 
它 的 通 积分 ( 当 z? + wy > 1 时 ) 就 是 原 方程 的 特征 线 . 单位 圆 外 的 区 域 被 两 族 
特征 线 族 所 覆盖 ， 
例 1.3.2 考察 方程 


2 Uzs + Uyy = 0, 


其 中 , m 是 奇数 . 
其 特征 线 方程 为 


y"dy’ + dx? = 0, 


dy : ee 
的 -一 
因此 , 在 上 半 平 面 y > 0 中 没有 实 特征 方向 , 从 而 没有 实 特征 线 ; 在 下 半 平 


面 y < 0 中 每 点 有 两 条 不 同 的 实 特征 线 . 利用 上 式 求 得 下 半 平 面 上 的 两 族 特 
征 线 是 


化 


即 


和 
人 y) C1， 


2 i 
Z 十 i 2 一 C2， 
其 中 , ct，ca 是 任意 常数 . 这 两 族 特 征 线 覆盖 了 下 半 平 面 (图 1.1). 


1.1 特征 线 


+ 12. 


1.3.3 ”方程 化 为 标准 型 


由 以 上 讨论 知道 ， 只 要 把 自 变量 的 变换 (1.3.11) 取 为 方程 (1.3.8) 的 特征 曲 
线 , 就 可 以 把 该 方程 化 为 标准 型 . 以 下 分 三 种 类 型 详细 说 明 . 
， (1) 在 82 内 , 判别 式 (1.3.9) 中 的 dg > 0. 此 时 方程 (1.3.8) 是 双 曲 型 . 由 
(1.3.16) 解 得 相 异 二 特征 方向 


dy a+ Va32 一 Qa22 由 
一 三 一 -一 一 一， 1.3.18 
dz CQ11 ( ) 
dy _ oa 二 Vol ~ i022 (1.3.19) 
dz Q11 5 I 


积分 以 上 二 式 , 得 两 族 不 同 的 特征 线 
pil(7, y) = Cl1， az(7Z， Y) 一 C2. 
当 p? ,十 p23, 关 0 和 2, 十 92, 关 0 时 ,利用 (1.3.18) 和 (1.3.19) 易 知 
O(p1, p2) 2) 
人 了 0 

于 是 , 作 变 换 

€ = pi1(72,Yy), 7 = po(2,Y) 
后 , (1.3.13) 中 的 a+, 和 a;。 都 变 为 零 , 因 可 逆光 滑 变换 不 可 能 把 二 阶 方程 变 为 
一 阶 方程 , 所 以 af 关 0. 于 是 , 方程 (1.3.8) 化 为 双 曲 型 的 第 二 标准 型 

Uen + P(E, TU Ve, Un) = 0. 
再 令 

5s=&€+7, t=€—n7, 
则 上 述 方程 就 化 为 第 一 标准 型 
Uss 一 tt 十 Fi(s, t, u, Us, Ut) =0. 

(2) 在 2 内 , 判别 式 (1.3.9) 中 的 d < 0. 此 时 方程 (1.3.8) 是 椭圆 型 . 由 
(1.3.16) 知 方程 (1.3.8) 不 存在 实 的 特征 方向 , 从 而 不 存在 实 的 特征 线 . (1.3.15) 
的 通 积分 是 复 函数 

p(x,Y) = pi1(z,Yy) 十 ipz(Z,V) = 0, 
其 中 ， 1 和 yp。 是 实 函 数 ， 并 设 Pr, Py 不 同时 为 零 . 由 定理 1.3.1, 
z = p(x,y) 满足 (1.3.14). 作 变 换 | 
é 一 OZ )， 91 一 p2(T, 1) 
.13. 


可 以 证 明 


a 
事实 上 , 由 (1.3.14) 得 
0110。 = —(a12 十 1V a11Q22 — 02, po 
分 开 实 部 与 虚 部 z 
Qnés = ~a12é, + Von — dn, (1.3.20) 
qm = -oo — Va by (1.3.21) 


由 于 ua 关 0( 因 d < 0), 由 上 面 二 式 得 
Ke 和 és Fr er m3). 
上 式 不 等 于 零 , 否则 便 有 &， = nh = 0, 再 由 (1.3.20) 和 (1.3.21) 式 , 可 得 
éz = 7; = 0, 从 而 p。 = wp, = 0， 与 所 设 矛盾 . | 
由 于 & 二 in 满足 (1.3.14), 代入 后 分 开 实 部 与 虚 部 , 得 
Qné? + 2a12és6y + Q2262 = all712 十 24127zny 十 Q2272， 
， Qi1ézNy 十 Qi12(é2m, 本 és) 十 Q226y71y 一 0, “ 
即 在 (1.3.13) 中 有 ai, = a;。，ais = 0. 于 是 ; 得 到 方程 (1.3.8) 的 椭 贺 型 标准 型 
Uee 十 Wnn 十 G(é,n, u, Ue, U wn) = =0. 


(3) 在 12 内， 判别 式 (1.3.9) 中 的 dg = 0. 此 时 方程 (1.3.8) 是 抛物 型 . 由 
d=0 知 Q11Q22 二 a2, 之 0， 不 妨 设 Q11, Q22 不 同时 为 零 (否则 ， (1. 3.8) 不 是 二 阶 
”方程 ), 且 是 正 函 数 , 由 特征 线 方程 (1.3.16) 可 得 
dr -3 2 au #0. 

故 特 征 线 只 有 一 族 , 解 得 po(z,y) = c. 于 是 , 令 € = yp(z,y), 则 上 大 常数, 再 适 
当 取 = n(x, 2)， ,使 琵 分 *o 例如 可 取 n = 7， 这 时 
6&0) 
zy) 0 
事实 上 , 若 &, = 0 则 因 oa 关 0, 由 0 = Vané, + Vazé, = Vanés 得 ,=0， 
于 是 上 = 常数 , 矛盾 . 对 使 六 = 0 的 个 别 点 , 可 取 0 OE 二 
是 ， 在 这 个 变换 之 下 ， (1.3.8) 化 为 标准 型 


Q22Unn + G(E, 7, u, Ue, Un) = 0, 


Fy 


其 中 ; o22 承 0, 用 它 除 方程 两 端 , 即 得 方程 (1.3.8) 的 抛物 型 标准 型 


Unn 十 Ca (ET , Ve, 2 


RS | 
Unn = QiUe 十 六 Un + civ + di, 
则 可 作 未 知 函数 的 变换 
4 一 V exp (3 je bi (é, nar), (1.3.22) 


便 得 到 关于 v 的 方程 
Von = 0206 十 cC20 十 dz. 
其 中 , 不 再 出 现 关 于 7 的 一 阶 微 商 项 . 
例 1.3.3 ”讨论 方程 
Uszz + YUyy 一 0 (1.3.23) 


的 类 型 并 把 它 化 为 标准 型 
因 判 别 式 dg = 一 y, 故 方程 (1.3.23) 在 上 半 平 面 y > 0 中 是 椭圆 型 在 下 半 
平面 中 是 双 曲 型 , 在 > 轴 上 是 抛物 型 , 而 在 包含 z 轴 上 的 点 的 任 一 区 域内 是 混 
合 型 的 . 现在 , 将 (1.3.23) 化 为 标准 型 .(1.3.23) 的 特征 方程 是 
dy? 十 ydz2 = 0. (1.3.24) 
(a) 当 y = 0 时 , 方程 (1.3.23) 在 zx 轴 上 的 抛物 型 的 标准 型 可 在 方程 中 令 

= 0 直接 得 到 , 即 v。= 0. 此 时 , 特征 方程 为 dy = 0. 由 此 知 x 轴 是 唯一 的 一 

条 特征 线 , 由 下 往 上 跨越 此 线 , 方程 (1.3.23) 从 双 曲 型 变 为 椭圆 型 . 由 于 这 个 原 

因 , 在 包含 > 轴 的 一 个 区 域内 求解 初 值 问题 或 边 值 问题 时 就 比较 困难 , 因为 在 

此 区 域内 将 面 对 同 一 个 方程 (1.3.23) 的 三 种 类 型 . 

(b) 在 双 曲 型 区 域 y < 0 中 ， 由 (1.3.24) 求 得 方程 (1.2.23) 的 两 族 特征 线 

一 7 十 2V-y 三 C1， 

7=7—2V-Yy= cz. 

于 是 , 作 变 换 
é€=72+2V-Yy 
7=7—2V-y. 

经 过 计算 , 得 到 方程 (1.3.23) 在 下 半 平 面 的 标准 型 


1 | 
Uen 十 一 一 一 一 (Lec — U,)=0,v<0. 
én Be n) y 


.15. 


特征 线 是 抛物 线 y = -ic -oj 的 两 个 分 支 , 这 里 , c 是 一 个 任意 常数 . 斜率 为 
正 的 分 支 给 出 曲线 & = 常数 ,而 斜率 为 负 的 分 支 给 出 曲线 = 常数 . 两 个 分 支 
者 与 > 轴 (抛物 型 域 上 的 唯一 一 条 特征 线 ) 相 切 . 在 双 曲 型 区 域 y < 0 内 布 满 了 
抛物 线 族 y= 一 了 (z -- o)”, 其 包 络 就 是 > 轴 (图 1.2)， 


图 1.2 ”特征 线 
(c) 在 椭圆 型 区 域 y > 0 中 , 特征 方程 (1.3.24) 分 解 为 两 个 复方 程 
dy +iVydz =0 
和 
dy 一 ivVydz = 0. 
取 dy -ivyadz = 0 的 复 解 
T+2iVy =o 
取 其 实 部 和 虚 部 , 作 变 换 
é 三 TX， 7 二 2Vy, 


通过 计算 便 得 到 方程 (1.3.23) 在 上 半 平 面 的 标准 型 
1 
Uee 十 Unn 一 向 =0,y>0. 
例 1.3.4 讨论 方程 
Yuzz + (T+YUsy 十 Zu = 0 (1.3.25) 


的 类 型 , 并 求 当 工 关 Y 时 的 通 解 . 
解 ” 因 为 判别 式 
_ (z+y)? _ (zy) 
Ue > 0， 


.16. 


所 以 当 z = 9 时 , 方程 是 抛物 型 ; 当 z 尖 y 时 , 方程 是 双 曲 型 , 此 时 , 由 (1.3.18) 


和 (1.3.19) 解 得 
由 此 解 得 特征 线 


yy 一 2 三 Cl 


从 一 22 一 co， 


它们 分 别 是 直线 族 和 等 轴 双 曲线 族 (图 1.3) 


图 1.3 特征 线 


由 于 在 双 曲 型 区 域 中 
故 可 作 变 换 上 =- z, 7 = 色 -22. 在 此 变换 下 , 通过 计算 得 到 (1.3.25) 的 


标准 型 


Uen 十 7 


为 了 求 方程 的 通 解 , 改写 上 式 为 


(éun)e = 0， 


积分 得 


.17. 


Eu f(n), 


其 中 , f 是 任意 可 积 函数 . 因此 


“一 / f (nan + g(é) 


ey 1 2 2 
= g(y rm 2 ), 


其 中 , g 和 是 任意 二 次 连续 可 微 函数 . 这 就 是 当 z 关 y 时 方程 (1.3.25) 的 通 解 . 


1. 
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习 题 1 


在 下 列 方程 或 方程 组 中 , 指明 哪些 是 线性 的 、 半 线性 的 、 拟 线性 的 及 全 非 
线性 的 , 并 说 明 它 的 阶 : 
(a) wis — Avu = 0; 
(b) Ui 十 Wanzz = 0; 
(c) 一 0; 

. 1 
a div(T 让 i > 
(e) wu:+ divF(v) =0, F:R— R",; 
(f) wu — A(w) = 0; 
(g) us — Au = f (wu); 
(h) ne 

divu = 0, x € R"*, vu € 有 "Due R"™”"; 

(iD) ut+divF(u) =0, FF:R"™— R"™, rz€R", veR"™. 


. 考虑 在 正方 形 区 域 2 = {(Z,y) |0<z<10<y<1} 上 的 波动 方程 的 


边 值 问题 


Way = 0, (x, y) EQ, 
u(x, 0) = fi(2), ul(z, 1) = f(z), 
vu(0,y) = gi1(y), u(1,Y) = g2(9), 


其 中 ， A fo, 1, 92 都 是 已 知 连续 函数 . 试问 : 此 问题 是 否 是 适 定 的 ? 


. 设 方程 (1.3.1) 的 主 部 系数 在 点 z0 的 矩阵 4(zo) = (ai(zo))， 其 特征 值 是 


和 i, 和 2，,… ,和 对 方程 (1.3.1) 在 点 z0 按 下 述 标准 分 类 : 若 所 有 特征 值 非 
零 且 同 号 , 则 称 它 是 椭 国 型 ; 若 所 有 特征 值 非 零 且 有 mn 一 1 个 同 号 , 则 称 它 
是 双 曲 型 , 若 正 特征 值 和 负 特 征 值 的 个 数 都 大 于 1, 称 它 是 超 双 曲 型 ; 若 至 
少 有 一 个 特征 值 是 零 , 则 称 它 是 抛物 型 . 试 证 明 : 此 分 类 法 与 1.3.1 节 中 的 
分 类 法 是 一 致 的 . 


4. 


10. 


11. 


BUzs — 2Uzy + 2Uyy — 2Uys t+ BUzs t+ HUy — Uz 10u=0 


的 主 部 系数 给 阵 的 特征 值 证 明 方程 是 椭圆 型 的 , 并 把 它 化 为 标准 型 . 
.验证 线性 变换 (1.3.6) 把 方程 (1.3.1) 化 为 标准 型 (1.3.7). 
. 判断 下 列 方程 的 类 型 : 


(a) Tuss + 2Yusy + Yuyy = 0; . 

(b) wzz + (T — Yuyy = 0; 

(c) Uzs 十 TUyy = 0; 

(d) yuzszs + (2 + Yusy 十 zu = 0; 

(e) sinz uss — 2 COs Tusy — (1 + sinz)u,, = 0; 

(£) vss 十 24 + BUzs Uszy + Uys + Uss — Us = 0; 
(g) Tuss 一 10usy — 22uys + Tuyy — 16u,s 一 5u = 0; 
(h) e*uy — Uss 一 log(z2 十 只 十 22 十 1 二). 


. 化 下 列 方程 为 标准 型 : 


(a) Z ua 十 27Vuay + Y Uyy = 0; 

(b) ws + TYuyy = 0; 

(c) was — 2 Cos Tusy 一 (3 十 sin2z)ww — Yu, =0; - 
(d) yuss 一 ey2zuy + hs =0,72>0. 


. 确定 Tricomi 方程 


Uzz + TUyy =0 


的 类 型 ,将 它 在 椭 国 型 和 双 曲 型 区 域内 化 为 标准 型 


. 化 下 列 方程 为 标准 型 : 


设 入 是 参数 , 斌 求 出 方程 
(入 十 Z)uaz 十 2zyuny — Yuyy = 0 
的 双 曲 型 、 抛 物 型 与 椭圆 型 的 区 域 , 并 且 研 究 它们 对 入 的 依赖 性 . 


1 
Uzz 十 YUyy 十 5 =0,y<0 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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化 为 标准 型 we = 0. 由 此 证 明 方 程 的 通 解 具 有 形式 

= f(z+2V-y) +g(z — 2V-y), 
其 中 ,ff 和 9g 是 定义 在 双 曲 型 区 域 上 的 任意 二 次 连续 可 微 的 函数 . 
证 明 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 方程 经 过 可 逆 变 换 后 它 的 类 型 不 会 改变 , 即 判 
别 式 d = aiz 一 Q11022 的 符号 不 变 . 
证 明 两 个 自 变量 的 二 阶 常 系数 双 曲 型 方程 或 椭 园 型 方程 一 定 可 以 经 过 自 
变量 的 变换 (1.3.11) 和 未 知 函 数 的 变换 


u = vexp (AS + HI) 


化 为 
vee 土 Ummn 十 Cv 二 了 
作 未 知 函 数 的 线性 变换 , 把 常 系数 方程 


Au 十 Qun 十 by 十 cu 十 du 一 上 
中 所 有 一 阶 徽 商 项 消去 
[提示 : 观察 (1.3.28) 式 和 上 题 .] 
将 下 列 各 方程 分 类 , 并 化 为 不 含 一 阶 偏 微 商 项 的 标准 形式 : 
(a) vss + Hsy + Buyy + us — Uy + 2u = 0; 
(b) wz 十 2uy + Uyy + Hus 十 3 + wu = 0; 
(c) ?az — 6Uzy + 12v + dus — vu = sin(zy). 
在 下 列 方 程 中 作 肖 数 代 换 44 二 十 久 ， 其 中 ， v ed 把 边界 条 件 
化 为 齐 次 的 : 
Us — QUss = 0, 0<z<+o,t>0, 
(2) Y us(0,t) = g(t), t > 0, 
u(x,0) = p(2), ws(z,0) = (7), 0 < 7 < 十 co; 
Wit — QUzs =0,0<7z<l,t>0, 
(b) 4 wu(0,t) = p(t), wll,t) = v(t), t > 0, 
u(x,0) = p(x), u(x,0) = V(r), O<zrgl; 
Uz 一 0 az 一 0， 0<z<l,t>0, 
(c) 一 vs (0,t) = p(t), vz ll,t) + vll, t) = = Dy t > 0, 
uz,0) = (2), wa(z,0) = Y(z), 0< 2 <1. 
作 未 知 另 数 的 变换 以 = 二 0 十 ,其 中 ,vv 是 新 未 知 函 数 . 试 确定 已 把 热 传 


18. 


叶 方 程 的 初 边 值 问题 

Us = Uss + f (7), 0<z<l,t>0, 
$0,t) = 0, ull,t) =0, t > 0, 
u(x,0) = p(x), O<z<! 

中 的 方程 化 为 齐 次 的 , 且 保持 齐 次 边界 条 件 . 


作 未 知 函 数 的 变换 以 二 vw, 其 中 必 是 新 未 知 函 数 . 试 确定 了 把 方程 
Us — Uzs taus tbu= f(r,t) 


化 为 
”多 一 Un = f(z,t) 


”的 形式 . 


19. 


20. : 


21. 


人 £2—at, n=t, 把 方程 

Uz 十 Quy = = Q21 
化 为 | 
Un = Q2 ee 
设 w(z) 是 Laplace 方程 Au = 二 0 的 解 , 如 果 以 只 是 向 径 7 = a 的 函数 ， 
即 (Zz) 二 在 (7), 斌 导出 裤 (7) 满足 的 常 微分 方程 
设 以 是 热传导 方程 以 一 a2uss = 0 的 解 , 如 果 尽 5 又 是 复合 变量 € 二 = Zz/Vt 
的 函数 , 即 U(X,t) = ii(&), 试 写 出 (&) 满足 的 常 微分 方程 由 此 解 半 有 界 
杆 的 热传导 问题 


4 一 02 = 0,0<7z<+o0,t>0, 
‘wu(0,t) = 0, t> 0, 
vo 0) = wo, 0 7 <+%, 


其 中 ， Uo 是 常数 
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第 2 章 一 阶 拟 线性 方程 


21 一 般 理论 


一 阶 偏 微分 方程 具有 形式 
F(z,u, Du) = 0, . (2.1.1) 
其 中 , z = (zx1,722,… ,Zn) 是 n 维 自 变量 , v = v(z)，Dv 是 的 梯度 . 在 变 分 
法 、 质点 力学 和 几何 光学 中 都 出 现 了 这 类 方程 . 它 的 特点 是 : 其 通 解 可 以 通过 
解 一 个 常 微分 方程 组 而 得 到 , 称 这 种 求解 方法 为 特征 线 法 . 而 高 阶 偏 微分 方程 
和 一 阶 偏 微分 方程 组 没有 这 个 特点 . 下 面 , 我 们 仅 讨论 两 个 自 变量 的 拟 线性 方 


程 , 所 有 理论 和 方法 可 以 完全 类 似 地 推广 到 多 个 自 变量 的 情况 , 在 2.1.2 节 最 
后 , 仅 对 此 情况 下 的 解 题 步骤 作 简 要 说 明 . 


2.1.1 ”特征 曲线 与 积分 曲面 
一 阶 拟 线性 方程 具有 形式 
al(z, 2 U) us 本 b(z, 2 WU) uy 二 c(z, 2 wu), (2.1.2) 


其 中 w = w(z,y). 称 方向 (a(z,y,z), 5b(z,y,z)，c(z,y,2)) 是 方程 (2.1.2) 的 特 
征 方向 , 它 在 Rs 或 R 中 的 区 域 2 上 定义 了 一 个 向 量 场 . 我 们 称 处 处 与 方向 
(a, b, c) 相 切 的 曲线 是 方程 (2.1.2) 的 特征 曲线 . 设 特征 曲线 的 参数 式 为 


则 沿 特征 曲线 显然 成 立 下 式 : 
dr dy dx: 
ay Bry 2) czy 2)’ 
即 
d d : d 
= (9, = bz, 2), T= (zy). (2.1.3) 


称 上 式 是 方程 (2.1.2) 的 特征 方程 . 由 (2.1.2) 可 知 , 积分 曲面 z = w(x,y)( 即 
(2.1.2) 的 解 ) 就 是 处 处 与 特征 方向 相 切 的 曲面 . 特征 曲线 与 积分 曲面 有 下 
.22 ， 


述 关系 : 

定理 2.1.1 若 特征 曲线 了 上 一 点 P(zo,yo,zo) 位 于 积分 曲面 9 :z= 
u(2Z,V) 上 , 则 7 整个 位 于 S 上 . 

证 明 (图 2.1) 设 y 的 方程 是 


-全 > 


图 2.1 特征 曲线 与 积分 曲面 


z= z(t), y= y(t), z = z(t). 
由 特征 曲线 的 定义 知 , 它 是 方程 组 (2.1.3) 的 解 , 并 且 对 某 参 数值 1 = 如 满 
是 zo 三 z(to), yo 二 y(to), Zo 二 z(to) se u(xo, yo). 由 所 设 条 件 知 ,P= 
(z(to), y(to), z(to)) € 5. 记 


0 = U0) = (0) ~ uz(D), v0)). 


Pe 5S, 所 以 U(to) =0. 由 (2.1.3) 得 
dU dz dz dy 
dt df a vat 
一 c(Z, yz) 一 Wea(Z yi 2) — uyb(z, y, z). 


于 是 
可 =c(z,y,U + u(x,Y)) — ua, Y)a(z,Y, U + u(r,y)) 


—uy(7, Y)b(z, y, U + ulz, y)), (2.1.4) 


其 中 ,z= z(t), y = y(t). 
z = u(x,y) 是 (2.1.2) 的 解 , 所 以 U=0 是 (2.1.4) 的 解 . 根据 常 微分 方 
程 初 值 问 题解 的 唯一 性 定理 , 由 U(to) =0 知 U(t) 三 0, 即 z(t) = w(xz(t),y(t)) 
所 以 7e 5. 口 
由 积分 曲面 的 定义 知 , 过 积分 曲面 上 每 一 点 有 一 条 特征 曲线 . 于 是 , 根据 此 
定理 , 该 特征 曲线 完全 位 于 积分 曲面 内 , 所 以 积分 曲面 8 是 特征 曲线 的 并 , 即 过 
5S 上 每 一 点 都 有 一 条 包含 在 5S 中 的 特征 曲线 . 反之 , 如 果 曲 面 5 : z = w(z,y) 
是 特征 曲线 的 并 , 则 它 必 是 积分 曲面 . 
男 外 , 由 此 定理 还 可 推出 , 两 个 有 公共 点 PP 的 积分 曲面 必 沿 着 一 条 过 点 己 
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的 特征 曲线 7 相交 . 反之 , 如 果 积 分 曲面 S$, 和 Ss 沿 着 曲线 Y 相交 而 不 相 切 ， 
则 7 必 是 特征 曲线 . 事实 上 , 若 在 7 上 PP 点 分 别 做 5, 和 5。 的 切 平面 x 和 mm， 
则 每 一 个 平面 都 包含 点 PR 处 的 特征 方向 (a， b, c). 因 1 天 JI2) 所 以 Ti 和 JI2 的 交 
线 必 具有 方向 (a,b,c). 又 因为 7 在 PP 处 的 切线 T 也 属于 x 和 zo, 所 以 人 有 
方向 (a, b,c), 因此 7 是 特征 曲线 . 


2.1.2 ” 初 值 问题 


以 上 的 讨论 使 我 们 对 拟 线 性 一 阶 方程 (2.1.2) 的 通 解 有 一 个 形象 的 认识 ， 
即 积分 曲面 是 特征 曲线 的 并 . 以 此 为 基点 , 讨论 方程 (2.1.2) 的 初 值 问题 (也 叫 
Cauchy 问题 ). 同 常 微分 方程 一 样 , 它 是 一 阶 方程 的 基本 问题 . 

设 有 空间 曲线 


7 : (Zz,y,2) 三 (f(s),g(s),h(s))，s 是 参数 . 


则 方程 (2.1.2) 的 初 值 问题 的 提 法 是 : 求 方程 (2.1.2) 的 解 2 = w(x,y), 使 满足 
h(s) 三 u(f(s), g(s)), 即 积分 曲面 过 已 知 曲 线 7. 在 许多 情形 , 变量 y 表示 时 间 
变量 , 而 z 是 空间 变量 . 于 是 提出 y = 0 时 刻 的 初 值 w(z,0) = h(z), 而 寻求 满 
足 此 初始 条 件 的 方程 (2.1.2) 的 解 是 一 个 常见 且 自 然 的 初 值 问题 . 这 时 , 空间 曲 
线 7 的 参数 式 是 z= s,y = 0,z= hz), 即 曲线 在 zz 平面 上 , 且 以 z 为 参数 . 
我 们 要 证 明 : 在 > 的 邻 域 中 , 方程 (2.1.2) 的 初 值 问题 的 解 存在 唯一 . 因为 
7 可 以 被 位 于 其 上 的 多 个 有 限 长 开 弧 所 覆盖 , 若 在 每 个 开 弧 附近 得 到 解 的 存在 
唯一 性 , 则 所 证 必然 成 立 . 故 只 须 证 明 下 述 定理 成 立 : 
定理 2.1.2 设 曲 线 7: (zZ,y,z) 二 (f(s),g(s),h(s)) 光滑 , 且 j 十 9 关 0， 
在 点 中 = (zo,yo,zo) 二 (f(so),g(s0),h(so)) 处 行列 式 
f'(so) g (so) 
a(zo, Yo 20) b(zo, yo， 20) 
又 设 a(Z,V 2z)，b(Z 2 2)，c(Z,z) 在 7 附近 光滑 . 则 初 值 问题 
al(z, 2 WU) Us 十 b(z, 2 WU) Uy 一 c(Z， 2/ 也 )， 
u(f(s),9(s) =hs) 
在 参数 s = so 的 一 邻 域内 存在 唯一 解 . 称 这 样 的 解 为 局 部 解 . 
证 明 (图 2.2) 在 so 附近 , 即 对 某 5 > 0, 在 |s 一 so| < 5 中, 先 求 (2.1.3) 的 
解 


0; (2.1.5) 


(2.1.6) 


T= X(s,t), y=Y(s,t), z= 2Z(s,t), (2.1.7) 
使 当 t=0 时 等 式 (z, y, Z) = (f(s), 9(s), h(s)) 成 立 ， 其 中 ， |s 一 so| < 6, 0< 
t < 了 全. 这 就 是 过 ~y 上 各 点 (s,0) (ls 一 so| < 人) 所 有 特征 曲线 的 并 . 由 J 关 0， 
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ZU 人 y) 


图 2.2 局 部 解 


便 可 从 (2.1.7) 的 前 两 式 解 出 s,t, 将 其 代入 第 三 式 就 得 到 这 个 并 的 显 式 表示 
z 二 u(z,y), 它 就 是 要 求 的 积分 曲面 . 下 面 , 我 们 从 (2.1.7) 出 发 , 用 数学 分 析 的 
方法 给 出 严格 的 证 明 . 

由 常 微分 方程 组 的 初 值 问 题解 的 存在 唯一 性 定理 知 , 从 (2.1.3) 可 唯一 地 解 
出 (2.1.7), 且 它们 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 . 于 是 , 它们 关于 s,t 恒 等 地 满足 


X, = a(X,Y,2), Y=b(X,Y,2), Z,=c(X,Y,2) (2.1.8) 
及 初始 条 件 z z 
X(s,0) = f(s), Y(s,0) = 9(s), 2(s,0) = h(s). (2.1.9) 
由 所 设 J 冯 0, 则 据 隐 函数 定理 , 可 从 (2.1.7) 中 前 两 式 解 出 光滑 函数 
s=S(7,y), t=T(z,y), 当 |s- so < 5, 0<t<TDH, 
它们 满足 S(xo, yo) = so T(zo,yo) = 0. 则 z 
z= 2(5(7,y), T(z,y)) Eu(z, y) (2.1.10) 


就 是 问题 (2.1.6) 的 局 部 解 (符号 至 表示 “定义 为 ”)， 事 实 上 , 令 b* = 
min{6,61}, T* = min{ 人 天) 则 当 |s 一 so| <6,0<t<T* 时 ,有 


2(5(7,Y), T(z,y))ls=0 = 2(s,0) = h(s), 


即 v(j(s),9g(s)) = h(s). 所 以 函数 (2.1.10) 满足 问题 (2.1.6) 的 初始 条 件 . 下 证 
它 满足 (2.1.6) 中 方程 . (2.1.10) 分 别 对 z,y 求 偏 微 商 , 得 


2, =2,8, + ZT,, F,= 2,0,+ ZT,. (2.1.11) 
(2.1.7) 前 两 式 分 别 对 z 求 偏 微 商 , 可 解 得 
1 1 
Ss SE AYs T, 一 -AY, (2.1.12) 


其 中 , 4 = X,Y 一 X,Y 关 0( 因 J 关 0). 类 似 地 , 由 (2.1.7) 的 前 两 式 对 y 求 偏 


微 商 , 可 解 出 
1 
S, = AX 用 一 


1 


A 
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将 此 二 式 及 (2.1.12) 代入 (2.1.11), 而 后 (2.1.11) 第 一 式 乘 a(X,Y, 2Z) 加 第 二 式 
苹 b( 义 ,Y, 2Z), 得 


[a(X,Y, 2)2, + b(X,Y, 2)2,] 4 
= (ZY — ZY)at+(—2Z,X, + ZX,)b. 
注意 到 a = X,, 5b = 7, 把 它们 代入 上 式 , 并 利用 A 的 表达 式 , 化 简 得 
a(X,Y,2)2, +b(X,Y,2)2, = c(X,Y,2), 


即 w(z,y) = 2Z(S(z,y),T(z,y)) 是 初 值 问 题 (2.1.6) 的 解 . 存在 性 证 毕 . 

由 定理 2.1.1 知 , 任何 通过 曲线 7 的 积分 曲面 包含 过 ?7 上 各 点 的 特征 曲线 ， 
因此 , 必定 包含 由 参数 表示 的 曲面 (2.1.7), 从 而 局 部 地 与 这 个 曲面 重合 , 即 解 是 
唯一 的 . . 口 
附注 1 条 件 (2.1.5) 即 J 夭 0 保证 了 曲线 7 在 点 书 = (f(so),g(so0),h(so0)) 
的 方向 不 是 特征 方向 . 因为 若 J = 0, 从 (2.1.6) 可 知 在 s = soz = f(s0),y = 
9g(so) 处 , 三 个 关系 式 

bf’—ag =0, h = fut+g9u,, c= aus + bu 
成 立 . 由 此 推出 bh’ 一 cg'=0 和 ah’ 一 cf'=0, 从 而 

i Ld 
- a b ci | 

即 y 在 点 马 具有 特征 方向 . 所 以 , 定理 是 在 为 非特 征 曲线 的 前 提 下 成 立 的 . 
车 > 是 特征 曲线 , 初 值 问题 (2.1.6) 将 有 无 穷 多 个 解 . 事实 上 , 若 过 曲线 yx 上 
任意 点 P 引 满足 条 件 (2.1.5) 的 任意 曲线 六 ,并 以 y* 为 初始 曲线 解 初 值 问题 
(2.1.6), 就 得 到 这 些 解 . 由 定理 2.1.1, 此 时 所 得 到 的 任 一 积分 曲面 包含 特征 曲 
线 小 . 

附注 2 若 方 程 (2.1.2) 中 的 a,b 与 凿 无 关 且 c 是 久 的 线性 函数 , 它 就 是 线 
性 方程 


az 人 如 十 bz = (x, Yu + d(x,Y). (2.1.13) 
这 时 , 取 特征 常 微分 方程 组 (2.1.3) 的 前 两 个 方程 
衬 = a(z,y), 和 = b(z,y), (2.1.14) 
也 可 化 为 一 个 等 价 的 方程 ee ee 
dz a(z,y) 


方程 (2.1.14) 或 (2.1.15) 确定 了 平面 上 的 曲线 族 , 称 之 为 特征 投影 (简称 投 
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影 ), 它 是 空间 特征 曲线 族 在 zy 平面 上 的 投影 . 在 特征 投影 (z(t),y(t)) 上 求解 
(2.1.3) 的 第 三 个 方程 


FF = c(z(0),y(0)z + dlz(t), yD)), (2.1.10) 
求 出 z(t) 就 得 到 特征 曲线 Y: (z(t), y(t),， z(t)). 
附注 3 关于 nn 元 函数 = wu(z1,7z2,… ,zw) 的 拟 线性 一 阶 方程 具有 形式 


>》 aa 人 zu 2) ”mn， VU) Us, = c(Z1， YY2) ''，Zn，) 2). (2.1.17) 


相应 于 (2.1.3) 的 常 微分 方程 组 是 

名 =a ro (2.1.18) 

各 一 c(Z1, TZ2,* ) Tn) 之 Zz). 
而 初 值 问 题 是 要 在 空间 R"+! 中 求 满足 (2.1.17) 的 积分 曲面 z = V(Z Ta Tn) 
使 之 通过 如 下 用 参数 表示 的 n 一 1 维 超 曲 面 7 : 

Xi 二 fi(81, 82,: Md) ? 一 1,2,.…. ) 7 
| Ee (2.1.19) 

过 ?7 上 每 一 个 具有 参数 (si, s,… ,s。i1) 的 点 做 特征 曲线 , 即 求 出 (2.1.18) 的 
当 t 一 0 时 等 于 ( 户 , 户 … , fn, h) 的 解 


Ti = Xi(81, 382 , Sn_1,t), Ct 6 (2.1.20) 
2 一 2(51s2 , Sn_1,t). 
在 条 件 
af, 
ee (2.1.21) 


0 5 天 
Sn—1 
Cn 
之 下 , 就 能 够 由 (2.1.20) 前 个 式 子 解 出 s1, s?，… , s,_1,t, 将 它们 代入 (2.1.20) 
的 第 ”+1 个 式 子 , 就 得 到 积分 曲面 z = w(zi, zz …… ,zu), 它 就 是 初 值 问 题 的 解 . 
2.1.3 ”例题 


下 面 给 出 儿 个 具体 的 例子 . 先 考 虑 两 个 自 变量 的 函数 . 


例 2.1.1 已 知 曲线 7:7 三 8 y= s,z= 5， 0 < s< 1. 求解 初 值 问题 
uus 十 Uy = 1, 
5 
ul = 5 


解 首先 , 条 件 (2.1.5) 成 立 , 因为 在 7 上 


1 ol 1 1 
A ES ee 
ab 一 二 2 
2 
解 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 
dz dy dz 
eT 
(z, y, z)|0 = 3 (s, s, 5)) 


z 一 t 十 二 ，2 一 上 十 3， a 
2 2 2 
由 后 两 式 解 出 s,t, 并 将 其 代入 第 一 个 式 子 , 得 解 
dy — 27— 
| 2(2 —Yy) 
者 将 此 例 方程 的 右 端 项 改 为 零 , 初始 曲线 改 为 


和 u(x, Yy) aE 


Y:7T=s, y=0, z=h(s), 

则 就 是 著名 数学 家 R. Courant( 柯 朗 ) 和 K. O. Friedrichs( 弗 里 德里 希 斯 ) 在 
1948 年 发 表 的 研究 超 音速 流 和 激 波 的 论文 中 提 到 的 方程 (习题 的 第 1(a) 题 ). 
它 的 解 4 = wu(z,y) 可 以 解释 为 z 轴 上 随时 间 y 变化 的 速度 场 , 而 方程 表示 每 
一 个 质点 均 有 零 加 速度 , 从 而 有 常 速 度 . 

下 面 的 例子 在 第 8 章 中 证 明 著 名 的 Cauchy-Kovalevskaja 定理 时 将 会 
用 到 . 
例 2.1.2 设 p,c,N,n 是 常数 , 求解 初 值 问 题 
(p— 2 一 No 器 =cNn 列 +o y<p, 
u(0,y) = 0. 
解 ”初始 曲线 7 的 参数 方程 为 : 
z=0,y=s, z=0. 
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在 7 上 


0 
es =s—p#0 ( 因 s < p). 
p—s—ceNn | 
解 初 值 问 题 
华 =p—y— Nz,- YY = —cNn, 径 =6 
z=0,y=s,z=0, 当 t=0 时, 
得 
T=(p—s)t+cN(n— 1)t/2, 
y=—cNnt+s, (2.1.22) 
之 一 ct. 
从 (2.1.22) 前 两 式 得 


t= yer [VO seNt + a|, 
将 它 代入 (2.1.22) 的 第 三 个 式 子 , 得 解 


z= u(z,Y) 
1 (2.1.23) 
= ND -VO Nt 8 
下 面 考虑 多 个 自 变 量 的 情况 . 
例 2.1.3 设 以 = w(zi,zz,zZs),， 求解 初 值 问题 
Di 十 2z: 训 十 如 一 3?， 
u(z1, Z2) 0) 一 p(T1, T2). 
解 ”初始 曲面 
7: Ti1= 51, Ts = 82, Ts =0, z= (81, 82), 
Se Oz Or, 0 
Z1 Or, Or 
De De Ge, 1 00 
J =|Or Or, br |=|0 1 0|=1#0 
Os Os, Os2 
TZ1 27。 1 51 252 1 
解 方 程 组 的 初 值 问题 
dzi CE dzs» dzs dz 有 
人 
(Z1， TZ», Ta) z)|t=0 = (81, 82, 0, p(s1, 52)), 
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得 
a t 2t _ _ 3t 
Z1 = S1e:， Ta 一 828", Ta =t, z= p(s1, sz)e”. 


从 前 三 个 方程 解 出 t,s, 和 ss, 将 它们 代入 z 的 表达 式 , 得 
z= uz1, Za2) 73) = p(T1e Tae es. 
例 2.1.4 设 以 =wu(7z,t), TE 有 R", 0 <<t<o0, 考察 能 量 守恒 律 方程 
wt+F(u):Du=0, TER",0<t<o%, (2.1.24) 
其 中 


F:R— R", F=(F,F,... ,HF,), 
Dw = (ua Wan， i , Uz )- 
初始 条 件 u(x,0) = g(7z). 
解 ” 记 方程 中 的 t 变量 为 zf, 而 以 下 的 上 按 上 文 习 惯 仍 表 示 参 数 , 则 当 
t= 二 0 时 的 初始 超 曲 面 是 


人 Ti = $51) ? 一 1 2 ,1, Tntl = 0, Zz = g(s1, Sa 本 

我 们 讨论 解 u(z,t) 的 取 值 规律 . 特征 方程 组 为 

ea = F(z), i= 1,2,... ,n, 

dzn 1 

二 

dz _ 

dt 
由 最 后 两 个 方程 利用 初始 曲面 解 得 

Zn+l 一 太 z= 常数 二 2z|,-。o 二 9(51, 82, SS , Sn)- 


取 定 超 平面 zu+i = 0( 初 始 曲面 卫 在 有" 上 的 投影 ) 上 一 点 z? = (Z9 72,…… ,2?)， 
它 对 应 于 参数 值 (9, s3,… ,s). 则 以 该 点 为 出 发 点 的 特征 曲线 的 参数 式 可 通 
过 解 


号 = F' (g(x")), 二 二 2 ,2 


得 到 : 
Ti= FF'(g(T t+ i=1,2,.. ,nNn, Trt = t, 2 = 9g9(7°). 
它 在 R" 上 的 特征 投影 
Y :Ti= F (g(x")t+ ze, i 二 有 , 1. 
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这 是 空间 R" 中 直线 
y(t) = (z(t),t) = (F’(g(2°)t + 1°, 
(t > 0). 由 以 上 分 析 知 , 所 求 函数 v 沿 此 直线 取 常 数值 , 即 
z= Uz, Tat) = 9(7°). 


按 以 上 结论 , 所 求 函数 ， 沿 以 yo e R" 为 出 发 点 的 特征 曲线 的 投影 直线 必 
取 常 数值 go(y%). 设 g(z9) 关 g(yo). 两 条 投影 直线 可 能 在 某 时 刻 t > 0 相交 , 在 
交点 处 得 到 g(z°) = 9(yo), 与 所 设 矛盾 , 除非 g(z) = 常数 . 这 说 明 整 体 解 ( 即 在 
所 论 t 的 范围 内 都 有 定义 的 解 ) 一 般 不 存在 . 这 个 例子 正好 给 定理 2.1.2 所 论 一 
般 仅 存在 局 部 解 提供 了 一 个 例证 . 

下 面 的 例子 分 析 方 程 系数 的 奇 性 对 解 的 影响 , 以 及 当初 始 曲面 取 为 特征 曲 
面 时 , 解 的 唯一 性 将 不 再 成 立 . 

例 2.1.5 考察 问题 


Tus 十 加 = cu, x € R!, t>0, 
' D = f(2), 0 
其 中 , c 是 常数 . | 

解 方程 的 系数 (z,t,c) 在 点 (0,0,c) 出 现 奇 性 ( 即 特 征 向 量 场 的 奇 点 ). 
设 初始 曲线 


TT: T=s,t=1, z= f(s). (2.1.26) 

则 常 微分 方程 组 
化 之 

本 三 忆 ， 可 一 t, 加 一 CZ (2.1.27) 


过 初始 曲线 (2.1.26) 的 解 是 
Z(T, 5) = se”, t(7,s) = e", z(7,8) = js)e 


由 前 两 个 方程 解 出 7 = logt, s = z/t, 将 它们 代入 第 三 个 方程 , 便 得 问题 
(2.1.25) 的 解 
z=u(z,t)=f (3) t°. 


当 了 三 常数 , 且 c > 0 时, 解 u(z,t) 在 ze RR!,t >0 时 存在 , 称 为 整体 解 ; 当 
c< 0 时 , 令 t 一 0 得 ww 一 oo, 称 这 种 现象 为 解 在 时 刻 t=0“ 爆 破 ”, 问题 的 整 

体 解 不 存在 . 以 下 取 c = 1. 
现在 换 一 个 角度 观察 问题 , 即 如 果 把 初始 曲线 及 取 为 特征 线 , 这 将 会 对 解 
产生 什么 影响 ? 由 (2.1.27) 前 两 个 方程 求 得 特征 投影 z = at (a 是 任意 常数 )， 
它 是 过 zt 平面 上 原点 的 直线 束 . 再 由 (2.1.27) 第 三 个 方程 解 得 z = Bt (6 是 任 
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意 常数 ). 于 是 有 特征 曲线 的 参数 式 
z=7, t= z 一 (4) Tm (2.1.28) 
取 它 为 初始 曲线 , 则 初始 条 件 (s = 0 时 ) 为 
zx(0,7) =7 t(0,7) = > z(0,7) = (&) T. 
于 是 , 满足 (2.1.25) 中 方程 且 过 特征 曲线 (2.1.28) 的 解 是 


Z (5,T) = Te’, t(s,7)= (=) e’,，z(s,7) = (8) Te’. (2.1.29) 
这 时 , 因 初 始 曲 线 是 特征 曲线 , 所 以 (2.1.5) 式 不 满足 , 由 (2.1.29) 的 前 两 个 方 
程 不 能 把 7,s 唯一 地 确定 为 x,t 的 函数 . 然而 , 可 直接 验证 w(x,t) = (8/a)z 与 
u(x,t) = Bt 都 是 特征 初 值 问题 ( 即 (2.1.25) 中 方程 以 特征 曲线 (2.1.28) 为 初始 : 
曲线 ) 的 解 . 事实 上 , 由 于 常数 8 是 任意 的 , 特征 初 值 问题 的 通 解 ( 当 c= 1) 是 

uw,t) =9 (三 ) t, | 

其 中 , g(z) 是 满足 g(a) = 6 的 任意 可 微 函数 . 因此 , 这 个 特征 初 值 问 题 有 无 穷 
多 个 解 . 此 例 给 定理 2.1.2 后 的 附注 3 提供 了 一 个 例证 . 


2.2 传输 方程 


在 一 阶 线性 方程 中 , 有 一 种 最 简单 的 形 如 
w +b: Du=0, x ER", te (0,00) (2.2.1) 


的 方程 , 称 为 传输 方程 , 其 中 ,5b = (b1,bs,… ,bn) 是 已 知 n 维 常 问 量 , v = 
vw(z,，Dw 二 (wu ;Uz,). 它 和 Laplace 方程 (1.1.4)、 热 传导 方程 (1.1.3) 
及 波动 方程 (1.1.2) 是 偏 微分 方程 中 四 个 最 基本 的 方程 . 当 n = 1 时 , 方程 
(2.2.1) 表示 波 沿 着 一 个 方向 的 传播 规律 , 此 时 , w(z, 表示 在 时 刻 t 的 波形 . 可 
以 用 前 一 节 的 特征 线 方 法 求解 (2.2.1) 的 初 值 问题 . 在 本 节 , 我 们 要 介绍 一 种 更 
直接 、 更 直观 的 方法 求解 . 它 实 际 上 是 特征 线 法 的 一 种 特殊 情况 . 

设 方程 (2.2.1) 有 光滑 解 w(z, 改 . 由 方程 的 形式 可 以 看 出 , u(z,t) 沿 一 个 具 
体 的 方向 的 方向 微 商 等 于 零 . 事实 上 , 固定 一 点 (z,t) € R"+1, 令 


z(s) = u(z+bs,t+ s), s ER. 
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于 是 
二 = Du(z+ sb,t+s):b+u(r+ sb,t+ ss)=0, 

最 后 一 步 等 于 零 是 因为 满足 (2.2.1). 因此 , 函数 z(s) 在 过 点 (z,t) 且 具 有 广 

向 (6,1) e R"+! 的 直线 上 取 常 数值 . 所 以 , 如 果 我 们 知道 解 v 在 这 条 直线 上 一 


点 的 值 , 则 就 得 到 它 沿 此 直线 上 的 值 . 这 就 引出 下 面 求解 初 值 问题 的 方法 . 
2.2.1 ” 章 次 方程 的 初 值 问 题 行 波 解 


设 a e R" 是 已 知 常 向 量 , /: R" -及 是 给 定 函数 . 考察 传输 方程 的 初 值 
问题 
人 (z,t) € R"* x (0, co)， (2.2.2) 


u(x,0) = f(z), zr € R". 


如 上 取 定 (zx,), 过 点 (7z,t) 且 具 有 方向 (a,1) 的 直线 的 参数 式 为 (z + as,t 十 
5), s € 民 . 当 s = -时 , 此 直线 与 平面 卫 : R" x {t = 0} 相交 于 点 (zx 一 at,0). 
由 上 文 分 析 知 % 沿 此 直线 取 常 数值 , 而 由 初始 条 件 , u(x 一 at,0) = f(z -at)， 
便 得 

u(z,t) = f(z —at), x ER",t>0. 5 (2.2.3) 


所 以 , 如 果 (2.2.2) 有 解 , 必 由 (2.2.3) 表示 , 因此 解 是 唯一 的 ; 反之 , 若 f 一 阶 连 
续 可 微 , 则 可 直接 验证 由 (2.2.3) 表示 的 函数 wu(z,t) 是 问题 (2.2.2) 的 解 . 

附注 1 设 z e Ri 不妨 令 a > 0. 我 们 分 析 解 (2.2.3) 的 物理 意义 . 在 波 
动 现象 中 , u(z,t) 表示 质点 z 在 时 刻 t 的 位 移 . 若 将 z 轴 视 为 一 根 张 紧 的 弦 ， 
从 全 局 看 , u(zx,t) = f(z 一 at) 就 表示 它 在 时 刻 的 形状 ( 即 波形 ). 点 zo 在 时 
刻 t = 0 的 位 移 为 wzo,0) = f(zo), 到 时 刻 t > 0, 点 z = zo 十 at 的 位 移 为 
f(z 一 at) = f(zo 十 at 一 at) = f(zo)( 图 2.3). 所 以 , 对 固定 的 t+>0，f(z 一 at) 


广 oo ff Co) 


图 2.3 行 波 解 
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的 图 形 是 由 f(z) 的 图 形 向 右 平移 距离 at 而 得 到 的 . 特别 地 , 车 t = 1, 则 平移 
距离 是 a, 可 见 f(z) 保持 波形 不 变 而 以 速度 a 向 右 传播 , 故 称 f(x 一 oj) 为 右 行 
波 . 仿 此 , 称 f(z 十 at) 为 左 行 波 . 无 论 是 右 行 波 还 是 左 行 波 , 都 是 沿 着 单一 方向 
传播 的 波 . 基于 此 , 我 们 称 解 (2.2.3) 是 行 波 解 . 当 研 究 声波 在 静止 的 均匀 气体 
中 传播 时 , 就 会 遇 到 行 波 解 . 

附注 2 注意 到 当 函 数 不光 滑 时 , 问题 (2.2.2) 的 光滑 解 显然 不 存在 . 即 
使 如 此 , 甚至 f 不 连续 , 公式 (2.2.3) 为 寻找 某 种 意义 下 的 解 ( 即 弱 解 ) 提供 了 
一 个 很 强 的 信息 . 此 时 , 我 们 可 以 把 满足 某 个 积分 恒等式 的 函数 v 称 为 问题 
(2.2.2) 的 解 . 在 当代 研究 能 量 守 恒 律 ( 非 线性 方程 ) 现象 中 的 激 波 时 , 就 用 了 这 
个 思想 . 我 们 将 在 后 文 不 时 遇 到 这 种 解 . 


2.2.2 ” 非 齐 次 传输 方程 


考察 非 齐 次 传输 方程 的 初 值 问题 


ae reER",t>0, 


(2.2.4) 
u=g, TER",t=0. 


受 齐 次 问题 解法 的 启示 , 我 们 仍然 先 取 定 (zx,t) € RR"t!, 对 s € R, 令 z(s) = 
wu(ZT 十 as,t 十 s). 则 


d 
= Du(z+as,t+i+s):a+u(z+as,t+ ss) 


= f(z+as,t+s). 
因此 
ul(z, t)— Ee =/ 一 ds 


-/ f(r+as,t+ s)ds 


[ f(z + a(s— t),s)ds, 
于 是 , 得 到 问题 (2.2.4) 的 在 xz Ee R", t 0 上 的 解 
u(x,t) = g(z — at)+ 上 f(z+al(s—t),s)ds. (2.2.5) 
在 下 一 章 ， 这 个 公式 将 被 用 来 求解 一 维 波动 方程 
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习题 2 


1. 求 下 列 初 值 问题 的 解 (方程 中 自 变 量 z，y E Ri): 
(a) wy + vus = 0, uz,Y)|,o = h(z); 
(b) ws + ty = u, u(x,Y)),o = cosz; 
(©) zw — Yus = 如 vz, YNy=0 = h(z); 


[答案 : 4 =h(Vr?+y)e™(/®)] 
(d) Tus + Yuy = Ww, uF,Y)), 2 = 1; . 
(e) Tus 1 + uz 一 U(Z UV)0) = h(z,y); 


({) Da 3 = 3, u(T1,: “Tn-l) 1) 二 h(zi, 学 这 


2. 第 1(a) 题 中 , 求 在 Ty 平面 上 , 过 (5,0) 点 的 特征 投影 . 由 此 出 发 , 证 明 : 
(a) 当 h(s) 不 恒 等 于 常数 时 , 问题 1(a) 在 ye 及: 上 没有 整体 光滑 解 . 
| 提示 : 参考 例 2.1.5.] 
(b) 沿 着 特征 投影 计算 微 商 we(z,y). 由 此 确定 微 商 we(z,z) 变 为 无 穷 大 
的 时 刻 y 的 值 ( 设 尹 (5) < 0). 这 时 , 称 解 u(T,y) 在 该 时 刻 发 生 了 一 
次 “梯度 突变 ”或 “爆破 ”. 
3. 设 公 是 方程 
al(z, Y) us 十 b(z,y)uy 二 一 以 
在 zy 平面 的 闭 单 位 国 域 人 上 属于 C1 类 的 解 . 又 设 在 及 的 边界 上 
a(z,y)Z 十 b(z,y)y > 0. 证 明 久 ==0. 
[ 提示 : 利用 在 边界 点 上 取 最 大 值 的 条 件 , 证 明成 立 不 等 式 : 
maxu < 0, minw > 0.]| 


4. 求解 初 值 问 题 


Utb:Dutcu=0, (x,t) € R" x (0,o00), 
ul(z, 0) 一 9, Ch € R”", 


其 中 , c € 了 RD € R" 都 是 常数 . 
| 提示 : 用 2.1.2 一 节 中 的 附注 3.] 
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第 3 章 波动 方程 


本 章 讨论 波动 方程 
uz 一 a2Av 一 上 

的 初 值 问题 和 初 边 值 问题 . 其 中 , a > 0 是 常数 ; t > 0, z e 0, 9 C R" 是 开 
集 . = wu(z,t) 是 未 知 实 值 函数 ，y = f(z,t) 是 已 知 实 值 函数 ，A 是 关于 空间 
变量 z = (zi zz，…… ,Zn) 的 Laplace 算 子 . 

， 在 物理 和 力学 的 研究 中 , 弦 的 微小 横 振 动 (n = 1)、 薄 膜 的 微小 横 振动 
mm = 2) 和 弹性 体 的 微小 振动 (n = 3) 的 简化 数学 模型 就 是 波动 方程 . 在 这 些 
物理 原型 中 , wz, 表示 质点 2 在 时 刻 t > 0 时 沿革 固定 方向 的 位 移 ， 我 们 用 
下 例 大 致 说 明 齐 次 波动 方程 的 物理 原型 

设 弹性 体 占有 三 维 空间 Ra 中 区 域 0， 并 且 不 受 外 力 ， 任 取 光 滑 子 域 
G Cc ,FF == F(z,t) 表示 在 时 刻 t 通过 子 域 边界 9G 作用 在 G 上 的 张力 密度 
于 是 , 物体 G 受到 的 法 向 作用 力 是 - 人 下 .vd5. 其 中 , v 是 9G 的 单位 外 法 

向 , 并 设 物体 密度 为 1. 体积 微 元 dz 在 时 刻 t 的 加 速度 是 us. 于 是 , 小 块 物体 

G 在 时 刻 t 的 惯性 力 是 [ wndz. 由 Newton (牛顿 ) 定律 得 


| wes 一 -|/ F vdsS. 
G DG 


对 任 一 光滑 向 量 场 w e C1(G), 有 所 谓 的 Gauss( 高 斯 ) 公式 ,又 叫 散 度 定理 : 
divw dz = / w:vds. (3.0.1) 


/ Undz 一 一 [ divF'dz. 
G G 


4 = —divF, zx€ (1,t>0. 
i F 是 位 移 的 梯度 Du 的 函数 , 因此 
Wi + divF(Du) = =0,7E€ 0， 上 > 0. 


将 (3.0.1) 用 于 前 式 , 得 


由 G Cc 8 的 任意 性 得 
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因为 是 微小 振动 , |Dv| 会 很 小 , 从 而 有 下 (Du) = -5Dw > 0 是 常数 . 将 此 式 
代入 上 式 , 并 记 b = a?, 得 三 维 齐 次 波动 方程 


wt— QAu=0, rE Nn,t>0. (3.02) 


顺便 提 及 的 是 ， 此 物理 背景 明显 地 暗示 在 初 值 问题 中 应 该 给 出 在 t=0 时 刻 的 
初始 位 移 v(z,0) 和 初始 速度 wu(z, 0) 这 两 个 数据 . 

在 一 维 情况 下 , 方程 (3.0.2) 可 以 描述 无 外 力 时 的 弦 的 自由 振动 ; 在 二 维 情 
况 下 , 它 可 以 表示 落 膜 的 自由 横 振 动 规律 . 当 所 考察 的 物理 系统 受到 外 力作 用 
时 , 方程 (3.0.2) 将 是 非 齐 次 的 . 


3.1 一 维 波动 方程 的 初 值 问 题 


在 所 有 双 曲 型 方程 中 , 最 简单 的 是 一 维 波动 方程 
Us — QUss = 0, x € (b,c) CR!,t>0, (3.1.1) 


其 中 ,a > 0 是 常数 ,wu = u(z,t). 在 物理 上 , wv 表示 振动 弦 上 质点 xz 在 时 刻 t 
时 的 位 移 . 所 以 , 一 维 波动 方程 又 叫 弦 振动 方程 . 


3.1.1 d'Alembert 公式 反射 法 
先 考察 初 值 问题 


Us — quss =0, T ER!', t>0 
| u(z,0) = p(z), wl,0) = (7), z ER!. 下 
由 算 子 复合 作用 的 概念 , 易 验证 下 述 算 子 因 式 分 解 
(到 ae) (二 a )u = we artes =0. (3.1.3) 
令 
v(z,t) = (5 一 a )u (3.1.4) 
由 (3.1.3), 得 


Vi(z,t) + av,s (r,t)=0, x ER!,t>0. 


这 是 一 维 传输 方程 , 且 由 (3.1.4) 知 v 满足 初始 条 件 


v(z; 0) = Wz) 一 op (7). 
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于 是 , 由 公式 (2.2.3) 得 
v(x,t) = (rT — at) ~ ap'(z — at). 
把 v 代入 (3.1.4), 得 
U(X,t) — ous (7z,t) = V(r — at) ~ ayp'(z — at), 


其 中 (x,t) € R! x (0, 00). 
对 此 非 齐 次 传输 方程 , 已 知 v(z,0) = 2(z), 用 公式 (2.2.5) 得 到 


u (r,t) 
= po(Z 十 at) 十 / [w(x — 2as + at) ~ ayp'(z ~ 2as + at)|ds 


petad+t [We -ep lay 


> [pz + at) + ple — od)]+ 六 [ pny (3.1.5) 


称 此 式 为 d'Alembert ( 达 朗 贝尔 ) 公式 ， 它 表示 初 值 问题 (3.1.2) 的 形式 
解 . 直接 验证 可 知 , 当 p e 0?, We C1 时 , d'Alembert 公式 (3.1.5) 所 表示 的 
函数 u(z,t) 满足 问题 (3.1.2) 的 方程 和 初始 条 件 , 即 问题 (3.1.2) 的 解 存在 且 
由 d'Alembert 公式 (3.1.5) 表示 . 由 求解 过 程 知 , 问题 (3.1.2) 的 任何 解 都 由 
d'Alembert 公式 表示 , 所 以 , 有 解 必 唯一 . 另外 , 由 d'Alembert 公式 可 直接 得 
到 解 在 有 限时 段 [0, 杂 内 的 估计 式 : 


sup |u(z,t)| < suplp(z)|+ Tsuplw(z)), (3.1.6) 

其 中 , z e R!, te [0, 了 T. 为 考察 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 (或 称 解 对 初 值 的 稳定 
性 ), 设 有 下 面 两 个 初 值 问题 

了 六 一 02 oo 一 0 T ER!', t >0, 

wi(7, 0) = pi(7), at DZ， 0) (zh 

Uzti — QU2,zz = 0, T E R!, t > 0, 

uz2(T,0) = p27), Ws(T, 0) = ya(7). 
这 里 及 下 文 , 我 们 用 wn， uit 分 别 表示 信 从 及 丝 ， i =-1,2. 类似 理解 us 
及 本 书后 文 出 现 的 类 似 记号 . 令 册 二 ww 一 wz, 则 w(z,t) 满足 问题 

. se rER!,t>0, 


w(z,0) = oa(z) — pa(7), w(t,0) = (7) 一 加 (可 
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由 估计 式 (3.1.6), 得 
suplw(z, P| < sup|ox(z) — pa(z)| 十 了 sup li(z) — polo)|. 

所 以 , 在 连续 函数 空间 的 范 数 意义 下 , 车 初 值 变 化 很 小 , 则 相应 的 解 的 变化 也 很 
小 ， 即 解 是 稳定 的 . 综合 以 上 讨论 , 我 们 得 到 

定理 3,1.1 ( 适 定 性 ). 车 p(z) e C2(R0)，W%(z) e C1(R!), 且 它们 有 界 , 则 
初 值 问 题 (3.1.2) 的 古典 解 存在 唯一 , 且 在 有 限时 间 内 是 一 致 稳定 的 ( 接连 续 函 
数 空间 的 范 数 ). 从 而 , 问题 (3.1.2) 是 适 定 的 . 

在 d'Alembert 公式 (3.1.5) 中 , 解 u(z,t) 实际 上 是 两 个 形 如 $(z 土 at) 和 
罗 (z 土 at) 的 函数 的 释 加 : 

u(x,t) = 理 (Z 士 oft) 士 (zx 土 at). (3.1.7) 


于 是 , 根据 2.2.1 节 后 的 附注 , 在 物理 上 d'Alembert 公式 表示 一 维 波动 方程 初 
值 间 题 的 解 是 由 左 行 波 和 右 行 波 的 又 加 而 形成 的 复合 波 . 
d'Alembert 公式 在 解 题 和 推理 方面 有 不 少 应 用 . 下 面 ， 通过 一 个 例题 介绍 
基于 此 公式 而 行 之 有 效 的 反射 法 ， 
例 3.1.1 求解 半 直 线 良 = {fz > 0} 上 的 初 边 值 问题 
— Uzz = 0, TER,t>0, 
u(x,0) = 9, u(z,0) =h, z € R,, (3.1.8) 
u(0,t) = 0, t> 0， 
其 中 , g, h 是 已 知 函 数 , 满足 g(0) = h(0) = : 
解 ” 先 把 问题 转换 到 全 空间 R 上 去 . 2 对 函数 久 ,g,h 作 奇 延 拓 (或 叫 


奇 反 射 ) 如 下 : 
(一 。 vu(z,t), rt>0,t>0, 
a —u(—Z,t), x < 0, t>0, 


gz) = g(7), * z>0, 
—g(—z), rg0, 


A I rz>0, 
—h(—7z), Zz<0. 
则 志 (z,t) 满足 问题 | 


Ui — Urs = 0, (z: t)€ R x (0， oo)， 
d(x, 0) = 9, Ui (2, 0) = h, rER. 
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由 d'Alembert 公式 (3.1.5) 得 
1 _ 1 zt+t 
(7,t) = 3 [5(z 十 十 9g(7 一 t)| 十 5 / h(y)dy. 


由 此 , 注意 到 &,5 和 包 的 定义 , 便 得 当 x > 0, t > 0 时 的 原 问 题 (3.1.8) 的 解 
u(z,t) 


四 Sterd ro -+3 Mew >t>9 a 
der -oot h(y)dy, 0O< z <t. 


这 种 将 已 知 函数 进行 奇 延 拓 或 偶 延 拓 之 后 而 求 得 原 问题 的 解 的 方法 叫做 反射 
法 . 我 们 看 (3.1.9) 式 的 物理 意义 . 问题 (3.1.8) 表示 左 端 点 固定 的 一 条 无 限 长 
弦 的 自由 横 振 动 . 简单 地 说 , 质点 振动 的 传播 就 叫做 波 . 固定 纺 上 一 个 质点 坐 
标 >, 考察 它 的 振动 . 当 z > t > 0 时 , 正如 d'Alembert 公式 所 表示 的 , 它 的 位 
移 是 由 初始 扰动 而 引起 的 右 行 波 与 左 行 波 在 该 点 的 又 加 , 而 当 t> zx > 0 时 , 它 
的 位 移 是 由 右 方 传 来 的 左 行 波 与 在 端点 xz = 0 反射 回来 的 反射 波 的 又 加 . 

附注 还 可 以 用 特征 线 法 对 问题 (3.1.2) 求解 , 即 用 (3.1.2) 中 方程 的 特征 
线 作 自 变量 的 变换 , 把 方程 化 为 双 曲 型 的 第 二 标准 型 ve, = 0 的 形式 , 对 它 积分 
两 次 求 出 通 解 v = F(&) + G(m), 其 中 , F 和 G 是 任意 二 次 光滑 函数 . 然后 利用 
初始 条 件 确定 通 解 中 鬼 而 个 任 才 国 娄 便 得 4Alambert 公式 0 1.5). 具体 推导 
过 程 留 作 习 题 . 


3.1.2 ”依赖 区 域 决定 区 域 影响 区 域 


我 们 从 由 Alembert 公式 (3.1.5) 看 到 ,wu(zo, 如 ) 由 初始 函数 w, 几 在 zx 轴 的 
区 间 [zo 一 ato, zo + ato] 上 的 值 唯一 决定 , 这 个 区 间 的 端点 是 过 点 (zo 如 ) 的 两 
条 特征 线 与 z 轴 的 交点 . 称 此 区 间 是 点 (zo,to) 的 依赖 区 域 (图 3.1), 改变 p, vy 
在 此 区 间 外 的 值 不 会 影响 解 u(z,t) 在 点 (zxo,to) 的 值 . 

另 一 方面 , 把 x 轴 上 以 点 € 为 中 心 、 长 度 为 2R 的 区 间 记 为 1: |x 一 引 < RR. 
过 点 € 一 民 与 £ 十 分 别 作 特征 线 z 一 at =€ 一 RR 与 z+at = 十 RR 其 交 所 
为 (&, R/a). 记 此 三 角形 区 域 的 闭 包 为 B(T). 则 由 解 的 依赖 区 域 的 概念 易 知 ， 
B(T) 上 任 一 点 (zx,t) 处 的 解 v 的 值 仅 由 此 三 角形 底 边 [& 一 R,E + 恒 上 的 初 什 
唯一 决定 , 我 们 称 B(T) 是 区 间 [£ 一 R,E 十 有 R 的 决定 区 域 (图 3.2). 可 见 , 若 改 
变 此 区 间 以 外 的 初 值 , 并 不 影响 解 在 B(IT) 上 的 值 . 现在 换 一 个 角度 提问 题 : z 
轴 上 的 区 间 [zo,z1] 上 的 初 值 影 响 解 v(z, 在 哪些 点 上 的 值 ? 由 解 的 依赖 区 域 
的 定义 易 知 这 些 点 位 于 由 过 点 z 的 特征 线 z + at = zo 和 过 点 zi 的 特征 线 - 
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(xo, to) 


O Xo—ato Xxotato 
3.1 点 (zo, to) 的 依赖 区 域 


一 at = 21 与 底 边 [zo,z1] 所 界定 的 无 界 区 域 G . 我 们 称 G 是 区 闻 [zo, zi] 
的 坟 岂 训 3.3). 


OlE-R x-at 有 xtat E+R 


3.2 【一 R,é+ 及] 的 决定 区 域 图 3.3 [zw zj] 的 影响 区 域 


以 上 三 种 区 域 的 划分 , 充分 体现 了 方程 的 特征 线 在 研究 波动 方程 时 的 重 
要 性 . 例如 , 我 们 知道 了 通过 控制 初始 函数 在 哪个 区 间 的 值 而 实现 对 解 的 局 部 
控制 或 调整 . 更 有 意义 的 是 下 面 的 现象 : 设 初始 函数 po, 在 区 间 (zo， 2Z1) 外 
恒 为 零 , 而 在 此 区 间 内 恒 正 . 则 由 依赖 区 域 的 概念 , 我 们 立刻 知道 在 区 域 G 内 
u > 0; 而 在 G 外 w= 0( 图 3.3). 这 里 , 特征 线 成 了 划分 扰动 区 域 w 关 0 和 无 扰 
动 域 w= 0 的 分 界线 , 即 特 征 线 是 解 v 的 间断 线 . 我 们 将 在 第 7 章 里 深入 讨论 
这 种 现象 , 它 是 由 波动 方程 本 身 的 特性 所 决定 的 . 


3.1.3 ” 初 值 问题 的 弱 解 


从 物理 上 看 , p(xz) 和 %(z) 分 别 表示 弦 的 初始 位 移 和 初始 速度 , 它们 连续 

但 不 一 定 都 是 光滑 的 . 此 时 从 数学 上 看 , d'Alembert 公式 中 的 积分 仍然 有 意义 
但 它 是 否 仍然 表达 张 振 动 的 规律 电 ? 回答 是 肯定 的 . 事实 上 , 车 p(z)，wW(z) 仅 
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在 及: 上 连续 , 则 对 任意 区 间 [7,7], + > 0, 由 函数 逼近 的 Weierstrass 定理 知 ， 
存在 两 列 函数 pe C?(R!), We C1(R!), n= 1,2,… ,在 [7,7] 上 分 别 一 致 
收敛 于 yp 和 . 记 初 值 问题 


Ui 一 QU 半 0, 
u(x,0) = pn,(7), us(z,0) = $i,(7), 1 = 1,2,.… 
的 解 为 u(x,t). 由 估计 式 (3.1.6) 知 
sup |un, (7,t) — un (7, t)| 
G 
< up [pn (2) 一 pm(zZ)| 十 0 (wn (2) — pm (7)| 
一 0， 当 m,n 一 十 oo, 
于 是 , 函数 列 fun(z,b} 在 (z,t) 平面 的 任 一 有 界 区 域 G = {(z 罗 |lz| < 
r 一 at, r > 0, 0 < tr/a} 上 一 致 收敛 到 一 个 连续 函数 u(x,t)， 而 由 于 解 
un(7X;,t) 可 由 d'Alembert 公式 表示 为 


wuld) = Zlos(s tad) + poo =od] + /Way, 
在 上 式 中 令 n，+oo0, 得 
1 ， 1 Z 十 at 
ued) = [ole+o) + od] + way, 


即 w(x,t) 仍 由 d'Alembert 公式 表示 . 但 它 已 不 是 古典 解 , 我 们 称 它 为 问题 
(3.1.2) 的 弱 解 或 广义 解 . 以 上 的 分 析 说 明了 这 种 弱 解 的 存在 性 , 显然 它 是 唯一 
的 . 再 一 次 用 估计 式 (3.1.6) 可 知 这 种 弱 解 也 是 稳定 的 , 从 而 关于 这 种 弱 解 的 初 
值 问题 也 是 适 定 的 . 所 以 , 弱 解 是 古典 解 概念 的 拓 广 和 延伸 , 扩大 了 解 的 范畴 . 
由 以 上 论述 可 以 看 出 扩充 解 的 概念 应 遵从 的 两 个 原则 : 在 理论 上 应 是 自然 的 发 
展 , 即 古 典 解 必 是 弱 解 ; 在 应 用 中 应 该 有 新 概念 的 背景 和 需求 : 也 可 以 在 更 大 
的 函数 类 中 , 例如 平方 可 积 函数 类 中 , 定义 弱 解 . 对 下 文 的 一 些 定 解 问题 也 可 类 
似 地 引入 弱 解 , 限于 篇 幅 , 届时 就 不 一 一 重复 讨论 了 . 由 此 可 窥见 扩大 解 的 概念 
的 思想 . 这 种 思想 发 展 的 最 终结 果 就 是 本 书 在 第 8 章 中 讨论 的 广义 函数 . 


3.2 ”一 维 波动 方程 的 初 边 值 问题 


本 节 介绍 在 应 用 领域 经 常 遇 到 的 初 边 值 问题 . 解决 这 类 问题 的 方法 主要 是 
分 离 变 量 法 和 特征 函数 展开 法 , 我 们 同时 介绍 特征 线 法 和 略微 复杂 的 反射 法 . 
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这 一 节 的 讨论 将 导致 下 一 节 的 Sturm-Liuville ( 施 图 姆 一 刘 维 尔 ) 特征 值 与 特征 
函数 理论 . 


3.2.1 ， 齐 次 方程 ”特征 线 法 


首先 , 我 们 观察 图 3.4 所 示 的 平行 四 边 形 4BCD, 它 的 四 条 边 是 波动 方程 
(3.1.1) 的 四 条 特征 线 z 十 at = co z 一 at = di, i = 1,2. 容易 验证 , 任何 形 如 
(3.1.7) 的 函数 v 在 对 顶点 上 的 值 的 和 是 相等 的 , 即 都 满足 等 式 
u(A)+u(C) = u(B) + u(D). (3.2.1) 
现在 , 考虑 初 边 值 问题 
Ust — a Uas = 0, 0<z<L,t>0, 
u(y, 0) 一 f(z), We(Z, 0) 一 g(7), 0<gz<L, (3.2.2) 
u(0,t) = a(t), u(L,t) = 8(t), t> 0. 
为 求解 ， 用 通过 角 点 的 特征 线 及 通过 这 些 特征 线 与 边界 的 交点 的 特征 线 ， 把 带 
形 区 域 0 < z < 工 , t > 0 分 成 无 数 块 小 的 区 域 (图 3.5). 


图 3.4 特征 线 图 3.5 ”特征 线 法 求解 


u(7x,t) 在 闭 区 域 I( 它 正 是 区 间 [0, 刀 的 决定 区 域 ) 上 任 一 点 的 值 , 直接 

用 d'Alambert 公式 (3.1.5), 仅 由 初 值 就 能 确定 . 对 闭 区 域 II 中 的 点 , 例如 
A = (z,b, 作 具 有 顶点 4, B,C, DD 的 特征 平行 四 边 形 , 由 (3.2.1) 得 

u(A) = —u(C) + u(B) + u(D), (3.2.3) 

其 中 , u(B8) 由 边界 条 件 给 出 , 而 由 于 C, DD 位 于 闭 区 域 T 上 , 所 以 w(C)，vw(D) 

是 已 经 算得 的 . 类 似 地 , 可 得 到 在 区 域 III，IV, V，... 上 的 值 , 从 而 得 到 问 

题 (3.2.2) 在 带 形 区 域 中 的 解 . 称 这 种 解法 为 特征 线 法 . 

| 43: 


如 果 要 求解 v 在 带 形 区 域 的 闭 包 上 属于 C2 类 , 那么 已 知 函数 f,g,a,B 及 
其 微 商 在 角 点 处 的 值 必须 相互 制约 , 即 在 这 些 点 上 , w 及 其 一 阶 和 二 阶 微 商 的 
值 不 论 是 从 f,g 算出 的 还 是 从 a,6 算出 的 , 其 结果 应 该 相同 . 这 就 要 求 它们 满 
足 所 谓 的 相 容 条 件 : 
a(0) = F(0)，aw(0) = 9g(0)，o(0) = a2f"(0), (3.2.4) 
有 (0) = f(L), PB'(0) = g(L), B"(0) = of"(L). (3.2.5) 
当 fa,B8e0?, geC! 时 , 以 上 二 式 保证 了 we C2. 例如 , 当 点 A eIl 且 久 (4) 
由 (3.2.3) 确定 时 , 对 固定 的 点 D, 令 A 一 D, 则 w(B) 一 a(0), u(C) 一 f(0), 
而 w(4) 一 一 有 (0) 十 a(0) 十 wu(D) = w(D). 由 此 可 以 明白 , 车 a(0) 去 f(0), 则 沿 
特征 线 z = at, v 均 有 跳跃 , 即 产 生 第 一 类 间断 . 
有 时 可 以 用 延 拓 法 或 叫 双 侧 反 射 法 求解 初 边 值 问 题 (3.2.2). 例如 , 在 问 
题 (3.2.2) 中 , 设 a(t) = 68(t) = 0, 即 芯 的 两 端 固定 . 又 设 f,g e C?, 且 满 足 相 
容 条 件 
7(0) = f°(0) = "(0)=0, f(D) = f°(L)= f°(L) = 0， 
g(0) =9 (0) = 9g"(0) = 0,，g(L)= 9(L)= 9"(L)=0. 
把 f,g 延 拓 为 实 轴 上 以 27 为 周期 的 奇 函 数 
f(z)=—f(-—7), f(z+2!)= f(z), 
9g(z) = —g(—2), g(x +2L) = g(7). 
于 是 , f,g e C2?(R'), 把 它们 代入 d'Alembert 公式 (3.1.5), 得 到 延 拓 问题 的 解 ， 


则 它 在 区 间 [0, Z] 上 的 限制 就 是 原 问题 (3.2.2) 的 解 . 为 验证 这 一 论断 , 只 须 检 
验 它 满足 边界 条 件 即 可 . 由 于 f,g 是 Ri 上 以 27 为 周期 的 奇 函数 , 故 有 


ul0:) = [f(a +f(-od] + [/ stivt 人 vod 

-过 人 lw +g)ay 
一 0 

及 


ud = LE +od + HL ad) + otavt {ote 


1 
2 
1 
2 


[f(L+ at) + f(L-— at)] 十 > 三 g(y + L)dy 


3.2.2 ” 齐 次 方程 分 离 变 量 法 

分 离 变 量 法 又 称 Fourier( 传 里 叶 ) 方法 , 而 在 讨论 波动 方程 时 也 称 它 为 
驻 波 法 ， 此 法 来 源 于 物理 学 中 如 下 的 事实 : 机 械 振动 或 电磁 振动 总 可 以 分 
解 为 具有 各 种 频率 和 振幅 的 简 谐 振动 的 又 加 . 而 每 个 简 谐 振动 具有 形式 
eivttten) 二 eioteits 二 cw, 这 正 是 物理 上 所 谓 的 驻 波 . 从 数学 角度 看 , 驻 波 就 
是 只 含 变量 z 的 函数 与 只 含 变量 t 的 函数 的 乘积 , 即 具有 变量 分 离 的 形式 . 由 
此 启发 我 们 在 解 线性 定 解 问题 时 , 可 尝试 先 求 出 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 
的 具有 变量 分 离 形 式 的 解 

Un(z,t) = X, (TT,(t), n= 1,2,.…, 


然后 把 它们 全 加 起 来 , 记 为 
u(x,t) = > CXn, (2)T,(t). 


利用 初始 条 件 确 定 各 项 中 的 任意 常数 , 使 其 成 为 问题 的 解 , 这 个 求解 的 方法 叫 
分 离 变 量 法 . | 
下 面 , 我 们 以 两 端 固定 的 弦 的 自由 振动 为 例 介 绍 分 离 交 量 法. 此 定 解 问题 为 
WUit — QUss =0,0<7z<1l,t>d0, 
u(0,t) = 0, ul(l,t) = 0, t>0, (3.2.6) 
u(x,0) = f(x), u(x,0) = 9(7), O< zg L, 
其 中 , f,g 满足 相 容 条 件 
f(0) = f(l) = 0，g(0) =9(D) = 0. 
分 离 变量 法 的 步骤 如 下 : 
(1) 分 离 变 量 . 先 求 方程 仅 满 足 齐 次 边界 条 件 的 形 如 
u(z,t) = X(r)T() #0 
的 解 . 将 它 代 入 方程 并 整理 , 得 


T(t) _ X"(z) 
aT(t) X(z) 
上 式 左 端 只 是 自 变量 t 的 函数 , 而 右 端 只 是 自 变 量 x 的 函数 . 因此 , 当 且 仅 当 它 
们 都 是 常数 时 恒等式 成 立 , 记 此 常数 为 -和 , 得 
T(t) + AaT(t) = 0, t>0, 
X’"(z)+ AX(z)=0,0<z<L. 


X(z)T(t) #0. 


(3.2.7) 
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为 使 u(x,t) 满足 边界 条 件 , 只 须要 求 X(0) = X(1) = 0 即 可 . 
(2) 解 特征 值 问题 . 即 求 使 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 
X(T)+ AX(z)=0,0<z<), 
X(0) = X() =0 
有 非 零 解 的 实数 和 值 及 其 解 , 称 这 些 \ 值 为 问题 (3.2.8) 的 特征 值 , 对 应 于 入 的 
非 零 解 XA(z) 叫做 问题 (3.2. 8) 的 利生 吉 雪 其 全 体 组 成 特征 函数 系 . 下 面 先 求 
特征 值 . 
(a) 当 入 < 0 时 ,方程 的 通 解 为 


X(7) = Aev + Bev™, 


(3.2.8) 


代入 边界 条 件 , 得 
X(0)=A+B=0, 
X(l) = Aev™+ Be-v™=0. 

由 此 解 得 A = B = 0, 即 (3.2.8) 仅 有 零 解 , 故 和 < 0 不 是 其 特征 值 . 

(b) 当 入 = 0 时 , 通 解 为 X"(z) = 0， 代入 边界 条 件 后 解 得 X(z) 三 0, 所 以 ， 
入 = 0 也 不 是 特征 值 . 

(c) 当 入 > 0 时 , 车 记 入 = k2(k > 0), 则 得 方程 的 通 解 为 

X(T) = Acoskz + Bsinkz. 


由 边界 条 件 X(0) = 0 得 4 =0, 再 由 XX(1) = 0 得 Bsinkl = 0. 因 求 非 零 解 , B 
不 能 取 为 零 , 故 应 有 


过 或 和 "= (7) ee (3.2.9) 
此 即 特征 值 问题 (3.2.8) 0 相应 的 非 零 解 , 即 特征 函数 是 
Xu(Z) = Bsin Ty, n= 1,2,.…, (3.2.10) 


l 
其 中 , B 是 任意 常数 . 把 (3.2.9) 式 的 入, 代入 (3.2.7) 的 第 一 个 方程 , 解 得 
T(t) = 0, sin 1 十 D' cos tb, 
其 中 , C,,，D', 是 任意 常数 . 
于 是 , 函数 
Un (7,t) = X, (27)T,(t) 
二 (C。 COS —t 二 + DD, sin 7t) sin 2 

n= 1,2,.…. 
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满足 (3.2.6) 中 方程 和 边界 条 件 . 其 中 , 0,, = BC'，D,, = BD' 是 任意 常数 , 留 
待 确定 . 

(3) 登 加 所 有 w(x,t).， 因为 对 每 个 久 ,(zx,t), 不 能 期 望 它 满足 问题 (3.2.6) 
的 初始 条 件 , 故 将 它们 释 加 , 通过 释 加 原理 求解 . 令 


nn 
wv(z,t) = > (Cn cos 一 十 也 ,sin 一 sin 于 (3.2.11) 


如 果 级 数 (3.2.11) 一 致 收敛 且 关 于 + 逐 项 微分 后 仍 一 带 收 敛 , 则 由 初始 条 件 得 
u(Z, 0) = > sin 了 = f(z), 


u(x, 0) = > TT sin z= = g(7z). 
由 Fourier 级 数理 论 知 , 如 果 f, g 有 一 阶 连续 微 商 且 满足 1(0) = f(l) = 9(0) = 


ann 


9(0) = 0, 则 C。 也 ,一 就 分 别 是 f, 9 在 区 间 [0,1] 上 的 正弦 级 数 的 系数 , 于 是 


if f(r) sin -dz 
(3.2.12) 


2 
D, = sa 
ee gl sin i 1. 


把 它们 代入 (3.2.11), 就 得 到 问题 Go 的 解 . 

通过 以 上 分 析 得 到 的 解 叫 做 形式 解 , 这 是 因为 我 们 不 知道 级 数 (3.2.11) 是 

否 一 致 收敛 , 是 否 可 以 逐 项 微分 . 所 以 , 还 须 考虑 对 已 知 函 数 f(x2)，g(z) 附加 

什么 条 件 后 , 使 以 上 的 运算 能 合理 地 进行 , 从 而 所 得 形式 解 的 确 是 问题 的 解 . 这 
个 过 程 称 为 综合 过 程 , 我 们 以 定理 的 形式 表述 如 下 : 

定理 3.2.1 (存在 性 ) 若 feC4[0,1], ge C3[0,1], 并且 ff",g 在 z=0 
和 2 二 1 处 取 值 为 零 , 则 初 边 值 问题 (3.2.6) 的 古典 解 存在 ， 且 可 表示 为 级 数 
(3.2.11), 其 中 系数 由 (3.2.12) 式 确定 . 

证 明 由 (3.2.12) 中 C。 的 表达 式 出 发 , 连续 四 次 用 分 部 积分 公式 , 可 得 


2 2TLT 
SR (4 (x) sin 一 一 qz. 
Cn [ f° (x) sin 7 dz 


于 是 


其 中 
0 
Mm 让 | |f®|dz 
nT Jo 
ve 


是 常数 . 同 理 , |D。| < 4 纸 , 这 里 Ms 也 是 常数 . 记 M = Mi + Ms, 则 有 


a ) < MD 


n=1 n=1} 


oOe 
ann > QT 1 


le) < > (ICs| +1D.l) < 


na 
n=1 
oo 
1 


人 
n2 


PC SD (二 ) (Cl + 1D) < MY) 


n=1 n=1 


> le (TF) (Cl + Dl) < MF 


由 此 可 知 , 由 (3.2.12) 所 确定 的 级 数 (3.2.11) 及 其 分 别 逐 项 微 商 一 次 、 二 次 后 
所 得 的 两 个 级 数 在 闭 域 0 < x < 1, 0 < t < TT 上 绝对 且 一 致 收敛 , 这 里 , 全 是 任 
意 固定 的 正 数 . 所 以 , 形式 解 (3.2.11) 的 确 是 初 边 值 问 题 (3.2.6) 的 古典 解 . 口 

值得 注意 的 是 , 这 里 对 f 和 9 所 加 的 条 件 是 很 强 的 . 尽管 通过 细致 的 讨论 
可 使 条 件 减弱 , 如 f e O03[0,1],g e C0?[0,1], 但 还 不 能 适合 实际 问题 所 提出 的 数 
据 往往 是 分 段 光滑 的 情况 . 解决 这 一 问题 的 办 法 是 , 类 似 上 一 节 , 引进 弱 解 , 就 
可 以 把 形式 解 看 作 问 题 (3.2.6) 的 弱 解 . 这 样 做 , 既 扩 充 了 解 的 概念 , 又 适应 了 
实际 问题 的 要 求 . 


3.2.3 ” 非 齐 次 方程 特征 函数 展开 法 
先 考察 非 齐 次 方程 的 齐 次 初 边 值 问题 
有 0 < 1 t>0， 
u(0,t) = 0, wv(l,t) = 0, t>¥0, (3.2.13) 
u(x,0) = 0，w(z,0) = 0, 0 Sp 
由 于 方程 中 f 的 出 现 , 如 果 直 接 以 w= X(z)T(t) 代入 , 并 不 能 分 离 变 量 . 但 对 
应 于 问题 (3.2.13) 的 齐 次 问题 (3.2.6) 的 特征 函数 是 - 
区。 =sin 了 n=1,2,.… 


受 常 微分 方程 中 常数 变易 法 的 启发 , 我 们 寻求 如 下 形式 的 解 : 
u(x,t) = >, (t) sin 本 (3.2.14) 


n=1 


即将 t 视 为 参数 , 将 欲求 解 按 所 对 应 的 齐 次 问题 的 特征 函数 系 展开 为 Fourier 


:8 


级 数 , 其 中 , T(t) 是 Fourier 系数 , 这 正 是 我 们 要 求解 的 函数 . 显然 , (3.2.14) 中 
的 w(z,t) 满足 (3.2.13) 中 的 边界 条 件 , 剩 下 的 工作 是 确定 工 ,(t), 使 wu(z,t) 也 满 
足 (3.2.13) 中 的 方程 和 初始 条 件 . 为 此 , 将 (3.2.14) 代入 (3.2.13) 中 的 方程 和 初 
始 条 件 , 得 


oo 


D+ (TT) TD) sin Ts = f(r,t), 


n=1 


vu(z, 0) 过 》 T,(0) sin -7 = 0, 
n=1 


u(x,0) = TO sin 2 一 0. 
将 flz, 在 函数 系 {sin 2} 上 展开 并 代入 上 面 第 一 式 , 而 后 对 上 面 三 式 分 别 
比较 两 边 系数 ,得 
TO + (TT ) Th = fl), 
T..(0) = TT,(0) ee 0， m= 1,2,... D 


1 
fanlt) = 1/ f(z,t) sin dz, eg 
0 


解 之 得 


; 
T,(t) = zx) fn(7)sin—(t— 7)d”, ee 
0 


于 是 得 (3.2.13) 的 形式 解 


u(xz,t) = > (=— [ f(T) sin 人 一 7)dr) sin 了 


n=1 


上 式 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 


/ 上 G(z,€,t— 7)f(é, 7)déd7, (3.2.15) 


其 中 
2 1 .ann,. ,Nx nx 
| Gb tT) = sn (7)sin rsin Te. 


nn 二 


为 保证 形式 解 (3.2.15) 确 是 古典 解 , 与 前 面 一 样 地 进行 综合 分 析 过 程 . 如 果 上 
面 的 级 数 一 致 收敛 且 关 于 t 逐 项 微 商 后 仍 一 致 收敛 , 则 它 满足 初 边 值 . 若 分 别 
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关于 x 和 + 逐 项 微 商 两 次 后 的 两 个 级 数 仍 一 致 收敛 , 则 它 必 满足 方程 . 因此 有 

定理 3.2.2 (存在 性 ) 若 f(z,t) 连续 , 关于 Zz 三 次 连续 可 微 , 且 f，f.。 
当 2 = 0, 1! 时 取 零 值 , 则 由 (3.2.15) 所 确定 的 函数 (7,t) 是 问题 (3.2.13) 的 
古典 解 . 

这 个 定理 的 证 明 可 仿照 定理 3.2.1 给 出 , 建议 读者 自己 完成 . 这 里 , 对 了 的 
要 求 也 可 以 减弱 , 亦 可 引进 弱 解 . 

以 上 方法 是 以 在 相应 齐 次 问题 的 特征 函数 系 上 将 所 求解 展开 为 依据 的 . 
而 特征 函数 系 是 随 特 征 值 问题 中 的 方程 和 边界 条 件 而 变化 的 . 例如 对 问题 
(3.2.13), 车 边界 条 件 换 为 第 二 类 或 第 三 类 , 则 应 取 {X,} 为 相应 齐 次 边界 条 件 
下 的 特征 函数 系 . 这 种 解 非 齐 次 问题 的 方法 叫 特征 函数 展开 法 . 

上 面 讨论 的 分 离 变量 法 和 特征 函数 展开 法 是 两 种 基本 方法 , 分 别 适用 于 两 
种 基本 问题 : 一 种 是 齐 次 方程 带 有 齐 次 边界 条 件 和 任意 初始 条 件 的 初 达 值 问 
题 , 另 一 种 是 非 齐 次 方程 带 有 齐 次 边界 条 件 和 齐 次 初始 条 件 的 初 边 值 问题 . 这 
两 种 问题 中 的 边界 条 件 都 是 齐 次 的 . 所 以 , 对 一 般 的 初 边 值 问题 


Wit — Qss = f(7,t), 0O<z<1,t>0, 
us(0,t) = p(t), wll,t) = v(t), t¥ 0, (3.2.16) 
u(x,0) = p(x), uz,0) = V(x), O< rlL. 

两 种 基本 方法 一 般 都 不 能 用 . 为 寻找 这 个 问题 的 解法 , 根据 两 种 基本 问题 都 具 


有 齐 次 边界 条 件 的 共同 特点 , 我 们 先 将 问题 中 的 边界 条 件 齐 次 化 . 为 此 , 若 能 找 
到 函数 h(x,t), 使 它 具 有 性 质 


hs(0,t) = p(t), hll,t) = v(t), (3.2.17) 
则 函数 v(z, 为 = wu 一 h 就 满足 齐 次 边界 条 件 
vs(0,t) = 0，w(l,t) = 0. 


故 关键 是 寻找 满足 性 质 (3.2.17) 的 函数 h(x,t). (3.2.17) 式 表 明 : 对 任意 固定 的 
t, 在 平面 (z,h) 上 的 曲线 是 这 样 一 些 曲线 : eR (1,v(t)), 且 在 zx = 0 时 有 和 斜 
率 j(t). 在 这 些 曲线 中 , 最 简单 的 是 直线 


h(z,t) = p(t)z + vt) — l(t). 
用 这 个 h(x,t) 作 变 换 
v(x,t) = u(x,t) — h(x,t) = vz,t) — p(t)s ~ v(t) + l(t), 
则 问题 (3.2.16) 就 化 为 具有 齐 次 边界 条 件 的 初 边 值 问题 
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ua 一 Q2vVan 一 jz) 加 一 pzt 0<7<1t>0， 
v2(0,t) = 0, v(l,t) = 0, t>0, 


v(x,0) = p(z) — h(z, 0), 0 
ui(Z;0) = VY(7)— h(x,0)0<z<L. 
利用 又 加 原理 , 令 v(x,t) = w(z,t) + z(z,t), w 和 zz 分别 满 足 问 题 
Wit 一 02 =0,0<zxz<1,t>0, 
wz(0,t) = 0, wll,t) =0, t>0, (3.2.19) 


~ | w(z,0) = w(z) ~— h(z, 0), 
w(x;0) = yz) —h(z,0), Og<z <1 


2 — QZrs 一 站 (加 一 Pt 0O<z<l,t>0, 
za(0,t) =0, z(1,t) =0, t>0, (3.2.20) 
z(Z,0) =0, z(7x,0)=0,0<z<Ll. 


于 是 , 可 以 用 分 离 变量 法 解 问题 (3.2.19), 用 特征 函数 展开 法 解 问题 (3.2.20). 最 
终 就 得 到 问题 (3.2.16) 的 解 w(z,t) = v(z,t)+h(z,t) = wz,t)+z(7,t)+h(z,t). 

这 里 关键 的 步骤 是 把 边界 条 件 齐 次 化 . 类 似 本 题 的 方法 , 可 将 其 它 类 型 的 
边界 条 件 齐 次 化 . 但 有 时 要 取 h(z,t) 为 x 的 二 次 函数 . 


3.3 Sturm-Liouville 特征 值 问题 


由 上 节 的 讨论 可 知 , 分 离 变量 法 的 重要 一 步 是 解 特 征 值 问题 . 对 一 般 的 特 
征 值 问题 , 自然 要 问 : 特征 值 和 特征 函数 是 否 存 在 ? 特征 函数 系 是 否 构 成 某 函 
数 空间 的 完备 正 交 系 ? 问题 中 涉及 的 函数 能 否 按 特 征 函 数 系 展开 ? 对 三 角 函 数 
系 , Fourier 级 数理 论 对 这 些 问 题 给 出 了 肯定 的 回答 . 对 一 般 的 双 曲 型 方程 的 
初 边 值 问题 , 分 离 变量 法 的 过 程 导出 了 线性 变 系数 常 微 分 方程 的 特征 值 问题 ， 
称 为 Sturm-Liouville 特征 值 问题 , 它 同样 对 上 述 问题 给 出 了 肯定 的 回答 . 下 
面 , 我 们 在 一 个 更 大 的 函数 空间 中 (不 一 定 是 光滑 函数 空间 ) 介绍 这 个 理论 , 即 
Sturm-Liouville 特征 值 理论 . 考虑 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 ， 
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A(t)u + C(T) uss + Dt t+ E(r)us, 
+(F(t)+ F(z))u=0,a<z<b,t>0, 

u(z,0) = p(x), us(2,0) = (x), a < 2 <b, (3.3.1) 

Qiu(a,t) + oous(a,t) = 0, | 

Biulb,t) + Bous(b,t) = 0, t > 0, 
其 中 , a;，B,(i = 1,2) 是 常数 , 且 a +a2 头 0 B22+B2 A0; A(t) > Ao > 
0，C(z) < Co < 0，ho, Co 是 常数 , 方程 的 系数 在 a < xz < b, t > 0 上 连续 . 不 
失 一 般 性 , 设 包 (x) > 0. 


. ” 设 解 具有 形式 u(z,t) = X(z)T(t), 将 它 代入 方程 和 边界 条 件 , 如 同 前 面 的 
分 离 变量 过 程 , 可 得 关于 T(t) 的 方程 


AT (tj+DT'(t)+RT+AMT=0 (3.3.2) | 
和 特征 值 问 题 
CX BX AX =0 
aX(a) 十 asX'(a) = 0， (3.3.3) 
BX(b) + PaX’(b) = 0， 
即 求 使 问题 (3.3.3) 有 非 零 解 的 入 值 ( 称 为 问题 的 特征 值 ) 和 相应 的 非 零 解 ( 称 
为 问题 的 特征 函数 ). 


在 着 手 解 特征 值 问题 之 前 , 先 将 (3.3.3) 中 方程 化 为 与 它 等 价 的 自 伴随 形 
式 . 用 待定 函数 -5(z) 乘 方程 两 端 , 得 


(~SCX') + (SC)YX’ -SEX'— SFEX +ASX=0. . 
令 (SC)YX' -SEX' = 0, 解 得 
S= 去 ef/ dz 
2Z E 
由 于 C < Co < 0， 故 -SC 一 exp{ / Gaz} >0. 令 
p(7) = —SC, q(x) = 5h,, 
于 是 , (3.3.3) 中 方程 化 为 自 伴随 形式 | 


[p(z)X] ~ aq(z)X +ASX =0, (3.3.4) 
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其 中 
p(7) = 一 SC > oo{f 已 dz} 三 po > 0， 
d(zZ) > 0, S(x) > 0. 
用 (3.3.4) 重 写 特 征 值 问题 (3.3.3) 如 下 : 
[p(z)X] — qa(z)X + ASX = 0， 
oaX(a) 十 aoX'(a) = 0, (3.3.5) 
BX(b) + PBX’'(b) =0. 
称 问题 (3.3.5) 为 Sturm-Liouville 特征 值 问 题 , 简称 S-L 问题 . 在 求解 (3.3.5) 
之 前 , 先 证 明 特征 函数 的 两 个 重要 性 质 . 
3.3.1 ”特征 函数 的 性 质 


定理 3.3.1 (特征 函数 空间 一 维 性 ) 设 X, 与 X。 是 对 应 于 同一 个 特征 值 
的 特征 函数 , 则 存在 非 零 常数 COC 使 Xi 二 COX， . 
证 明 ” 因 Xi 与 X。 都 满足 边界 条 件 , 于 是 在 z 二 a 有 
oiXi(a) + oaXi(a)=0 
oaXa(a) + osX,(a) = 0. 
因为 az +a2 尖 0, 故 Xi 与 Xs 的 Wronski 行列 式 在 x = a 的 值 等 于 零 , 即 | 
Xi(a) X,(a) 
| Xi(a) Xs(a) 
于 是 , 解 XX(z) 与 Xa(z) 线性 相关 , 即 存在 非 零 常数 C 使 X = CX 口 
定理 3.3.2 (加权 正 交 性 )  ” 若 X; 与 X; 分 别 是 对 应 于 特征 值 入 ; 与 和 (和 ; 天 
入 ) 的 特征 函数 , 则 它们 在 [a, 引 上 加 权 S(z) 正 交 , 即 


b 


证明 将成， 六 分 别 代入 方程 (3.3.5), 得 
[pX] — gqX; + 和 ASX; = 0, 
[pX,] — qxX; + NSX;=0. 
上 式 中 第 一 式 乘 Xi 减 第 二 式 乘 X,, 得 
(Ni — Ni)SXX; = Xi(pX,) — X,(pX,) 
到 [Xi(pX,) EE X,(pX;)]', 
. 09. 


在 .[a, 上 积分 上 式 , 并 利用 边界 条 件 , 得 

i / SXXdr = [Xi(pX’) — X(pX) TE =0. 
入 关 为 , 所 以 
/ SX,X,dz = 0, i 口 


3.3.2 ”特征 值 与 特征 函数 的 存在 性 


为 了 保证 特征 函数 存在 ， 并 尽 可 能 地 引进 现代 数学 的 术语 和 方法 ， 我 们 在 
比 光滑 函数 空间 更 大 的 空间 中 讨论 特征 值 问 题 (3.3.5), 并 相应 地 把 特征 值 问题 
的 解 理 解 为 弱 解 . 下 面 就 构造 这 些 空间 并 给 出 弱 解 的 定义 . 

记 在 [a,8] 上 加 权 S(z) 平方 可 积 函数 空间 为 L。s, 内 积 为 


7 / ee (3.3.6) 
其 中 , S(z) > 0 是 [a,9] 上 的 连续 函数 . 另外 , 在 Cl[a, 9] 中 规定 内 积 
(yy) = / [p(x)yw + qa(z)yg]dz, Vy gE Clas (3.3.7) 


其 中 , p(z)，e(z) 是 [wb 上 的 连续 函数 且 对 某 常 数 pe > 0, 有 plz) > 
po, 49(7) > 0, Vz € [a, ol. 
JJ 由 (3.3:7) 诱导 的 范 数 记 为 || - i Cila, 按 此 范 数 完备 化 所 得 的 空间 记 
为 Ho1, 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 

现在 , 继续 考虑 特征 值 问题 (3.3.5). 为 简便 计 , 将 (3.3.5) 中 的 边界 条 件 改 
为 第 一 类 , 并 把 X 记 为 y. 于 是 , 特征 值 问题 为 


(C(z)V) — aqy + MSy =0, 
y(a) = y(b) = 0.. 

定义 3.3.3 车 ye 昌 01, 对 任 一 9 E Cl[a,9] 成 立 (y,n)a 二 入 (y,)s, 则 称 
y 是 (3.3.8) 的 弱 解 . 

易 验证 , 若 y 是 问题 (3.3.8) 的 古典 解 , 则 它 必 是 弱 解 ; 反之 , 若 (3.3.8) 的 
弱 解 属于 Cl[a, 6b| nC?(a,b), 则 它 必 是 古典 解 . 

为 了 证 明 弱 解 的 存在 性 , 考虑 泛 函 

J(y) = (YW) vy € Ho! (3.3.9) 


. (y,y)s” 
的 变 分 问题 . 先 给 出 两 个 引 理 . . 


(3.3.8) 
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引 理 3.3.4( 极 小 函数 与 弱 解 ) 若 0 关 yo e Ho 满足 
J (yo) = iD J(y), 
则 yo 必 是 问题 (3.3.8) 的 弱 解 ， 此 时 


N= Voyo)n 
(yo， yo)s 


证 明 ”对 任 一 ne Ci[o, 中 及 任 一 实数 w, 有 
P= (y+ on,yo 十 a71)z 
= (yo, Yo)n + 2a(yo, MH + 0 (n, NH, 
Q = (yo + on, Yo + oan)s 
= (yo, Yo)s + 2a(Yo, 7)s + (n,m)s. 
因为 J[a] = J(y + am) 在 a = 0 取 极 小 值 , 故 有 了 [0] = 0, 即 


(B) eo =0. 
通过 计算 得 

a (yo, yo)n 2 

(Yo, NH (yo, yo)s (yo， 11)s =0. (3.3.10) 
记 
_ (YoYo)n 

人 (yo yo)s 

则 (3.3.10) 可 写 为 


(Yo, MH Ee 入 (yo, 7)s =0. 


所 以 , w% 是 问题 (3.3.8) 的 弱 解 . 
引 理 3.3.5 ( 紧 性 ) HH02 中 的 有 界 集合 在 Co, 中 中 是 紧 集 . 
延明 设 函 数列 {y,} C 95%, 且 llynllx < c. 由 于 eol, 故 y, 有 能 
微 商 /, , 且 (参见 第 5 章 5.5.2 小 节 ) 


yn(T) = 加 (a) 十 上 ydz = 上 yz)dz. 
于 是 有 估计 
nl 厂区 Cold 


< (/ rar) *( / dz) 
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2 a 12 
< (| 时 ply,| dz) (ba)? 


b—a 
< a 上 la 
Do 
1/2 
< cb 一 a) 


~ 1/2 ? 


Do 


三 


故 加 (z)(n = 1,2,.…) 在 Co, 中 一 致 有 界 . 另外 ， 对 实数 hh, 当 z 十 h € [a, 如 
时 , 同上 估计 可 得 


z++h 
a / [laz 


< A 
< pm [ly lla 


clhli/2 
< 
Do 


因此 , y(n = 1,2,… ) 在 [a, 9] 上 等 度 连续 . 由 Arzela-Ascoli (阿尔 泽 拉 一 阿 斯 
克利 ) 定理 知 , {ya} 有 子 列 在 Cl[a, 6] 中 收敛 , 即 {y,} 是 Cla,5] 中 的 紧 集 ， 口 
现在 给 出 本 节 的 主要 结果 : 
定理 3.3.6 ( 极 小 函数 存在 性 ) 存在 ye Ho'1, 使 得 
J(y) = in we 
证 明 不 失 一 般 性 , 只 须 证 明 存在 ye Hou, 使 对 满足 (z,z)s = 1 的 所 有 
ze Ho 有 (y,y)n = inf(z,z)n. 记 此 等 式 右边 的 值 为 A, 因 (z,z)s = 1, 于 是 


(z,z) = ||zils > 下 d(Z)z2dz > inf Gi Bf Sz2d7z 
汪 


二 :一 一 一 0. 
max 9 


从 而 , 入 > 0. 下 证 存在 y e H91, 满足 (y,y)n = 入 . 记 
K={z€H®" |(z,z)s = 1}. 
取 极 小 化 序列 {y,} C K, 即 当 天 一 oo 时 , 有 
yl = (Yr, ye) — A 
由 平行 四 边 形 公式 知 
[yx + vill + ly — Yl = 2lyr ll + 2lyll: (3.3.11) 
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对 Ve > 0 由 yx 腹 一 和 (k 一 00) 知 , 当心 ! 充分 大 时 ,有 
2 < 2 E 
wxlla < 入 十 7 ylly < 入 十 了 
从 而 
2(||yrlls + lylls) < 4 十 <. (3.3.12) 


另外 , 易 知 ， 
[ys + vl > Allys + yrlls. (3.3.13) 
把 (3.3.13) 和 (3.3.12) 代入 (3.3.11), 得 
jw — vill < 4X + e — Mlys + Ylls, 
再 一 次 用 平行 四 边 形 公式 , 得 
ye — wll < 4 +e — AC2lyells + 2y)s — lys — wl:) 
= 4N+e—A(4— ly: — vlls) (3.3.14) 
= + My — Ys. 


因 {y} 是 H?: 中 有 界 序列 , 由 引 理 3.3.5 知 它 在 Ca, 外 中 紧 , 故 有 子 列 , 仍 记 
为 {yx}, 满足 


max ly(2) — (a)| =» 0, kh, 1 — 00, 
从 而 , 当 上, 1 一 co 时 , 有 
b 
[se / a 


b ;2 
< max ye — yl / .S(z)dz 
一 0. 


因此 , 当 ,1 充分 大 时 , 有 |ly 一 2 < e/ 和 . 于 是 , 当 k, 1 充分 大 时 , 由 (3.3.14) 
得 ||y; 一 | < 2e. 故 {ys} 是 空间 Ho! 中 的 基本 序列 , 于 是 存在 y e Ho 使 
在 Ho 中 y — y(k — 00). es 便 得 所 证 (y, yn = A. 口 
结合 定理 3.3.6 与 引 理 3.3.4, 便 解 决 了 特征 值 问 题 (3.3.8) 弱 解 的 存在 性 . 
现在 就 可 以 给 出 下 面 的 定义 : 
定义 3.3.7 记 Ki= Ho, 称 
(y, Wn 
2 2 yy)s (y,Y)s 
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是 特征 值 问 题 (3.3.8) 的 第 一 个 特征 值 , 又 叫 主 特征 值 而 称 使 得 
(Yi, ya) 


(Yi, Yi)s 
成 立 的 0 关 妇 E Ki 是 对 应 于 特征 值 入 的 特征 函数 . 
由 定理 3.3.6 知 , 特征 函数 y, 是 存在 的 . 若 取 
K> = {y € Kil(y, yi)s = 0}, 

则 类 似 于 定理 3.3.6 的 证 明 可 知 , 变 分 问题 

。 (y, Y)H 

YT ek, (yy)s 

的 极 小 函数 0 关 y。€ Ks 存在 , 使 得 


本 (V2, Y2)H 
” (ya, Ya)s 
一 般 地 , 我 们 取 | 
K, = {ye Kil(y,yi)s = (y,y2)s = = (Yy,Yn-1)s = 0}, 
则 变 分 问题 
: 和 nm = inf (YW 
yEK。(2, 2V)s 
的 极 小 函数 0 夭 加 6 天。 存在 , 使 得 
(yn， Yn)H 
es (yn, Yn)s 
于 是 , 我 们 有 


定理 3.3.8 (多 个 特征 值 与 特征 函数 ) 称 和 。 是 特征 值 问 题 (3.3.8) 的 
第 二 个 特征 值 ,y。 是 (3.3.8) 的 对 应 于 特征 值 Xa 的 特征 函数 . 一 般 地 , 称 
和 nm 全 1 是 (3.3.8) 的 第 n 个 特征 值 ， Yn(n = 1,2,.…:) 是 (3.3.8) 对 应 于 


特征 值 和 的 特征 函数 . 


显然 , 0 < X < Na < … < 和 < 和 nr < … .两 个 特征 值 不 可 能 相等 ， 
否则 , 设 和 二 和 nx, 则 由 定理 3.3.1 知 , 存在 非 零 常数 c 使 = cyn+ 这 与 


(Yn, Ynt1)s =0 矛盾 . 
3.3.3 ”特征 函数 系 的 完备 性 


还 有 两 个 重要 的 问题 需要 解决 : 其 一 , 特征 值 数列 是 否 有 有 限 的 极限 ? 其 
二 , 所 有 特征 函数 组 成 的 函数 系 {y,,n = 1,2,…} 是 否 完备 ? 下 面 , 我 们 依次 


回答 这 两 个 问题 . 
定理 3.3.9 (无 界 性 ) 当 n 一 00 时 ,入 ,一 十 00. 
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证 明 由 各 特征 函数 y(n = 1,2,.…) 的 作法 知 它们 在 空间 Ls 中 是 正 
交 的 , 不 妨 设 它们 也 是 Ls 中 的 规范 系 , 即 (y,,y,)s = 1 m = 1,2,… . 反 证 : 
设 n 一 oo 时 , 和 不 趋 于 +oo. 则 因 {X。} 是 递增 数列 , 必 存 在 常数 大 > 0, 使 
入 < 局,n 二 1,2,… .由 入 的 定义 知 |yslls < %, n= 1,2,… ， 即 {g} 是 五 o 
中 有 界 序列 . 据 引 理 3.3.5, {y。} 是 Cla,b] 中 紧 序列 , 易 知 , 它 也 是 Ls 中 紧 序 
列 . 故 有 子 列 , 仍 记 为 {y,}, 在 Ls 中 收敛 ; 即 |jy, 一 和 要 一 0(n,m 一 > 但 
这 与 

lw — ynlls = yn lls + Nymlls — 2(Yn, yr)s 
=2, Ym,n=1,2,.….….…, mAn 


相 了 矛盾 . 口 

定理 3.3.10 (完备 正 交 性 ) 特征 函数 系 {y,} 是 [2,s 中 完备 正 交 系 . 

证 明 ” 正 交 性 显然 , 现 证 完备 性 . 因为 Ls 是 Hilbert 空间 , 故 只 须 证 明 
{y} 的 完全 性 即 可 . 先 证 : 着 Y E LzsN Ho 且 满 足 (y,y,)s = 0,n = 1,2,. 
则 y = 0. 反 证 : 设 y 冯 0. 因 y 与 所 有 如 正 交 , 由 vy 的 定义 便 知 V EK。 n 
1,2,…. . 所 以 

(vy, Yy)H 
(y, Y)s 
但 据 定理 3.3.9, 入, 一 十 oo(n 一 00), 故 上 式 不 可 能 成 立 , 所 以 y = 0. 由 于 H0'1 
上 SS s 中 稠密 (请 读者 自己 验证 ), 故 对 任意 y e Ls 且 满 足 (y,y,)s = 0, n= 


> A n= 1,2,.…: 


,也 有 wy = 0. 所 以 , {y,} 是 完全 的 . 口 
Fourier 分 析 的 理论 , 有 定理 3.3.10 的 保证 ， 知 对 任意 J e Zas, 有 它 
的 Fourier 展开 
二》 六 


其 中 ， 
cn = (f, Yn)s -|/ S(T)fyndr, n= 1,2,.…, 


是 f 在 规范 正 交 特征 函数 系 {y,,} 上 的 Fourier 展开 系数 . 

附注 1 ”以 上 对 特征 值 问题 (3.3.8) 的 讨论 ， 规定 了 第 一 类 边界 条 件 y(a) = 
y(b) = 0. 若 改 为 第 二 类 或 第 三 类 边界 条 件 , 上 述 定理 仍然 成 立 . 另外 , 车 把 函 
数 S(z) > 0 放宽 为 S(z) > 0，gq(z) > 0 放宽 为 q(x) > 0, 且 5(z)，d(z) 都 在 
[a, 9] 上 几乎 处 处 不 等 于 零 , 所 有 定理 仍然 成 立 . 

附注 2 需要 指出 的 是 , 我 们 在 函数 空间 H91 中 证 明了 特征 函数 的 存在 性 ， 
不 能 保证 这 些 特征 函数 的 二 阶 微 商 存在 . 所 以 ， 只 能 说 它 它们 是 广义 特征 函数 , 只 
有 当 它 们 二 阶 连续 可 微 时 , 才 是 一 般 所 说 的 ( 常 义 ) 特征 函数 , 即 满足 (3.3.8). 
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在 具体 问题 中 , 若 求 出 的 特征 函数 具有 二 阶 连续 微 商 , 它 就 是 常 义 特征 函数 . 实 
际 上 , 若 取 满足 边界 条 件 的 一 阶 连续 可 微 函 数组 成 的 函数 空间 代替 空间 Ho 讨 
论 问题 , 则 在 变 分 学 中 已 经 知道 , 所 讨论 的 变 分 问题 恒 有 解 存在 , 而 且 此 解 具有 
连续 的 二 阶 微 商 , 所 以 必 是 常 义 特征 函数 . 

现在 解 初 边 值 问题 (3.3.1). 已 得 到 它 的 特征 值 问题 (3.3.5). 由 S-L 理论 及 
上 述 附注 1 知 , 问题 (3.3.5) 的 特征 值 As， mn = 1,2,… 存在 , 特征 函数 系 {X。} 
是 Z2,s 中 完备 正 交 系 . 把 X。 代入 关于 T(t) 的 二 阶 线性 方程 (3.3.2), 得 通 解 


T(t) = an (十 加 7 (1)， 
其 中 , T* 与 T** 是 (3.3.2) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 满足 
A a 
di (0) 3 1, dt (0) 于 0， 


dT 
水 来 一 也 一 1 . 
了 (0) 0， dt 


登 加 得 


u(z,t) = 》 (nT + bs Te )X,. (3.3.15) 


n=1 


由 初始 条 件 得 
DanX» 一 2(Zh， 》 bX = w(z). 


n=1 n=1 


只 要 p(z),%(z) e Lz,s, 就 有 
1 b 
= | s(s)p(s) Xdz, 
， (3.3.16) 
六 = 也 / S(z)b(z) Xndz, 


其 中 


b 
M = / S(z)X2dz. 


把 (3.3.16) 代入 (3.3.15), 便 得 初 边 值 问题 (3.3.1) 的 形式 解 . 

为 提高 读者 的 解 题 能 力 , 建议 在 用 分 离 变量 法 求解 定 解 问题 时 , 要 进行 具 
体 的 分 析 与 运算 , 不 要 套用 本 节 现 成 的 结论 人 
外 ). 下 面 给 出 几 个 例子 . 
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例 3.3.1 已 知 热传导 方程 初 边 值 问题 
了 一 02l 0<Z<1t>0， 
2a(Z,0) = op(7), Oz < (3.3.17) 
wu(0,t) = 0, ws(l,t) + hull,t) = 0, t>0, 


其 中 , hh >> 0 是 常数 . 试用 分 离 变 量 法 求解 . 
解 ” 令 = 六 (z)T(t), 将 其 代入 (3.3.17), 并 分 离 变 量 得 


T(t) + MT(t) =0 (3.3.18) 
和 特征 值 问 题 


| 


X(0) =0,X'D) +hX(l) =0, h>0. (3.3.19) 


当 入 = 0 时 , 由 (3.3.19) 解 得 X 三 0. 所 以 入 = 0 不 是 特征 值 . 
下 面 证 明 特征 值 和 必 是 正 实数 . 由 (3.3.19 入 知 


1 ! 
和 | xpaz= 一 上 瑟 "Xdz 
0 0 


! 
= -xxk+/ IXJdz 
0 
1 
=—X'(D)X(D+ / |X'Pdz 
0 
i 
= hxXOOF +/ |X'|dz 
1 
之 0. 


若 入 关 0 是 特征 值 , 则 上 式 中 等 号 不 可 能 成 立 , 否则 , 有 / Meaz = 0 从 而 | 


“= 0, 所 以 X = 常数 = 0. 于 是 , 特征 值 和 必 是 大 于 零 的 实数 . 从 而 , (3.3.19) 
中 方程 的 通 解 是 | 


X(z) = Cicos VM + Cs sin VM. 
”由 边界 条 件 X(0) = 0 得 C=0, 由 z=1 端 边界 条 件 得 


| X'(D) +hX() = CVAcos VN + hsin VA) =0. 
所 以 , 特征 值 满足 三 角 方程 


VA= htan VAL, 
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或 写 为 
一 凡 = hltany, 


其 中 , jy = VX. 利用 图 解法 或 数值 方法 可 得 此 三 角 方程 的 解 (图 3.6). 


3.6 图 解法 


由 图 3.6 知 该 方程 有 无 穷 多 个 解 ls n = 1,2,:… , 且 jv 一 +oo. 于 是 , 得 
特征 值 

a 和 = ( 宁 ) n= ,2 (3.3.20) 
和 对 应 的 特征 函数 

Xu(Z) = sin VAT =sin Yo, n= 1,2,.…. 
把 和, 代入 (3.3.18), 解 得 
T,(t) = Ce ~t, n= 1,2,... 

记 w(z,) = Cne- tsin VAnz, 并 释 加 所 及, 得 


u(x,t) = > Ce tsin V AM. (3.3.21) 
由 初始 条 件 , 应 有 
u(x,0) = 5 Cusin VMz = p(x). 


为 确定 系数 C,, 先 证 明 特 征 函 数 系 {sin VAz} 是 空间 L2([0,1]) 中 的 完备 正 交 
函数 系 . 完备 性 的 证 明 留 给 读者 , 下 证 正 交 性 . 设 XX,, 和 X 分 别 是 对 应 于 入, 
和 入， 的 特征 函数 并 且 m 了 mn. 于 是 有 

X + A Xn = 0 X +A X,=0. 
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以 X。 和 X。 分 别 乘 上 式 中 的 第 一 式 和 第 二 式 , 然后 将 所 得 二 式 相 减 , 继而 在 
[0, 1] 上 积分 , 得 
(二 入 X, Xdz = 上 (xX, — XX,)dz 
= (XX — XXm))o 
= 0, 
上 边 最 后 一 步 用 到 X,, 和 X,, 所 满足 的 边界 条 件 . 因 m 关 nn, 所 以 入, 关 入 ,从 
而 得 正 交 性 


! 
/ XXnd7r 一 / sin V AMT sin VAnzdz = 0, mFn. 
0 0 


\ M. = 人 sin? V Xuzdz， 
由 特征 函数 的 正 交 性 得 
Cn 元 [ op(z)sin VMszdz. 
将 此 式 代入 (3.3.21), 便 得 初 边 值 问题 (3.3.17) 的 形式 解 
u(z,t) = ;S VA etp(E) sin VE Sin VM zdé. (3.3.22) 


由 于 e-exvt 当 A。 _，+oo 时 很 快 地 趋 于 零 ,所 以 只 需要 求 p e C1 则 由 (3.3.22) 
式 给 出 的 形式 解 就 是 问题 (3.3.17) 的 古典 解 . 仅 利用 数学 分 析 的 知识 就 可 验证 : 
当 t> 0 时 , 解 u(z,t) 关于 z 和 + 都 可 在 无 穷 求 和 号 内 微分 任意 多 次 . 
例 3.3.2 考虑 二 维 波动 方程 在 矩形 域 中 的 混合 问题 
Ui = Uz Uyy, t>0,0<72<a,0<y<b, 
也 0 2(Z， y), ui| 0 三 pz,Y), Ogzsa,0gysgyb, (3.3.23) 
ul = Uz-a = Wyo = uly= = 0. 
设 问题 有 分 离 变 量 形式 的 解 久 = T(t)V (zx,y), 代入 (3.3.23) 中 方程 并 分 离 
变量 得 
T(t) + AT(t) =0, z (3.3.24) 
Vs + Vy +AV(z,Y) =0, Vir =0, (3.3.25) 
这 里 , 及 是 矩形 的 边界 . 对 V(x,y) 继续 分 离 变量 , 令 V(z,y) = X(z)Y(y), 代 
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入 (3.3.25) 得 i 
l XY + XY”+AXY=0. 


以 XY 除 上 式 并 移 项 得 


为 使 上 式 两 边 恒 等 , 两 边 应 取 常 数值 , 设 为 y. 于 是 , 结合 (3.3.23) 中 的 边界 条 
件 得 到 两 个 特征 值 问 题 


X"(7) + HX(7) = 0, X(0) = X(a) =0; 《 
Y"(y) +BY(y)=0, Y(0)=Y(b)=0, 
其 中 , 8 = 和 一. 容易 解 出 这 两 个 问题 的 特征 值 和 特征 函数 分 别 为 


nn /2 . nx | 
Hn = 一 7， X= -Sin—7, n= 1,2,...; 
a Qa Qa 


Bs < ;Ym = 2sin ey, m= 1,2,.…. 
故 得 特征 值 问题 (3.3.25) 的 特征 值 与 特征 函数 为 


2 


m2 
Amn =T 1 m,n = 1,2,... ; 
2 nn mn 
Vm = sin Tsin ,M,N = 1,2,.…: 
Vab b y 


注意 , 当 a 和 可 通 约 时 , 即 存在 整数 上 和 1 使 ka = 1 时, 对 同一 个 入, 有 不 
同 的 m 入 n. 例如 ， 取 m,ni 使 


则 有 
n2 m2 n2 m? 
WE 


这 时 , 对 应 于 一 个 特征 值 A., 就 有 两 个 或 多 个 不 同 的 特征 函数 


Vi = 2 sin 一 sin 一 
mn ~ Vab a b 2/， 

V a sin ce sin eT 
™™ Vaob a b™ 


这 时 称 特 征 值 ww。 是 多 重 的 或 简 并 的 . 对 简 并 现象 的 讨论 略微 复杂 一 些 , 在 
此 不 再 装 述 . 当 ,6b 不 可 通 约 时 , 仿照 一 维 波动 方程 的 情况 , 不 难 求 出 它 的 解 
( 留 作 练 习 ). 
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例 3.3.3 求解 单位 园 上 Dirichlet 问题 


{ Au= 二 0， 当 2 十 信 <1 时 (3.3.26) 
w= (zz)， 当 Z2 十 42 = 1 时 , | 
其 中 , f 是 连续 函数 . 
解 ”用 平面 极 坐 标 (7,0) 重 写 问 题 (3.3.26) 如 下 : 
rT2Wrr 十 TU; 二 tog 二 0,7<1,0<0<2n 
| 3.3.27 
ae = F060). BE 
设 w(7,0) = R(r)96(9), 代入 (3.3.27) 中 方程 式 , 分 离 变量 得 
72R’"+rR 一 和 及 = 0， (3.3.28) 
8”"+AO=0. . (3.3.29) 
由 于 9 连续 , 故 它 应 以 2x 为 周期 , 即 对 任意 9, 有 
: 并 - 68(0) = 6(0 + 2n), 加 ” (3.3.30) 
称 此 条 件 为 周期 条 件 . 由 (3.3.29) 和 (3.3.30) 组 成 特征 值 问题 
@”"+AO=0,0<0<2n, 
人 69(2r 上 +0) = 8(0). (0 
解 得 特征 值 为 
入 = nn, n=0,1,2,.. 
. 和 对 应 的 特征 函数 


9.(0) = an, cosn0 + b,, sinng, n= 0,1,2,.... 
把 特征 值 和 ,, 代入 (3.3.28), 解 得 
Ro = co 十 dolInr， 当 n= 0 时 ; 
R=car" t+drr", 当 n= 1,2,… 时 . 


注意 到 w= RO 在 > = 0 应 是 有 界 的 , 故 必 有 d, = 0, n = 0,1,2,… . 这 就 是 
所 谓 的 有 界 性 条 件 . 把 所 有 wu(7,0) = RO 登 加 , 得 


u(r,0) = 忆 十 >》 r"(an, cos nb + b,, sinn0). (3.3.32) 


由 边界 条 件 u(1,0) = f(9) 得 : 
f(0) = 2 十 Sa, cosn0 + b,, sinn0). 


n=1 
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由 三 角 函 数 系 的 完备 正 交 性 知 
和 if f(0) cosm0db， 
0 (3.3.33) 
"二 二 | f(0) sin nbdb， 


把 co。 和 如 代入 (3.3.32), 便 得 Dirichlet 问题 (3.3.27) 的 形式 解 . 进一步 论证 
可 知 , 只 要 j(0) 连续 , 则 由 (3.3.32) 确定 的 形式 解 就 是 问题 (3.3.27) 的 古典 解 ， 
并 且 we C” (证 明 留 作 练习 ). 


3.4 高 维 波动 方程 的 初 值 问题 


三 维 波动 方程 描述 声波 、 电 磁 波 和 光波 等 在 空间 中 的 传播 , 称 这 类 波 为 球 
面 波 ; 一 维 波动 方程 盖 述 平面 上 注 膜 的 振动 和 浅水 面 上 波 的 传播 等 现象 称 它 
们 为 柱 面 波 . 本 节 求 解 这 些 波动 方程 的 初 值 问题 . 


3.4.1 ”球面 平均 法 Kirchhoff 公式 


考虑 三 维 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 
| Us — OA = 0, z= (71,72,73) € R, t > 0， 


Ulio = Pp(2), uliso = wz), (3.4.1) 


其 中 , ww = u(x,t)，A = As。， 先 看 一 种 特殊 类 型 , 即 (3.4.1) 中 初始 函数 是 
形 如 p(z) = gp(7)， w(x) = yw(r) 且 p(0) = %(0) = 0 的 径 向 函数 ， 其 中 ， 
r 二 |z| = VY 干 弄 十 2623. 此 时 , 可 尝试 求 形 如 w= ur, 的 关于 空间 变量 的 径 
向 解 . 于 是 , 问题 (3.4.1) 中 的 方程 可 化 为 
2 
Utt = Q(tWrr 十 zur). 

令 ru = w, 则 得 关于 w 的 方程 及 初始 条 件 

Wit = QW,T > 0,t>0, 

wo = ro(7), wihso = ry(r), r > 0. 


将 p 和 乡 奇 延 拓 到 (-oo,0), 在 -co <r < +oo, t > 0 上 考虑 上 述 问 题 , 由 
dAlembert 公式 , 仿照 例 3.1.1, 得 
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二 [fr 十 at)p(r 十 at) 十 全 — at)p(r — at)]+ 
二 a TUV(T)drz， 当 > ot >0 时 ， 
二 [tr 二 at)polr 十 at 十 (一 at)olat 一 了)] 十 
1 7 十 at 
二 一 d7, 当 0<r<at 时. 
Se / 和 TY(T)dT ra : 
对 于 初始 函数 不 是 球 对 称 的 情形 , 由 于 直观 上 认为 三 维 空间 中 的 波 可 能 具 
有 球 对 称 性 以 及 把 高 维 问题 化 为 一 维 问题 容易 求解 , 所 以 就 产生 了 下 面 的 解法 ， 
称 为 球面 平均 法 . 
任意 固定 x e R3，S, 表示 以 z 为 球 心 ,7 = |y - z| 为 半径 的 球面 , y 是 球 
面 9S. 上 的 变 点 . 引进 v 的 球面 平均 函数 


-一 1 
Mul(r7,t) = zm | u(y,t)dS,, (3.4.2) 
Sr 


u(r,t) = 


其 中 , dS, 是 球面 的 面 元 . 令 w = 引 了 , 则 |w| = 1, 它 表示 单位 球面 591, 而 
且 向 量 w 就 是 球面 5, 的 单位 外 法 向 . 车 用 dS,, 表示 单位 球面 的 面 元 , 我 们 有 
dS, = 7?dS,. 于 是 , (3.4.2) 式 变 为 


一 1 
Mu = > u(z + wr,t)dS.,. z (3.4.3) 
比较 (3.4.2) 与 (3.4.3) 得 
/ u(y,t)dS, =7? / u(rT+wr,t)dS,. . (3.4.4) 
S. S1 


对 (3.4.1) 中 的 方程 在 球体 jy - z| < r 上 积分 , 用 散 度 定理 (3.0.1) 将 体积 分 化 
为 面积 分 , 并 用 (3.4.4) 式 , 得 


/ urdy = / a Au(y,t)dy 
|y 一 zj| 委 > 1 一 z| 委 > 


Ou 
= -| BY td9， 
Sr 


3 
= / wait (y, t)dS, 
Sr 


i=1 


3 
= 027” > / Wily, (T+ wr, t)dS, 
i=1 “||=1 


0 
= er —u(z + wr,t)dS, 
re ( ) 
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= 4ra27? 站 (Mu). 


dra’r’ (Mu), = | Uz(y, t)dy 


ly 一 z| 和 r 
一 上 dp/ us(y,t)dS,. 
上 式 关于 7 求 偏 微 商 , 并 注意 y = z 十 wr 和 d5, = 7?d5,, 得 


dna?(r? (Mu),), = / Us(y,t)dS, 
Sr 


二 / 本 uz + wr,t)d5,),, 

= 4r(r? Nw). 
两 边 同 除 以 4rr 头 0, 得 

(ras — az(rMw = 0. 
在 2.1.1 节 中 已 推 得 它 的 通 解 是 
ru = wi(r + at) + wa(r — at). 

在 上 式 中 令 一 0, 得 wi(at) = 一 ws( 一 at). 于 是 上 式 又 可 写 为 
ru = wi(r + at) ~ wi(at —7). (3.4.5) 
上 式 对 7 求 偏 微 商 , 而 后 令 r 一 0 取 极 限 , 得 


lim Mu = 2w' (at). 


而 由 (3.4.3), 得 
es 本 
lim Mu = 玩 u(x,t)dS, ="v(z, t). 
由 以 上 二 式 立 得 
ul(z,t) = 2w' (at). (3.4.6) 


由 此 可 见 , 只 要 从 问题 (3.4.1) 的 初始 条 件 唯一 地 确定 函数 w', 就 得 到 了 该 问题 
的 解 . 首先 , (3.4.5) 式 分 别 对 + 和 + 求 偏 微 商 得 


(rMu), = wi(r + at) + wi(at —7), 

1 rat / / 

-MW), = wi(r+at) — wi(at—7), 
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令 4 一 0, 然后 二 式 相 加 , 得 
(rho),| 机 (rll = 2w(7). 
左边 二 式 分 别 为 
TT 


(rMu).l|:-0 一 (去 


/ 2(z 十 wr)dS。) = (rMy),, 
S1 

1 ,~ 人 7 -一 
(ru)tl=。 Ana 人 pz + wr)dS, 一 MY. 


因此 el a 
u(x,t) = 2wi(at) = tMYy 十 (to)， 


1 1 
= ma | yas+ ( 人 2(y)d5) . 


称 此 式 为 波动 方程 初 值 问题 (3.4.1) 解 的 Kirchhoff 公式 .该 公式 在 球面 坐标 系 
(at,0,9) 中 的 表示 为 


+ 2r 名 
vu(z,t) = 去 | / (zi 十 aat xz2 + Bat, x3 + Yat)dS 
0 0 


(3.4.7) 


ee (3.4.8) 
让 > ( 云 / / p(T1 + oat, Za + Bat, Za 十 yat)dS)， 


在 上 式 中 ,a = sin9 cos$, 6 = sin0sing, YY = cos0, dS = sin bd0d4. 

由 Kirchhoff 公式 的 导出 过 程 可 知 , 初 值 问题 (3.4.1) 的 任何 在 t+ > 0，z e 
R” 上 属于 C? 类 的 解 可 由 Kirchhoff 公式 (3.4.7) 表 出 , 因此 有 解 必 唯 一 . 反之 ， 
对 任何 p € Cs(R3)，% E C2(R3), 由 Kirchhoff 公式 (3.4.7) 表示 的 函数 u(x,t) 
属于 C? 类 并 满足 问题 (3.4.1)( 验 证 留 作 练习 ). 另外 , 从 公式 (3.4.8) 易 知 , 对 任 
意 给 定 的 e > 0, 可 以 找到 正 数 5, 使 得 只 要 


Ip—-F|<6 人 -加 <0 lIDp-Dg|<s, (3.4.9) 
则 在 有 限时 间 0 < t < 工 内 总 有 
lu(z,t) — (7,t)| < &, (3.4.10) 


其 中 , u, 是 分 别 对 应 于 初 值 p, vy 与 万 % 问题 (3.4.1) 的 解 . 于 是 , 我 们 证 得 
定理 3.4.1 ( 适 定性 ) 若 p E C3(R3), WE CO?(R3), 则 三 维 波动 方程 的 初 什 
问题 (3.4.1) 在 ZE R3,t 之 0 中 存在 唯一 的 古典 解 , 且 由 Kirchhoff 公式 (3.4.7) 
表示 . 另外 , 在 (3.4.9) 和 (3.4.10) 的 意义 下 , 解 在 有 限时 间 内 对 初 值 是 一 致 稳 

定 的 . 
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3.4.2 ” 降 维 法 Poisson 公式 


考虑 二 维 波动 方程 的 初 值 问题 
| Wst 一 02(Wo on + Uz,zs) = 0, (71,72) € R?, t > 0, 
Uli=0 = = p(z1, 22), us|s=0 = (zr1, za) | 

如 果 把 (3.4.11) 中 的 未 知 函 数 u 和 初始 函数 看 作 关 于 空间 变量 是 在 三 三 维 空间 
R3 上 定义 的 函数 , 但 与 三 维 空间 变量 (x1, za, za) 的 第 三 个 分 量 zs 无 关 , 则 由 
Kirchhof 公式 的 推导 过 程 可 知 , 此 时 所 得 的 Kirchhoff 公式 将 不 含 变 量 zs, 且 
满足 问题 (3.4.11). 这 种 由 高 维 问题 的 解 直 接 求 低 维 问题 的 解 的 方法 叫 降 维 法 ， 
是 由 J.Hadamard 最 早 提出 的 . 

现在 , 我 们 就 从 Kirchhof 公式 (3.4.7) 直接 写 出 问题 (3.4. a 的 解 . 这 需 
要 计算 一 个 第 一 型 的 曲面 积分 . 因为 初始 数据 与 zs 无 关 , 所 以 在 Se 上 的 积分 
(3.4.7) 可 由 在 圆 域 


(3.4.11) 


te 71) 十 (7 一 wo < (at)? 
上 的 积分 得 到 . 这 里 ， 圆 域 2 的 圆心 在 点 M(zi zz), 半径 为 at. 由 So 的 方程 
Os = 71) + (7— £2) 十 人 一 Za) 一 (ob 
知 5 的 上 半球 面 S+ 的 方程 为 
(= Vl Em + ws. 


i St Bs 
~ ana | 人 ss 
er | J VL+ (CO) + (Cdédn 


We 和 ged 

ne | A (at)? — (€ — 21)? — (7 — £2)? 

由 于 钞 与 zs 无 关 , 故 上 式 中 的 被 积 函数 在 下 半球 面 5 上 的 积分 与 上 式 的 结 
果 相 同 . 因此 


| J ate 一 3 x/ 人 A dédn, 


则 有 


其 中 , 7? = (€ 一 201? 十 (7 一 252)?. 可 类 似 地 处 理 Kirchhoff 公式 (3.4.7) 中 关于 
函数 2 的 积分 , 从 而 得 到 问题 (3.4.11) 的 解 


Ea 
(全 
= 寺 (/ a ee on 
(§,7) 
Tm a 及 VE ") (3.4.12) 


ULZi 十 mcos0zo 十 rsinO0 
= 元 二 ( LY Wt rite rm) ,ager 
at a p(xi 十 rcosb zz trsing) 
+ 地 x / | 2 Or rdabdr)， 
其 中 ,7 = VY(E 一 21? 十 (7 一 2Z2)?， 公 式 (3.4.12) 叫做 二 维 波动 方程 初 值 问 
题解 的 Poisson 公式 ， 类 似 地 , 可 以 从 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 Kirchhoff 
公式 (3.4.7) 出 发 , 利用 降 维 法 直接 得 到 一 维 波动 方程 初 值 问 题 (3.1.2) 解 的 
d'Alembert 公式 (3.1.5)( 证 明 留 作 练 习 ). 
不 难 理解 , 由 于 降 维 法 本 身 的 特点 , 可 以 从 三 维 问题 的 适 定性 (定理 3.4.1) 
直接 得 到 二 维 问题 的 适 定性 . 请 读者 自己 写 出 这 个 适 定 性 定理 . 
考察 问题 (3.4.11) 的 解 在 一 点 (zx?, z0,#°) 的 值 . 由 (3.4.12) 式 知 此 值 仅 由 
平面 +=0 上 圆 域 


Ss 一 zi)2 二 (z 一 za)2 和 (at (3.4.13) 


上 的 初始 数据 sp 和 的 值 决定 , 与 此 圆 外 的 初始 数据 无 关 . 所 以 称 圆 域 (3.4.13) 
是 点 (x9, 73,t9) 的 依赖 区 域 , 而 称 以 (x9, zx9,t5) 为 顶点 , 以 圆 域 (3.4.13) 为 底 的 
圆锥 体 (图 3.7) 


(z1 — 21) + (Ta — 23) < a (t — #9)? 


是 圆 域 (3.4.13) 的 决定 区 域 , 这 是 因为 圆锥 体内 任 一 点 的 依赖 区 域 都 含 在 圆锥 
体 底面 区 域内 . 由 依赖 区 域 的 概念 , 很 自然 地 把 满足 不 等 式 
(zi1—21) + (rs — 72) < (at)’, t>0 
的 点 (zu zz,t) 的 全 体 组 成 的 锥 体 叫 做 点 (z0, z9,0) 的 影响 区 域 (图 3.8), 因为 
此 域 中 各 点 的 依赖 区 域 均 包含 点 (z9, z9,0). 它 在 (z1, zz,t) 空间 中 构成 一 个 以 
(z9, x9,0) 为 顶点 倒立 的 无 界 圆锥 体 , 其 母线 与 t 轴 的 交角 是 arctan a， 由 此 易 
知 , 初始 平面 + = 0 上 某 一 区 域 9 的 影响 区 域 是 2 中 各 点 的 影响 区 域 的 包 络 
面 所 围 成 的 区 域 . 可 见 , 锥 面 
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(人 双轨 


Xl PM=at, 3 Xl (099, 观 0) 
图 3.7 依赖 区 域 与 决定 区 域 图 3.8 (z9,z?,0) 的 影响 区 域 


(1 — 2 + (pa — £9): = g(t — #9)? 
在 研究 波动 方程 时 起 重要 作用 , 称 它 是 二 维 方程 的 特征 锥 面 
仿照 以 上 讨论 , 不 难得 到 三 维 波动 方程 的 相应 概念. 特别 地 , 有 三 维 波动 方 
程 的 特征 锥 面 
(zi — 21) + (T2 — 722) + (zs3 — 29) = a (t —£), 
称 它 是 三 维 波动 方程 的 特征 面 
3.4.3 ” 非 齐 次 方程 Duhamel 原理 


本 小 节 介绍 解 非 齐 次 波动 方程 初 值 问 题 的 方法 . 它 是 把 求解 非 齐 次 方程 的 
问题 归结 为 解 一 个 齐 次 方程 的 问题 , 是 常 微分 方程 中 的 常数 变易 法 在 线性 偏 微 
分 方程 中 的 推广 . 通常 称 这 个 方法 为 Duhamel 原理 ， 又 叫 齐 次 化 原理 , 或 从 物 
理 的 角度 称 为 冲 量 原理 . 下 面 , 我 们 以 求解 三 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 为 
例 , 说 明 这 个 方法 的 思想 . 考虑 问题 


OA 二 3 
ud 一 02Av = f(z,t), rz ER,t>0, (3.4.14) 
Uls=o =0, wo =0, zx € R’. 
不 难 验证 , 若 w(x,t;7) 是 问题 
二 So 3 
Wi — QAsw (7T,t;T)=0, rT ER, t>7, (3.4.15) 
wh = 0， wilisr = f(2,7), ZT ER 
的 解 , 则 函数 ， 
u(x,t) = 上 w(z,t;T)dT (3.4.16) 
0 


是 问题 (3.4.14) 的 解 . 下 面 解 (3.4.15). 
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令 v(z,t;T) = w(x,t 十 7;7), 则 w 满足 问题 


ui — QA (7,t;T) =0, z € Ri,.t>0, 
V(Z， 0; 7) 二 0， v(x, 0; 7) f(z, 7). 


由 Kirchhoff 公式 得 
1 
v(z, t; 7) 一 了 2 人 f(y, 7T)dS,. 


要 f(z,t) € C?, 则 上 式 所 表示 的 v 便 是 问题 (3.4.17) 的 解 , 将 它 代 入 (3.4.16)， 


(3.4.17) 


沁 


芝 


t 
u(z,t) = . v(x,t— 7;T)dr 
f(y,7)dS, 
-起 2 2 


at 
t— 
一 | rf ft gg, 
4ra” i ly 一 z|=> 


其 中 , > = alt 一 7). 因此 , 问题 (3.4.14) 的 解 为 


ly—z| 
f(y, tC— pm 
ww d) = 二 a i 
可 见 , 函数 久 于 时 刻 t 在 点 z 处 的 值 由 已 知 函 数 f 在 时 刻 7=t 一 |y 一 zl/a 时 
在 球体 ly - z| < at 上 值 的 积分 来 表示 . 时 差 |y - zl/a 给 出 了 波 以 速度 a 由 点 
y 装 播 到 点 zx 所 需 的 时 间 , 所 以 在 物理 上 称 (3.4.18) 式 为 推迟 势 : 
以 上 讨论 了 初 值 问题 的 解法 . 对 于 初 边 值 问题 , 一 般 很 难 求 得 解 的 表达 式 . 
但 对 规则 区 域 , 可 用 分 离 变量 法 和 反射 法 求解 . 下 面 给 出 一 个 在 规则 区 域 上 求 
解 初 边 值 问题 的 例子 , 用 以 演示 如 何 用 我 们 学 过 的 知识 解决 似乎 陌生 的 问题 ， 
例 3.4.1 求解 及 中 上 半空 间 上 三 维 波动 方程 初 边 值 问 题 
ut 一 02Au = f(z,t), 7Z € Rs, t>0, 
u(z,0) = p(z), us(z,0) = (7), (3.4.19) 
Ul|s,=0 EE NA(Z2， Va) t), . 
这 里 , Z = (Zi 72, 7X3), RI = {x € 下 ?lz > 0}. 衔接 条 件 为 
yp(0, za, zs) = H(z2, Ts) 0)， W(0, zz, Zas) = K(X2, zs, 0). 


以 下 仅 给 出 求解 过 程 , 并 设 在 运算 中 出 现 的 对 户 w, 内 4 的 微 商 存在 
且 连 续 . 


. 79. 


设 wu(z,t) 是 问题 (3.4.19) 的 解 , 并 记 
Aa21/ 一 HLTZ272 十 HTaTs) 


则 有 
0, Za Ts,t T2, Ta,t 
PR Le OY 
a a 
三 h(x2, zx, t). 
令 。 
1 . 
u(x,t) = v(7,t) + np(7z2, 3,t) + 3T1h(z2, Ls, t), (3.4.20) 


则 v(0, zz,zs, = 0, 并 且 v 满足 问题 

vis ~ Av = f — f(0,72, Ts3,t) — (he —@Q “Ash) = G(z,t), 

v(z, 0) 二 p(7) 和 HA(Za, Za 0) 一 人 (ao za,0) = Es $(7), 

ve (TL, 0) pzZ) Mt(T2, Ts, 0) 过 323js 人 za zu,0) = vy(z), 
其 中 , -oo < x, zs < 十 oo, zi > 0, t > 0, 且 不 难 发 现 

G(0, x2, 3,t) = $(0, x2, 23) = V(0, 22, Xs) = 0. 
于 是 , 可 奇 延 拓 G,$ 和 本 到 一 o0 < zk < 0 上 ,并 记 奇 延 拓 后 的 函数 分 别 为 
G*, 本 和 了", 则 得 如 下 初 值 问 题 
. vi 一 02Au = G*(7,t), ZE Ra， t>0, 
v(z, 0) = $*(x), v(x,0) = y* (z). 

利用 委 加 原理 将 上 述 问题 分 解 为 已 经 讲 过 的 两 个 基本 问题 (3.4.1) 和 (3.4.14) 
分 别 求解 , 二 解 之 和 就 是 上 述 问 题 的 解 v. 将 求 得 的 v 代入 (3.4.20), 并 限制 自 


变量 的 范围 为 -oo < zz, zs < +oo, zi > 0, t > 0, 就 得 到 初 边 值 问 题 (3.4.19) 
的 解 u(z,t). 


3.4.4 Huygens 原理 波 的 弥散 


Kirchhosf 公式 (3.4.7) 和 Poisson 公式 (3.4.12) 分 别 表示 三 维 波 和 二 维 波 
的 传播 规律 .由 于 (3.4.7) 和 (3.4.12) 分 别 是 沿 球面 和 圆 域 的 积分 , 而 圆 域 是 圆 
柱 的 截 口 , 所 以 称 (3.4.7) 与 (3.4.12) 所 表达 的 解 分 别 为 球面 波 和 柱 面 波 . 这 两 
种 波 的 传播 规律 有 本 质 的 差别 . 
> 


先 看 球面 波 的 传播 . 设 初始 扰动 p,w 发 生 在 一 有 界 区 域 G, 即 在 G 外 
2= 荡 = 0. 在 时 刻 t> 0, 点 ze 处 的 扰动 为 


won) = Fa | Vs 

十 元 (二 / 2(y)d45). 

车 记 d = dist(zo,G) > 0, D= supsco|zo 一 z|( 图 3.9). 当 0 和 ti< 和 d/a 时 ,球面 
|y 一 zol = at 与 区 域 G 不 交 , 从 而 w(zo, = 0, 表明 zo 点 静止 , 尚未 受到 扰动 ; 
当 d/a <t < D/a 时 ,球面 ly 一 zo| = at 与 区 域 G 相交 , 一 般 来 说 , w(xo,t) 冯 0， 
表明 zo 点 受到 扰动 ; 当 Dfa < t < +co 时 , 球面 |y - zo| = at 与 区 域 G 不 交 ， 
从 而 w(xo,t) = 0, 即 扰动 已 经 过 去 , zo 恢复 静止 状态 . 

现在 , 在 时 刻 t = 如 时 ， 观察 扰动 的 全 局 性 态 u(z,to). 此 时 的 扰动 区 域 是 


f= {zl52 .NG#0= US ato? 


此 处 ， Sot 表示 以 z 为 心 , ato 为 半径 的 球面 . 扰动 区 域 的 边界 92 是 球面 族 
{UsecS} 的 包 络 面 . 车 记 d* 为 G 的 直径 , 于 是 当 t > d*/a 时 , 在 空间 中 有 
清晰 的 外 包 络 面 与 内 包 络 面 , 分 别 叫做 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 , 图 3.10 画 出 了 当 
G 是 直径 为 2R 的 球体 时 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 , 它们 分 别 是 半径 为 ato 十 忆 与 

一 民 的 与 G 同心 的 球面 , 这 是 物理 上 称 三 维 波 动 方程 的 解 为 球面 波 的 原因 
之 一 . 综 上 所 述 , 三 维 空间 中 的 初始 局 部 扰动 对 空间 中 每 一 点 zo 只 引起 在 有 限 
时 间 内 的 扰动 而 无 持久 后 效 ， 且 波 的 传播 有 清晰 的 前 阵 面 与 后 阵 面 , 称 这 种 现 
' 象 为 Huygens 原理 . 


3.9 局 部 扰动 的 传播 图 3.10 ” 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 
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再 看 柱 面 波 的 传播 . 设 初始 扰动 集中 在 二 维 有 界 区 域 G 内 , d 与 D 的 意义 
同 前 文 .zo 是 二 维 空间 中 任 一 点 . 我 们 观察 该 点 的 扰动 情况 . 由 Poisson 公式 知 ， 


utz EN 
,2na ja Vlat)’ — Iz — zof 
2ra Ot J so VY (at)? — |zx — zol? 


当 0 <t < 4d/a 时 , wv(zo,t) = 0, 即 zo 点 尚未 开始 扰动 . 当 t > d/a 时 , 一 般 
u(xo,t) 关 0, 即 zo 点 开始 扰动 , 特别 当 t > D/a 时 , 整个 初始 扰动 区 域 D 完全 
包含 在 积分 区 域 Bt 之 内 , 积分 运算 实际 上 在 D 上 进行 , 一 般 (zo, 姑 0. 理 
论 上 , zo 点 一 旦 扰动 就 永远 扰动 下 去 , 但 当 t 一 co 时 , 由 的 有 界 性 和 被 积 函 
数 趋 于 零 , 知 v(zo, 一 0. 也 就 是 说 , zo 点 从 时 刻 上 = d/a 开始 扰动 , 在 某 时 刻 
后 , 振幅 开始 衰减 , 直到 静止 下 来 . 其 特点 是 , 一 点 的 扰动 一 旦 开始 , 将 持续 扰 
动 下 去 . 不 像 球 面 波 那样 , 初始 扰动 对 zo 点 的 影响 仅 在 有 限时 段 内 起 作用 . 由 
此 可 知 , 若 从 全 局 看 初始 扰动 的 影响 即 波 的 传播 , 它 有 清晰 的 前 阵 面 而 无 后 阵 
面 , 这 种 现象 叫做 波 的 弥散 . 如 同 在 平静 的 水 面 上 投入 一 石 块 而 引起 的 波 的 传 
播 . 理论 上 , 可 以 把 二 维 波动 看 作 由 在 无 限 长 柱 体 内 的 初始 扰动 引起 的 波 的 传 
播 . 于 是 , 柱 体外 的 任 一 点 从 某 时 刻 起 将 持续 不 断 地 受到 柱 体 各 点 初始 扰动 的 
影响 , 从 而 一 直 扰 动 下 去 . 所 以 , 人 们 称 二 维 波 为 柱 面 波 . 


3.5 能量 法 解 的 唯一 性 与 稳定 性 


本 节 讨 论 二 维 与 三 维 波动 方程 定 解 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 所 用 方法 叫 
能 量 法 , 其 思想 来 源 于 物理 学 . 即 利用 波 传播 过 程 中 的 能 量 守恒 或 能 量 衰减 的 
关系 建立 下 文 所 述 的 能 量 等 式 和 能 量 不 等 式 , 用 它们 分 别 证 明 所 论 问题 解 的 唯 
一 性 与 稳定 性 , 这 种 方法 通常 叫做 能 量 法 . 为 直观 和 简便 计 , 我 们 仅 讨论 二 维 波 
动 方程 , 所 论 思 想 和 方法 可 推广 到 高 维 波动 方程 , 并 无 本 质 的 困难 . 

对 于 菏 膜 的 振动 , 其 动能 和 位 能 可 用 二 重 积分 表示 , 它们 的 和 称 为 能 量 积 
分 . 设 平面 区 域 & 有 界 且 边界 逐 段 光 滑 . 考虑 张 在 0 上 的 注 膜 的 微小 横 振 动 . 
设 薄膜 均匀 , 即 注 膜 的 密度 p 和 张力 系数 了 都 是 常数 , u(x,y, 妨 表示 薄膜 上 的 
点 (7,y) 在 时 刻 t 垂直 于 (X,Y) 坐标 平面 的 位 移 . 另外 , 设 有 垂直 于 (X,Y) 坐 
标 平面 的 外 力 , 其 面 密度 为 玉 (z, yy, 为, 而 沿边 界 89 的 线 密度 为 p(s,t), s 是 自 


然 参数 . 通过 力学 分 析 知 , 注 膜 在 时 刻 t 的 动能 KK(t) 和 位 能 P(t) 分 别 为 
K(t) = / [ P(g y, bdzdy 
. P(t) = 几 (Se 十 邮 ) — Fu)dzdy 十 人 cm 十 了 2)ds， 


这 里 , 常数 o> 0 是 边界 弹性 支撑 的 弹性 系数 . 于 是 , 薄膜 在 时 刻 t 具有 的 总 能 
量 为 


E(t) -// (Su 十 ee +w)— Fu)dzdy 
十 | cm 十 了 2)ds， 
3.5.1 ”能 量 等 式 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 


由 物理 学 知道 , 当 菏 膜 系统 不 受 外 力 时, 即 = p = 0, 系统 的 总 能 量 守恒 ， 
即 妃 (t) = 常数 . 下面, 从 数学 上 导出 这 个 等 式 , 即 证 党 -0. 

薄膜 的 微小 横 振动 在 无 外 力 时 , 其 位 移 函 数 u(z,y,t) 满足 齐 次 波动 方程 和 
齐 次 边界 条 件 


(3.5.1) 


全 Q2( 十 ) 2 工 
Wt (3.5.2) 
(TO + ou)lsn =0, 
其 中 , v 是 9 的 单位 外 法 向 . 此 时 , (3.5.1) 式 变 为 
T 
E(t)= (Su? 十 二 (局 十 wu2))drdy 
| A (3.5.3) 


Or 
十 / 一 2ds. 
oan 2 
则 
dE 


t 
| / | (Pusu 十 了 (wzuct 十 wwe))dzdg 
0 


十 / ouuds. 
an > 


由 二 重 积分 的 Green (格林 ) 公式 , 得 


/ 上 ttuatdZdy = / / (Usui)jsdrdy 一 / / ussuUidzdy 
人 R94 人 
二 / Urus COS(V, XT)ds 一 / / Uss Udrdy, 
on 82 
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类 似 地 , 有 


。 / 1 Uyuyidrdy = 1 Uyus COS(v,Yy)ds 一 / / Uyyudzrdy. 
人 on 2 


于 是 , 注意 到 (3.5.2) 式 , 得 
守则 加 -oj Ut (Ure 一 0G2 (Uss + wy)) drdy 


Ou 
十 u pa ds 
上 :( Ov ) 
一 0. 
所 以 


E(t) = 常数 = EE(0). (3.5.4) 


称 此 式 为 能 量 等 式 . 下 面 给 出 它 在 证 明 解 的 唯一 性 时 的 应 用 . 
设 有 二 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 边 值 问 题 
Wst — O72 (Uss + Uyy) = f(z,Yy,t), (xr,y) € 2, t>0, 
vu(7,Y,0) = pz,Y), uz,y,0) = pz,Yy), (2,y) € 0, (3.5.5) 
(Td + ou)lan = p(s,t), t > 0, 
其 中 , f 关 0 表示 振动 系统 受到 外 力 , o > 0, v 是 92 的 单位 外 法 向 . 我 们 有 
定理 3.5.1 (唯一 性 ) 问题 (3.5.5) 最 多 一 个 解 . 
证 明 ” 设 有 两 个 解 ul，tz, 令 w = ui 一 us， 由 释 加 原理 知 尺 满足 问 
题 (3.5.2), 从 而 对 ww 成 立 能 量 等 式 (3.5.4). 注意 到 wji_。= wlio = 0, 便 得 
E(0) = 0, 于 是 E(t) = 五 (0) = 0. 即 


E(t) = {fi Su 十 Te 十 u2))drdy 十 上 Fds = 0. 
由 各 被 积 函数 非 负 连续 知 ,在 002 上 %=0, 在 人 上 w= = w= 0, 所 以 
wu == 常数 = wl;-o = 0, 即 wi = vs. . 口 


3.5.2 ”能 量 不 等 式 初 边 值 问 题解 的 稳定 性 


为 得 到 问题 (3.5.5) 解 关于 初 值 的 稳定 性 结果 , 先 建立 所 谓 能 量 不 等 式 . 设 
u(z,y,t) 是 满足 问题 (3.5.2) 的 任 一 函数 , 记 


Eo(t) = / 上 u(x,y,t)drdy. 
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于 是 


dEo(t) _ 
a 一 2 / [ uuidrdy 
< 2(// waray):( {/ widzrdy) 
12 : 1 


< 2(Eo(t))’ (GEO): 
解 此 不 等 式 , 并 注意 到 E(t) = E(0), 便 得 
VBE(t) — VE(0) < 上 / VE(7)dr = fz E(O)t. (3.5.6) 
由 此 得 能 量 不 等 式 


E(t) < 2B,(0) + 全 BO) (3.5.7) 
不 难 证 明 另 一 形式 的 能 量 不 等 式 ( 留 作 习题 ) 
Eolt) < e: Eo(0) + AG _ 1)E(0). (3.5.8) 


比较 以 上 二 式 可 知 , 当 t 较 大 时 , 估计 式 (3.5.7) 比 (3.5.8) 强 , 但 当 t 较 小 时 ， 
(3.5.8) 比 (3.5.7) 强 . 事实 上 , 我 们 可 以 得 到 一 个 比 (3.5. OF 在 任意 时 刻 t>0 都 
强 的 能 量 不 等 式 . 事实 上 , 由 (3.5.6) 得 


Bal) < Bl0) + Bl0) + 2VBTD) JE VB), 
最 后 一 项 用 Young 不 等 式 
”2ab < ea?+ =, ve>0 
放大 , 得 
Blt) < (1+e)B(0) + (+ 2-p(0) (3.5.9) 
不 难 验证 , 若 在 (3.5.9) 式 中 取 e = 上 十 夯 十 夯 , 上 > 0, 则 所 得 能 量 不 等 式 比 
(3.5.8) 强 . 

下 面 用 能 量 不 等 式 证 明 二 维 波动 方程 初 边 值 问题 (3.5.5) 的 解 关 于 初 值 的 
稳定 性 . 设 问 题 (3.5.5) 的 解 是 w. 当初 值 发 生 扰 动 而 变 为 p(z,y) 十 ei(7x,y) 和 
办 (z,y) + sa(zZ;y) 时 , 对 应 问题 (3.5.5) 的 解 为 4 十 n(x,y,t). 则 由 又 加 原理 知 
满足 问题 

Ttt 一 Qa? (nz 十 Tyy) = 0, (zx, 切 € 02, t> 0， 
n(x,y,0) = ei(72,y), M(x,y,0) = e2(7,Y), (3.5.10) 
(名 十 om1)|ap = 
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于 是 , 关于 7 在 初始 时 刻 t = 0 的 各 能 量 为 


Eo(0) = / 上 sidzdy/， 


E(0) = gC ff (e2+a(e?, +e? yy 十 一 of e2ds). 
对 任意 固定 的 如 > 0, 当 te [0,to] 时 , 由 能 量 不 等 式 (3.5.7) 知 


/ | T(z,Yy, tdrdy 
< 2 // ezdzdy + 2t2( (// (e? te (Ete t Ea) )dzdy 十 


二 e2d 
p | 
于 是 得 到 


定理 3.5.2 (稳定 性 ) 二 维 波动 方程 初 边 值 问题 (3.5.5) 的 解 在 下 述 意义 下 
关于 初 值 是 稳定 的 : 只 要 初始 数据 的 变化 量 
leillz,cm), Nes, siz,cn), Nei,ylliscn), llezllr,c0), lleillr,scen) 
都 微小 ， 则 解 相应 的 变化 量 ?| zeo) 及 | zeo) 也 微小 ， 其 中 ， Q = x [0， tol. 
下 面 考察 问题 (3.5.5) 的 解 对 非 齐 次 项 f(z,y,t) 的 稳定 性 . 大 家 知道 , 此 项 
表示 振动 薄膜 在 Q 内 受到 外 力 . 为 此 , 仍 采 用 前 文 的 思想 , 先 建立 有 外 力作 用 
时 的 能 量 不 等 式 , 然后 用 此 不 等 式 证 明 解 的 稳定 性 . 
设 (zx,y,t) 满足 问题 . 
Uit 一 Qa? (Uss 十 Uyy) 3 zy t), (zx,y) E12,t>0 
u(x,y,0) =0, w(x,y,0)=0 (3.5.11) 
(TE + ou)len =0. 


F(t) = / f° (x,Y,t)drdy. 
把 由 (3.5.3) 式 所 确定 的 能 量 函 数 五 人 作为 出 发 点 , 此 式 两 边 对 上 求 导 , 整理 得 
dp 0 = /fu 上 Us (wt — a (wzs 十 uyy)) drdy 


Ou 
十 i ds. 
fu Ov ) 
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注意 到 (3.5.11), 得 


a / [ wfdzrdy 
<o( {fwaran:( /ran 
< p(B(O) VFO 
= V2pE(t) F(t). 
解 此 微分 不 等 式 , 得 
VBS -VEO < VS {Vimar < Ef Pan 
所 以 
E(t) < 2E(0) + pt / F(7)dr. (3.5.12) 
注意 到 在 推导 能 量 不 等 式 (3.5.7) 时 , 有 
V Eolt) ~ Vv Eo(0) < ve/ VE(T)d7, 
这 时 因 有 外 力 f(z,y,), 故 E(t) 已 不 守恒 . 但 是 , 有 估计 
/Bl) — VB) < fi | VE(T)dr < EA [ E(7)dr)i, 
故 有 
1 Eo(t) < 2E0(0) 十 a E(T)dr. 
把 (3.5.12) 代入 上 式 , 便 得 所 需要 的 能 量 不 等 式 
Eo(t) < 2E0(0) + po) + 2t / F(7)dr7. (3.5.13) 


利用 此 式 , 仿照 定理 3.5.2 的 证 明 , 可 以 得 到 问题 (3.5.5) 的 解 对 非 齐 次 项 
f(z,y,t) 的 稳定 性 (证 明 留 作 练 习 ). 


3.5.3 ” 初 值 问题 解 的 唯一 性 
本 小 节 用 能 量 法 证 明 二 维 波动 方程 初 值 问 题解 的 唯一 性 . 为 此 , 只 须 证 明 
齐 次 问题 


Us 一 (uaz + Uyy) = 0, (7,Y) € R?, 二 > 0， (3.5.14) 
ul(z, y, 0) 一 0， us(Z, 2 0) = 
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只 有 平凡 解 4% 三 0. 不 失 一 般 性 , 取 波 动 方程 中 的 常数 a = 1. 注意 , 由 于 此 
时 积分 


E(t) = // (好 十 吃 十 她 )qzdy 
可 能 发 散 , 故 不 能 由 此 式 出 发 证 明 解 的 唯一 性 . 


任 取 坐 标 平面 上 一 点 Mo = (zo,yo) 及 实数 RR > 0, 作 特征 锥 (图 3.11) 
K: (rz—Zzo)+(y—y) < (R-t),0g<tgR. 


i (xo, yo, BR) 


图 3.11 特征 锥 


锥 体 K 在 平面 += 0 上 的 截面 是 圆 域 
fo: (TT +(y— yo) <R. 
由 于 锥 体 到 人 f2 的 决定 区 域 , 故 在 时 刻 t 时 , 区 域 
: (Z 一 Zo) +(y—y) <(R-t),0<t<R 
人 wzZ,2 由 4 内 的 初始 条 件 完全 决定 . 所 以 , 2, 中 的 能 量 不 
应 超过 V2 中 的 能 量 . 特别 地 , 若 2, 中 能 量 为 零 , 则 人 2 中 能 量 也 应 该 是 零 . 以 
下 证 实 这 个 猜想 . 记 


1 
E(t) = ;/ (wi ++ uw)drdy 
9 


1 R-t 
和 ;/ of (w+ w+ wi)dl. 
2 0 C(Mo,r) 


其 中 , C(Mo,7) 是 与 2, 位 于 同一 平面 上 以 Mo 为 圆心 , 以 > 为 半径 的 圆周 . 则 


E(t 
a 四 ) =- 几 (Usd 十 (Wetuat + Uyuyt))drdy 一 


1 . 
= [ (好 十 吧 十 这 )d1 
2 C(Mo,R~t) 


/ / Ut (Ut 一 (ws + Uyy))dzdy 十 
1 
.89 . 5 


ou ee -3/ (wi ++ ww)dl 
C(Mo,R— 和 By 2 C(Mo,R-t) 
Ou | ; 
= dl 一 ~ (w+ 十 ww)dl. 
下 “Ov 2 .jcun Rt) 
1 
一 一 7 < lul|Dul < 3 (ut 十 起 十 色 )， 


将 此 式 代入 前 式 得 开外 a 。 < 0, 所 以 B(t) < B(0) = 0 从 而 E(t) = 0. 于 是 


由 0 < < RR 任意 性 知 在 整个 锥 体 K 中 , w, = ws = ww = 0, 由 此 知 在 K 中 
u 二 常数 = uc， y,0) = 0. 由 点 Mo 及 正 实数 忆 的 任意 性 ， 我 们 证 得 = 三 0 在 
R2 x 了 + 中 , 故 有 

定理 3.5.3 (唯一 性 ) 二 维 波动 方程 的 初 值 问题 

人 (was + Uyy) = fz,y,t), (x,y) € R?, t> 0， (3.5.15) 
u(z,Yy,0) = p(z,Yy), u(T,Yy,0) = V(r,Y) 

的 解 唯 一 . 

上 述 证 明 方法 , 即 能 量 法 , 适用 于 高 维 空间 同类 问题 的 证 明 . 关于 初 值 问题 
(3.5.15) 的 解 对 初 值 的 稳定 性 的 论证 , 与 对 初 边 值 问 题 (3.5.5) 的 讨论 类 似 . 在 
此 不 再 歼 述 . 


习 题 3 
1. 用 3.1.1 小 节 最 后 的 附注 中 提示 的 方法 导出 问题 (3.1.2) 的 解 的 d'Alembert 
公式 . 
2. 设 人 EC"( 民 x [0, 十 00)) 是 初 值 问题 (3.1.2)( 令 a = 1) 的 解 ， 并且 
2(z),W%(z) 有 紧 支 集 . 记 振动 系统 的 动能 天 () 与 势能 P(t) 分 别 为 


K(t) =- 了/ 人 
P(t) = ;/ i 
证 明 : 
(a) K(t) 十 P(t) = 常数 ; 


(b) 当 t 充分 大 时 , K(t) = P(t). 
. 83. 


3. 求解 初 值 问题 


Us — Uzz = 0,7 € R!, t > az, 
Vlas Te 2(Z),7 E R’, 
Ui leaz = WL),T € R:, 


其 中 ,a 天 十 1。 著 初 值 只 给 定 在 a < 了 < 5 上 , 试问: 在 什么 区 域 上 能 
确定 解 ? 


4. 证 明 初 值 问 题 
1 一 6(Z 十 让 ，Z ERRL > 7， 
| 一 0， 亿 | = WT), TE R! 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 多 (TZ) 一 37? = 常数 , 并 且 若 有 解 , 则 解 不 唯一 . 请 
解释 : 车 把 初 值 给 定 在 直线 t 二 az 上 , 为 什么 当 a 二 土 1 与 a 着 1 时 , 关 . 
于 解 的 存在 唯一 性 的 结论 不 一 样 ? 
5. 求解 下 列 定 解 问题 : 
(a) Wit — QUzs = 0, TE R', t > 0, 
Uz-at=0 = P(E), Ulstat=o = V(r), p(0) = y»(0); 
CE Quzs = 0, 7 ER!,t>0, 
Uo = p(T), Wo-atso = YT), p(0) = pO0); 
Uzs + 2(COST) Usy 一 (sin 2)uyy — (sin x)u, = 0, 
ol wyzaine = p(2), loans = (2), Ty ER 
Uzz + Yuyy + uy = 0, TE R!, y < 0, 
a1 us-o = (2); 本 |-o = 有 限量 ; 
yy — TUzgs = 0, 7 ER 了， y>1, 
ea = f(z), wly=1 = 9(7). 
6. 证 明 方 程 


T、 Ou 2 


2 多 sa 
的 通 解 是 
u(z,t) = i —at) + G(z+at)), 
其 中 , FG 是 任意 二 pe 


Uli=0 = P(7), usliso = WP(L). 


7. 求 方程 Wi 二 a?(Uzs 十 Uyy 十 Wzs) 的 形 如 = vu(7,t) 的 所 谓 径 向 解 , 其中， 


.84 . 


r= VE TFT. 


8. 在 例 3.1.1 中 , 将 边界 条 件 u(0,t) = 0 收 为 w(0,t) = f(t), 并 要 求 


记 9jEC ,0)=9(0) f°(0) = h(0), f"(0) = g"(0). 


试 求 解 此 初 边 值 问 题 , 并 验证 所 得 解 在 特征 线 z 三 上 上 有 连续 的 二 
阶 微 商 ， 


. 若 记 (7,t;T) 是 定 解 问题 


(A) ee 
| = 0, wili=r = f(z, 7) 
的 解 , 试 证 明 函 数 | 
ul(z,t) = [we t; 7T)dT 
是 定 解 问题 
(B) 1 Q Uso = f(z,t), zr @R!, t > 0， 
ilo 0 lg 


的 解 这 个 解 非 齐 次 方程 初 值 问题 的 方法 称 为 Duhamel( 杜 阿 梅 尔 ) 原理 ， 
也 叫 齐 次 化 原理 . 


10. 试 推导 问题 (B) 的 解 为 


11. 


12. 


u(x,t) = 二 人 ee f(y,T)dydr. 


a(t—7) 
利用 又 加 原理 叙述 问题 
Us 一 QWss = f(7,t), T ER!, +t > 0 
| ua 0) = po)，u(e0) = yz) 
的 求解 过 程 , 并 写 出 解 的 表达 式 . 
用 分 离 变 量 法 求解 方程 
Ut — Quss =0,0<z<l,t>0 
的 下 列 初 边 值 问题 : 
(6) | u(x,0) = 7? — 2lz, u:(7,0) = 0, 
wu(0,t) = wu,s(l,t) = 0; 
uz,0) = be sy 
(b) hy=) 当 c< zg<1l 时 ， 
uz(7,0) = 
u(0,t) = 0 0 
. 85. 


13. 求解 下 列 初 边 值 问题 : 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
. 86. 


Ut — QUss 一 47 0O<z<1,t>)0, 
(a) $ u(x,0) = wu(z,0)=0,0<z7<), 
u(0,t) = ull,t) = 0, t¥0; 
Us — QWss =0,0<z<l,t>0, 
(b) $¢ w(x,0) = wu(z,0)=0,0<z7<), 
u(0,t) = 0, wll,t) = A(sinwt — wt), t > 0; 
Us 一 a2 = brx, 0O<z<l,t>)0, 
(c) $4 u(x,0) = uz(7,0)=0,0<z<), 
w(0,t) =0, ull,t) = Bt, t>0. 
在 半径 为 R, 顶 角 为 wr 的 扇形 域 中 解 下 述 边 值 问题 : 
Uzz + Uyy = 0， 0<r<Rh, 0<w%D<oi 
| vyzo = lysea = 0, ulroa = f(x,Y). 
其 中 = Vi 二 更 
[提示 : 利用 极 坐标 
解 初 边 值 问题 
at 十 az 一 0 0<Z<1 tt>0， 
ua(Z;,0) = z(z —1), w(x,0)=0,0<z7<), 
u(0,t) = v(L,t) = uss(0,t) = ursll,t) = 0, t > 0. 
解 初 边 值 问题 
了 一 0Q2 — Du, 0<7z<l,t>0, 
人 0) = uo, u(0,t) = 0, vs(l,t) + hull,t) = 0. 
其 中 , 常数 有 > 0. 
解 初 边 值 问题 
Uz = QUss t+ Uyy), 0O<T<a,0<y<b,t>0, 
u(x,y,0) = 4, 
u(0,y,t) = us(a,y,t) = 0, 
uy(x,0,t) = u(x,b,t) = 0. 
设 a,b 不 可 公约 , 试 求 出 例 3.3.2 的 形式 解 . 


19. 设 特 征 值 问 题 


20. 
21. 


22. 


[p(z)X'(2)] ~ q(z)X(z) + Xpo(z)X(z) = 0， 
Ppo >0,p 之 po >0,g20,0<7z<), 
AoX(0) + BoX’(0) =0, A1X(l) + BiX'(l) = 0, 
(A2+Bi@#0, A2+B?z0 
存在 特征 值 . 其 中 ,A;, B; (i 二 0, 1) 是 常数 且 Bo < 0, 其 他 常数 非 负 .证 


明 : 特征 值 必 大 于 零 , 且 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 加 权 p(T) 正 
交 ， 即 


l 
exn (a) Xas =0, m#n 
0 
证 明 例 3.3.1 中 的 特征 函数 系 {sin VA%z} 是 空间 L?[0,1] 中 的 完备 函数 系 . 
利用 能 量 积分 函数 
1 
E(t) = 5 / (ku? + pu? 十 gu2)dz 
0 
证 明定 解 问题 
p(T)us = (k(z)us). — q(xz)u, 0O<z</i,t>0, 
u(x,0) = u(x,0)=0,0<z7z<), 
u(0,t) = wll,t) =0,t>0 
的 解 以 三 0. 其 中 ; k(X) > ko > 0, gq(z) > 0, p(z) 之 po > 0, 而 ho, po 是 


车 记 W(X,t;T) 是 问题 
Wi 一 02 = 0, 0<z<l, t > T， 
了 |>-=o ws =0,t> 7, 
wr = 0, wilisr = f(z,7), Org! 


的 解 , 证 明 肖 数 ， 
u(x,t) =-/ f(x,t;T)dT 
是 问题 
Us — QUss = f(z,t), 0O<z<1,t>0, 
u(0,t) = wl(l,t) =0, t>0, 
u(x,0) = wu(z,0) =0,0<z<! 
| . 87. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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的 解 . 这 就 是 求解 非 齐 次 方程 混合 问题 的 Duhamel( 杜 阿 梅 尔 ) 原理 , 也 叫 
齐 次 化 原理 . 

在 例 3.3.3 中 , 证 明 由 (3.3.32) 式 (系数 as，b。 由 (3.3.33) 式 确定 ) 表示 的 
函数 u(7,0) 是 定 解 问题 (3.3.27) 的 解 , 且 u € 0™. 

假设 互 = (Bi, Ez, EBs) 和 B= (Bi, Bs, Bs) 是 Maxwell 方程 组 


五 , = curlB 
B., = —curlk 
divB = divE =0 
的 解 . 证 明 : Us ~ Au 二 0, 其 中 ,二 己 , 或 B, (i 二 1,2,3). 
用 Kirchhoff 公式 求解 初 值 问 题 
| Ust = Q2 (Uss + Uyy + Uss), (Z, 9 2) E Rs, t >'0, 
Ulso = Za + fz, Usli=0 = 0. 
设 U(7T,t) E C™(R" x [0, 十 00)) 是 n 维 波动 方程 初 值 问 题 
ut — Au =0, ZER" tt>0， 
| uli=0 = h(x), ut-o = g9(7), TZ € R" 
的 解 . 对 任意 固定 的 XE 有 恨 ", 定义 由 的 球面 平均 函数 
Und = ms as, 
其 中 , ws， nw 分 别 是 nn 维 单位 球 的 体积 和 表面 积 . 类 似 定 义 hh,g 的 球面 
平均 函数 互 (zir),G(zir). 试 证 明 : 


De OC™(R, x [0, +oo))， 
并 且 满 足下 述 Euler-Poisson-Darboux 方程 的 初 值 问题 


We Ue 2 0 7r>0,t>0, 
Ul|:=0 二 H, Uls=0 =G, TE R.. 


设 u(z,t) 是 三 维 波动 方程 初 值 问 题 (3.4.1) 的 解 , 初 值 p, 录 足够 光滑 且 具 
有 紧 支 集 . 证 明 存 在 常数 C, 使 得 

|u(z,t)| < C/t, ERast> 0. 、 
用 降 维 法 从 (3.4.7) 导出 弦 振 动 方程 初 值 问题 (3.1.2) 解 的 d'Alembert 
公式 . 
证 明 : 车 问题 (3.4.1) 中 的 pe C3(R3), 洲 E C2(R3), 则 由 Kirchhof 公式 
(3.4.7) 表示 的 函数 wz;t 属于 C2 类 , 并 满足 问题 (3.4.1). 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 


37. 
38. 


求解 二 维 波动 方程 的 初 值 问 题 
| Utt = Qa? (Uss + Uyy), (x,Yy) € R?,t>0, 
uli=0 一 2Z2(Z ++ YY), uslio = 0. 
求解 二 维 波动 方程 Ut = a?(Uss 十 Uyy) 的 轴 对 称 解 以 二 u(r,t), 其 中 ， 
六 = VT? 十 全- 
求解 二 维 波动 方程 的 初 值 问 题 
Ust = QO (Uss + Uyy) + cu, (2,Yy) E R?, t>0, 
| uli=o0 = p(T,Y), ulio = WP(T,Y). 
[提示 : 作 变 换 v(Z,y,z) = e”*/*w(z,y), 用 Kirchhoff 公式 求解 v. ] 
设 以 (T,Yy,t) 是 初 值 问题 
Ust — 4(Uss + Uyy) = 0, (x,y) € R?, t > 0， 
| 由 -oo = 2(Z， y), Utli=0 = VY (L,Y) 
的 解 , 其 中 
0, (zx,y) € (2, 


p(T,Y), (L,Y) = | 10, (x,y) € R2\f, 


人 2 是 正方 形 {(zZ,V) | |z| < 1,|y| 入 1}. 试 指出 当 t > 0 时 , u(7,y,t) 三 0 
的 区 域 . | 
试用 .3.4.3 小 节 的 方法 导出 二 维 非 齐 次 波动 方程 初 值 问题 
= a (uss + Uyy) + f(z,Y,t), (2,y) € R?, t > 0， 
us0 = 0, wo=0 
的 解 的 积分 表达 式 . 
利用 降 维 法 由 公式 (3.4.18) 求解 34 题 . 
求解 三 维 非 齐 次 波动 方程 初 值 问题 
I = Au+2(y—t), (zx,y,2) € R,t>0, 
tliso = 0, wileso = Z2 十 yz. 
[提示 : 分 解 为 两 个 方程 , 用 登 加 原理 .] 
证 明 问 题 (3.5.5) 的 解 关于 非 齐 次 项 f 的 稳定 性 . 
受 摩擦 力作 用 的 端点 固定 的 有 界 弦 (0 < 7 < 1) 的 振动 满足 方程 wii 一 
aaz 一 Cut， C > 0. 证 明 其 能 量 是 减 小 的 , 并 由 此 证 明 初 边 值 问题 
. 89. 


39. 


41. 


42. 
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Ust = QUzs — cus t+ f(z,t), 0O<zT<1,t> 0， 

u(0,t) = vll,t) = 0, 

u(x,0) = p(z), ui(z,0) = Y(z) 
解 的 唯一 性 以 及 分 别 关 于 初始 条 件 和 非 齐 次 项 f 的 稳定 性 . 
考虑 在 区 域 G= {(z,t) |0<z<il,0<t<T} 上 的 混合 问题 

Uz = (kK(T)us)s — q(T)u + f(z,t), (z,t) eG, 

u(0,t) = wll,t) = 0, 

ul(z, 0) Ee 2(Z)， ut (TD， 0) x wy(z), 
其 中 , k(x) > 0, g(z) > 0 和 f(z,t) 都 是 G 上 充分 光滑 的 函数. 试 证 明 : 
若 f(z,t) 在 G 上 有 微小 扰动 , 则 由 此 引起 解 在 G 上 的 扰动 也 很 微小 . 
[提示 : 利用 21 题 中 的 能 量 积分 函数 .] 


. 设 U(z,Yy,t) 是 问题 (3.5.2) 的 解 , 并 记 


E(t) = // (Sw 十 (we 十 2) )dzay +/ Tds, 
人 2 on 
Eolt) = / / Ww (7,Yy, t)drdy. 
试 证 成 立 能 量 不 等 式 : 
E(t) < eBo(0) + A _ 1)E(0). 


设 U(Zz,y,t) 是 二 维 齐 次 波动 方程 Ut = a?(wWss 十 Uyy) 在 特征 锥 天 (图 3.11) 
内 的 解 , 若 记 . .，. : 


五 (12.) = /h, ((w2 + a?(w2 + vw2)) drdy, 


Bl0)= [fey andy 

斌 证: 

(DJ) < (Oo)， 

Eo( (2,) < e Eo(f2,) 十 (e’ 1)E(f,). 
利用 上 题 结果 证 明 二 维 波动 方程 初 值 问题 (3.5.15) 的 解 关于 初 值 在 下 述 
意义 下 的 稳定 性 : 对 任意 给 定 的 < > 0, 存在 正 数 6, 使 当初 始 条 件 的 差 
PP1— Pp2) Vi — V2 的 L?( (2,) 范 数 以 及 差 lz 一 ac Ply Pp2,y 的 7) 范 
数 都 不 超过 6 时 , 则 在 锥 体 天 (图 3.11) 内 对 应 的 解 的 差 一 wu 的 L?(K) 
范 数 必 不 超过 =. 


第 4 章 热传导 方程 


设 8 是 R"(n > 2) 中 开 集 , 则 n 维 齐 次 热传导 方程 是 
us 一 QA = 0, TE nN,t>0, (4.0.1) 


其 中 , a > 0 是 常数 . 

a 它 是 抛物 型 方程 的 典 
型 代表 , 具有 丰富 的 物理 背景 . 例如 , 设 有 一 个 由 均匀 且 各 向 同性 的 介质 组 成 的 
物体 占 有 三 维 空间 有 界 区 域 9, 并 设 体内 无 热源 . 令 u(z, 为 物体 在 点 z 于 时 
刻 t 的 温度 , J(z,， t) 是 在 点 (zx,t) 的 热流 速度 . 则 在 单位 时 间 通 过 光滑 曲面 
流向 曲面 单位 法 向 > 一 侧 的 热量 为 


f 1-vas, 
pp 


由 此 知 , 对 2 的 任 一 具有 光滑 边界 的 有 界 子 域 G, 在 单位 时 间 内 流出 G 的 


热量 是 
/ J .vdS, 
DC 


其 中 ,z 是 8G 的 单位 外 法 向 . 由 热学 定律 知 , 由 温度 高 处 流向 温度 低 处 的 热流 
速度 正比 于 温度 函数 的 梯度 , 即 J 二 _kD,wu, 这 里 ,k > 0 是 常数 称 为 介质 的 
热传导 系数 . 所 以 上 式 变 为 


-/ kDu: vdsS. (4.0.2) 


DG 


根据 另 一 条 热学 定律 : 体积 微 元 dz 的 温度 升 高 正比 于 流入 dz 内 的 热量 . 于 是 ， 
在 点 (z, 单位 时 间 内 流入 微 元 dz 的 热量 是 cusdz, 其 中 ,c > 0 是 介质 单位 体 
积 内 的 热 容量 , 对 均匀 的 且 各 向 同性 介质 , c 是 常数 . 于 是 


/ cusdz = 单位 时 间 内 流出 G 的 热量 

由 (4.0.2) 便 得 
-| cuidz = -|/ kD.u :vdsS. (4.0.3) 
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将 散 度 定理 (3.0.1) 用 于 (4.0.3) 式 右 端 , 得 
小 (cu 一 kAwdz = = 
由 被 积 函数 的 连续 性 和 G c 1 的 任意 性 ， 便 得 三 维 热传导 方程 
uu — QAu=0,7r€n,t>)d0, (4.0.4) 


其 中 , a? = k/c > 0. 同样 , 若 考虑 一 张 侧面 绝热 的 薄片 中 的 热传导 , 可 得 到 二 
维 热传导 方程 . 若 考虑 一 根 均匀 同性 细 杆 中 的 热传导 , 设 侧面 绝热 且 温度 的 分 
布 在 同一 垂直 截面 上 处 处 相同 , 则 温度 函数 仅 与 截面 在 细 杆 上 的 位 置 x 和 时 间 
t 有 关 , 它 满足 一 维 热传导 方程 


ts — a Uss = 0. 


另外 , 在 研究 扩散 现象 时 , 例如 气体 的 扩散 、 液体 的 渗透 和 半导体 材料 中 杂质 的 
扩散 等 , 也 会 得 到 类 似 的 方程. 人 不 
失 一 般 性 , 下 文 将 设 方程 (4.0.1) 中 系数 a = 1. 


4.1 初 值 问题 


对 一 维 齐 次 热传导 方程 的 具有 齐 次 边界 条 件 的 初 边 值 问题 , 或 在 某 些 规则 
区 域 上 的 二 维 甚至 三 维 齐 次 热传导 方程 带 有 齐 次 边界 条 件 的 初 边 值 问题 , 可 以 
用 上 一 章 介 绍 的 分 离 变量 法 求解 . 现在 考虑 高 维 齐 次 热传导 方程 的 初 值 问题 


= 及”， t 入 了， 
一 Av 王 0, ZE 0 < (4.1.1) 
a = 9p(7), T € R", 


这 里 及 下 文 , w == u(x,t) = u(z1, T2) ,Tn t), A = 这 
不 难 验证 以 y 为 参数 的 函数 


E(x — 0) = se (4.1.2) 


满足 (4.1.1) 中 方程 , 称 它 为 热传导 方程 (4.0.1) 的 基本 解 . 与 三 维和 二 维 波 动 
方程 的 解 相 比较 , 我 们 发 现 热传导 方程 的 解 对 空间 维 数 的 依赖 关系 是 很 规律 
的 , 故 本 章 直 接 讨 论 高 维 热传导 方程 . 用 Fourier 变换 方法 求解 初 值 问题 , 对 
Fourier 变换 的 严格 数学 理论 将 在 第 8 章 中 叙述 , 这 里 仅 简单 介绍 它 的 概念 、 性 . 
质 和 在 求解 初 值 问题 时 的 应 用 . 
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4.1.1 Fourier 变换 及 其 性 质 


设 函数 f(z) 在 rz e R"(n > 1) 上 连续 可 微 且 绝对 可 积 , 则 有 它 的 Fourier 
变换 
jy 上 Hz)eristdz 


及 /6 的 Fourier 道 变换 
/四 = my | fe 


其 中 , 内 积 .8 = zi&1 十 zzkz 十 … 十 Xk。. 在 不 强调 函数 的 自 变 量 的 情况 下 ， 
一 个 函数 的 Fourier 变换 与 道 变换 也 可 分 别 记 作 FF[f| 和 FF-![ 用 . 显然 , Fourier 
变换 是 线性 变换 . 另外 , 后 文 将 用 到 它 的 以 下 三 条 基本 性 质 : 


(1) 微分 性 质 
车 f 和 f， 的 Fourier 变换 都 存在 , 且 当 |z| 一 十 oo 时 , f(z) 一 0, 则 有 - 
FIf, |] = ié,FIf), 
其 中 , i 是 虚数 单位 . 
一 般 地 , 有 


FID* 有 | = G9=PI 大 
其 中 ， Q 一 (Qi1, G2, " , Qn ) 称 为 多 重 指 标 ， Qi (i 一 工 , 2，: ,n) 是 非 负 整数 ， 并 
且 规 定 z - : 
al| 三 Qi 十 as 十 十 Qnr， 
alal 
7° 三 (ZI (Za) (Zn) 

这 里 要 求 适当 光滑 , 式 中 出 现 的 了 的 各 阶 微 商 都 可 进行 Fourier 变换 , 且 当 
|z| 一 十 oo 时 ， 人 利用 分 部 积分 公式 不 难 证 明 此 性 质 成 立 . 

(2) 帘 乘 性 质 

若 f(z) 和 x; f(z) 都 可 进行 Fourier | 则 有 
rie- PU) 


a 


一 般 地 有 
天 [一 ielze 月 = D® FI 
其 中 , 要 求人 i 
(3) 卷 积 性 质 
. 99. 


(a) 若 函 数 f,，g 都 可 进行 Fourier 变换 , 则 它们 的 卷 积 
1*g 四 = | fete -Way 
也 可 进行 Fourier 变换 , 是 有 
| Flf * 9| = FIflF'lgl; 
(b) 车 f,g 和 它们 的 乘积 fg 都 可 进行 Fourier 道 变换 , 那么 有 
F [fg=F [fA *F gl. 


证 明 “ 仅 证 (8), (b) 类 似 可 证 . 由 f,g 在 R: 上 绝对 可 积 , 用 Fubini 定理 ， 
有 
Flf#g=F| 上 js 一 g)dy 


= | es { foe Way 
专 [ f(y)dy 人 g(zjerig+atdz 


= / f(ye dy 上 9g(z)e dz 
= Flf]Ff{gl. 
» 口 
例 4.1.1 求 函 数 Flz) = eolzl 的 Fourier 变换 , 其 中 , XE R!,a > 0. 
解 | 
f(é) = 上 ezle-im edz 


=/ ezl(cosze — isin zé)dz 
Ri 


十 co 
三 2/ e "Coszédz 
0 


例 4.1.2 求 函 数 f(€) = e-lslt 的 Fourier 逆 变换 , 其 中 , & € R", t > 0. 
解 


1 a 
FU = Br/ Se ge 


1 十 ce 网 二 
3 
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1 
一 G/ etét cos Trérdéx) . 
0 


n 


十 co 
T(x) = = 上 et COS ThEkdtk. 
0 


由 Buler( 欧 拉 ) 公式 
e-” dz 一 人 


ro =3 二 

对 T(zkx) 求 导 并 进行 一 次 分 部 积分 , 得 
dI(z.) 
dz 


解 此 方程 并 注意 到 1(0) 的 值 , 得 


化 
十 元 T(zn) = 0. 


re) = 44/ 本 
所 以 
P-: 胃 =- 直 re = mwe- 时 


k=1 


4.1.2 ” 解 初 值 问 题 


设 初 值 问题 (4.1.1) 的 解 uz 如 和 初始 数据 ptz) 都 可 关于 变量 z 进行 
Fourier 变换 , 并 记 


oed= 上 u(x, t)e-i*tdz, 
p= | vir)ede, 


于 是 , 对 (4.1.1) 中 方程 和 初始 数据 进行 Fourier 变换 , 便 得 关于 4(&,t) 的 常 微 


分 方程 初 值 问题 
di(é,t) i 加 
dt 十 I| a(é, t) = 0, (4.1.3) 
L(é,0) = ¢(é&). 


易 得 其 解 为 2(e, 划 = P(E)e-iers 对 它 作 Fourier 北 变 换 , 并 利用 例 4.1.2, 得 
uz,t) = F-:[a(é, t)] 
= F-1[p(é)e- le" 
= FIB(] Fe 


|z 一 2 


= (4rt)-" / py)e 五 -dy 
Rr 


= (4r)-"/? / Elz ~ yt)p(y)dy, 


lz—yP 


其 中 , (xz 一 y,t) = t"/2e 一 岂 做 (4.1.1) 中 热传导 方程 的 基本 解 ， 
而 称 


“K(x—y,t)= (4r) "?E(z— y,t) 
(4.1.4) 


|z 一 2 


一 (4rt)-?"/2e 于 
是 初 值 问题 (4.1.1) 的 解 核 . 于 是 , (4.1.1) 的 形式 解 可 表 为 
u(x,t) = / Pp(YIK (x — yy,t)dy. (4.1.5) 

为 了 后 文 的 应 用 , 在 此 给 出 解 核 的 以 下 几 条 性 质 : 

(1) K(x —Yy,t) >0, K(z—Yy,t)€C™, vreR",yeR",t>0; 

(2) ( 急 一 A)K(z -yt) = 0, Vz € R", y € R", t > 0, 这 里 , A = A。 
或 A,; 

(3) K(z—Yy,t)dy=1, Vr eR",t>0; 

(4) 对 任意 正 数 5, 下 式 成 立 : 


lim K(z—y,t)dy=0, vr E R". 


由 K 的 表达 式 6 (1) 和 (2) 显然 成 立 . 为 证 性 质 (3), 对 积 
分 作 变量 代 换 y = z + (4t)!/2n, 则 得 
上 K(z—y,t)dy= nr" 上 eml dy = 1, 
这 里 , 用 了 Euler 积分 
人 ednm=1{ / 上 e-” ds) = mn/2. 


关于 性 质 (4), 在 积分 式 中 仍然 作 上 述 变换 , 得 
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lim K(z—y,t)dy= lim | * el dn.: 
t 一 0 十 


十 
ti" .ly 一 zl>5 m2>s/vVE 


由 于 Euler 积分 是 收敛 的 , 故 上 述 极 限 等 于 零 . 


4.1.3 ” 解 的 存在 性 
在 上 面 推 导 问 题 (4.1.1) 的 形式 解 (4.1.5) 的 过 程 中 , 假设 了 初始 函数 p(z) 


的 Fourier 变换 存在 , 并 用 到 还 原 公 式 已 -IO] = p. 这 通常 要 求 p(x) 绝对 可 


积 且 有 连续 的 一 阶 微 商 . 其 实 , 在 对 p(z) 附加 弱 得 多 的 条 件 下 , 就 可 证 明 由 
(4.1.5) 所 表示 的 函数 w(x,t) 是 问题 (4.1.1) 的 古典 解 . 
定理 4.1.1 (存在 性 ) 若 p(z) e C(R"), 且 存 在 常数 M>0 和 A>0 使 


| Ip(z)| < Me4P1 ，Yz ER" . (4.1.6) 
成 立 . 则 由 (4.1.5) 式 确定 的 函数 wz, 昌 是 问题 (4.1.1) 在 区 域 2 = {(z,blze 
RR", 0 <t<T} 上 的 古典 解 , 且 在 2 上 无 穷 次 可 微 , 其 中 , 全 < ry 

证 了 明 (1) 先 证 v(z, 连续 . 任 取 常数 a > 0, 0 < 如 < 了 了 , 并 记 
L={(z,t) ||z| <a, to gt<T}. 
于 是 , 车 (x,t) e 工 , 则 由 (4.1.5) 式 知 


lu(z,t)| < mf K(x — y,t)esbl dy 

a 4.1.7 

<cM | exp{Aly| 一 区 一目 d = 
Rr 


其 中 , c = (4mio)-"?. 车 记 有 = 一 雯 ,, 并 对 上 式 被 积 函数 中 的 指数 配方 , 得 
A ,AA 
ATA” + 有 + 

此 式 代入 (4.1.7), 着 A+ 万 <0, 即 T< 2 则 得 估计 


AlyP? + Alz ~ yl = (A+ A)ly— 一 一 一 |z|?， 


2 二 4 
|u(z,t)| < cMedrsl®| 人 exp {(4+ 人 |y 一 二 2| }qy 


= ceM(0IT 


a ie 鸭 [sl (4.1.8) 
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由 (4.1.8) 可 知 (4.1.5) 中 的 积分 在 工 上 绝对 且 一 致 收敛 , 从 而 , 此 积分 所 
确定 的 函数 ulz, 在 二 上 连续 . 由 正 实数 a 和 妈 的 取 法 知 (zt) 在 区 域 2 上 
连续 . 

(2) 次 证 u(x,t) € C%(R" x (0, 了 TT) , 且 满 足 方程 对 任意 多 重 指标 a = 
(ao aa ,0m), KK(z 一 y,t) 关于 变量 (t,x) 求 偏 微 商 得 


DK(z —y,t)= (zi — Yi, 二 


其 中 , (zi 一 司 是 z, 一 和 和 二 的 多 项 式 . 如同 在 第 (1) 步 证 明 中 对 
(4:1.5) 中 积分 的 售 计 , 可 对 积分 
上 en)DeKGe -bdy 


进行 类 似 的 估计 , 得 到 该 积分 也 在 L 上 绝对 且 一 致 收敛 . 于 是 , 在 工 上 , 进而 在 
全 上 对 (4.1.5) 式 中 的 函数 以 (zx,t) 可 在 积分 号 内 微分 任意 多 次 , 即 


Drulz,d)= 上 PWD°K(e — yt)ay 
所 以 , wv(z,t) €eE C~(0). 用 解 核 的 性 质 (2) 立 得 
(5S — A)u(z,t) = 人 pg)(2 —A)K(z —y,t)dy = 0. 
(3) 证 明 utz, 满足 初始 条 件 , 即 证 对 任意 zu < R", 有 
-lim ,uz,t) = p20). 
不 失 一 般 性 , 设 zo = 0, 并 记 w(z) = p(x) - ep(0), 则 p(x) = 2(0) +wo(z). 由 
(4.1.5) 式 及 解 核 的 性 质 (3) 知 
wm) = | oOK(e -wayt f wr wd)ay 
= p00)+ | wi Ke -utay 
vo(z) 连续 且 vo(0) = 0, 故 对 任意 取 定 的 实数 。 > 0, 存在 正 数 5(e), 使 当 
|z| < 6(e) 时 , lwo(z)| < e. 由 定理 所 设 知 , |uo(z)| < 2Mesls1, 故 存在 正 数 B(e) 
足够 大 , 使 当 |z| > 5 时 , 有 |wo(z)| < ee5@I?. 从 而 , 对 任意 ze R", 有 
{wr wool < ms {sola -Ea ay 
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上 式 右 端 与 (4.1.7) 式 中 的 积分 式 相 比 较 , 并 利用 估计 式 (4.1.8) 的 结果 , 得 
[wr day < 
此 即 


Bjzl2 


& 
lulz, t) 2(0)| < (1 -4B 
其 中 , t > 0 足够 小 ， 使 B(e) - 声 < 0， 在 上 式 中 , 令 t 一 0+,z 0, 得 
dim ， |u(z, t) 天 op(0)| <e, 由 e 的 任意 性 便 得 
lim vlg,t) = p(0). . 六 
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附注 1 由 解 核 的 性 质 (1) 和 (3), 从 (4.1.5) 可 得 , 对 有 界 的 p(z), 有 
ud) < (| Kle utay) (eup pln) = sup ol) 
更 一 般 地 , 当 z eR",t>0 时 , 得 
inf p(y) < ulz,t) < sup PD. 


附注 2 由 定理 可 见 , 4 > 0 越 小 , 对 上 而 言 的 解 的 存在 范围 越 大 . 当 yp(zx) 
只 是 有 界 连 续 函 数 时 , 则 在 定理 4.1.1 中 4 > 0 可 任意 小 , 于 是 , (4.1.5) 所 确定 
的 函数 w(x,t) 就 是 初 值 问 题 (4.1.1) 在 及 * x (0, co) 上 的 解 . 

附注 3 同样 的 推理 可 以 证 明 : 将 p 改 为 可 测 函 数 而 定理 的 其 它 条 件 不 
变 , 则 (4.1.5) 所 确定 的 函数 (zx,t) 仍然 是 问题 (4.1.1) 的 无 穷 次 可 微 的 解 , 且 
在 %(z) 的 连续 点 y, 当 z 一 y, t 一 0 时, w(x,t) 一 2( 轨 . 这 说 明 即 使 初始 数据 
有 间断 点 时 , 解 仍然 是 无 穷 次 可 微 的 . 相 比 之 下 , 波动 方程 的 解 就 没有 如 此 好 的 
性 质 ( 见 定理 3.4.1). 

附注 4 由 (4.1.5) 可 以 看 出 , 当 t > 0 时 , wu(z,t) 依赖 于 oly) 在 所 有 点 上 
的 值 (注意 到 与 波动 方程 的 解 的 明显 不 同 , 见 3.4.2 小 节 中 对 影响 区 域 的 论述 )， 
即 y 在 一 点 y 附近 的 值 片刻 之 后 将 影响 所 有 zx 点 上 w(x,t) 的 值 , 不 管 z 点 距 
2% 点 多 么 远 , 虽然 在 远 距离 处 的 影响 微小 . 通常 把 这 种 性 质 称 为 热传导 方程 使 
得 初始 扰动 ( 即 初始 数据 ) 具有 无 穷 传播 速度 . 因此 , 在 物理 现象 中 严格 应 用 热 
传导 方程 有 明显 的 局 限 性 . 反观 波动 方程 , 人 们 称 波动 方程 使 初始 扰动 具有 有 
限 传播 速度 , 由 第 三 章 中 对 Huygens 原理 和 波 的 弥散 现象 的 分 析 , 读者 不 难 理 
解 这 一 点 . 
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4.2 最 大 值 原理 及 其 应 用 


4.2.1 ”最 大 值 原理 
设 有 了 妥 "t1(n > 2) 中 有 界 柱 体 
Qr = {(z,t)lz € 1, 0<t <T), 


其 中 , 2 是 R" 中 有 界 开 集 , T 是 取 定 的 正常 数 . 记 由 柱 体 的 侧面 和 底面 组 成 的 
边界 部 分 为 广 , 称 其 为 CQr 的 抛物 边界 , 即 IT = Qr> 一 Qr( 图 4.1). 


图 4.1 有 界 柱 体 及 其 抛物 边界 


若 函 数 v(z,b 在 @r 上 关于 zx 的 所 有 二 阶 连续 偏 微 商 及 关于 t+ 的 一 阶 连 
续 偏 微 商 存在 , 则 记 为 we C?1(Qz). 

车 wu € C21(Qr) 且 满 足 w 一 Au < (>)0, 则 称 久 是 热传导 方程 w 一 Au =0 
在 Qr 上 的 下 解 (上 解 ). 我 们 有 

定理 4.2.1 (下 解 的 最 大 值 原理 ) ” 设 u(z,t) E C1(Qr) 在 @r 上 连续 , 且 
是 热传导 方程 内 一 Au 二 0 在 Qr 上 的 下 解 . 则 它 在 @r 上 的 最 大 值 必 在 抛物 
边界 上 取 到 , 即 


maxu(z,t) = maxu(z,t). 
Qr ey 


特别 地 , 若 在 Qr 上 成 立 严格 的 不 等 式 一 Au < 0, 则 久 的 最 大 值 只 能 在 抛物 
边界 上 取 到 . 

证 了 明 (1) 先 设 久 一 Au < 0. 因 w € C(@7), 故 存在 点 (7,t) € Q@z, 使 得 
u(x,t) = maxu. 若 (zx,t) e Qz, 则 在 该 点 有 ww > 0,， Au < 0, 于 是 一 Awu > 0， 
这 与 所 设 矛 盾 . 所 以 , (z,t) e Tr, 即 

maxu = maxn. 
Qr Tr 
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(2) 在 Qr 内 ww 一 Ar < 0. 对 任意 正 数 k, 令 
v(x,t) = vu(z,t) — kt, 
则 % 满足 v 一 Av = w 一 Au 一 k < 0, 于 是 用 第 (1) 步 证 明 的 结论 得 maxv = 
maxvw, 注意 到 , 


maxu = max(v + kt) < maxv + kT 
Yr Qr Qrz 
= maxv + kT < max wu + k7, 


令 k 一 0, 得 


maxu < mo 
Qr 


相反 的 不 等 式 显然 成 立 , 所 以 ， , ax = 四 ax 水 口 


附注 若 u(z,t) 是 热传导 方程 w 一 A =0 在 Qr 上 的 上 解 , 则 一 wu 必 是 
下 解 , 由 定理 立 得 关于 上 解 的 最 小 值 原理 


min wu(z,t) = minw(z, t). 
Gr rr 


由 定理 4.2.1 及 上 述 附 注 立 得 关于 热传导 方程 解 的 最 大 值 原理 (证 明 留 作 练习 ). 

定理 4.2.2 ( 解 的 最 大 值 原理 ) 设 w(7z,t) e C21(Qr) 在 @ 上 连续 , 且 是 
热传导 方程 一 Au =0 在 @Qr 上 的 解 . 则 |u| 在 @Qr 上 的 最 大 值 必 在 抛物 边界 
上 取 到 , 即 


max |u(z, 切 | = De Iulz, )|. 
Qr T 


定理 4.2.3 (比较 原理 ) (a) 设 u0 和 wu) 都 满足 定理 4.2.2 的 条 件 , 若 在 
Tr 上 有 UY 和 vv2(uoa) > 2)， 则 在 @r 上 也 有 uD < ul (ul > u®?). 

(b) 设 公 和 ?v 都 满足 定理 4.2.2 的 条 件 并 且 v 之 0, 若 在 Tr 上 有 人 | 二 wv, 则 
在 @r 上 也 有 ul <<v. 
这 就 是 热传导 方程 的 解 的 比较 原理 (证 明 留 作 练习 ). 由 最 大 值 原理 可 以 证 明 
(a), 利用 (a) 可 以 得 到 (b). 其 实 , (a) 就 是 比较 原理 的 基本 内 容 , 此 处 写 出 (b) 
是 为 了 方便 后 文 对 该 原理 的 应 用 . 


4.2.2 ” 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 


本 小 节 及 下 一 小 节令 述 最 大 值 原 理 在 证 明 热 传导 方程 定 解 问题 解 的 唯一 性 
与 稳定 性 时 的 应 用 . 
定理 4.2.4 (唯一 性 与 稳定 性 ) 初 边 值 问题 


| ws — Av = f(z,t), (7,t) € Qz, 
| ulr, 


A (4.2.1) 
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的 解 唯 一 且 关 于 初 边 值 是 稳定 的 . 
证 明 若 问题 (4.2.1) 有 两 个 解 心 和 w, 则 由 从 加 原理 , 它们 的 差 w = 
Ui 一 Us 满足 问题 
ui — Au = 0, (7,t) € Q7, 
ulr, = 0. 


由 解 的 最 大 值 原理 (定理 4.2.2), 得 . 
maxlu| = max|u| = 0. 
Qr Tr 
于 是 , 在 Qr 上 v = 0, 即 wi = wz, 故 解 唯一 . 下 证 稳定 性 . 车 wu (i = 1,2) 满 
足 问题 
| wb? — Au® = f(z,t), (2,t) € Qz, 


ur pO (z, t), 
则 z= wD 一 wu 满足 问题 
le — Au = 0, (7,t) € Qr, 


ulr, = 0 a (2). 
由 解 的 最 大 值 原 理 (定理 4.2.2), 得 
We lv| = max lp™ ~ po. 
所 以 , 对 任意 给 定 的 正 数 <, 若 max Ip 中 一 p< 立 得 
max|uY ~ u®?|<e. 
Gar 
即 解 关于 初 边 值 在 连续 函数 空间 范 数 下 是 稳定 的 . 口 


4.2.3 ” 初 值 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 
. 由 定理 4.1.1 知 , 只 要 we(z) 在 R" 上 连续 且 满 足 增长 阶 条 件 (4.1.6) Me4l=P， 
则 由 (4.1.5) 确定 的 函数 
u(x,t) = / 有 Pp(YIK(T— Yt)dy . 
就 是 问题 (4.1.1) 的 在 zc Rn 0 < t < T(T < 7) 上 的 解 . 下 面 证 明 : 如 果 解 
的 增长 阶 具有 形 如 (4.1.6) 的 限制 , 即 存在 常数 M， > 0, 41 > 0 使 下 式 成 立 : 
lulz,t)| < Meslst, Yr eR", 0g<t<gT. (4.2.2) 


则 这 类 解 必 唯一 . 
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定理 4.2.5 es 若 问 题 (4.1.1) 的 解 以 满足 增长 条 件 人 则 这 类 
解 必 唯一 a 
证 明 (1) 设 ua， ul 同 是 问题 洲 1.1) 的 解 则 函数 ， = vv) - ww2) 满足 
问题 
1 (4.2.3) 
u(x,0) = 0, x € R". 
故 只 须 证 明 问题 (4.2.3) 在 区 域 {z € R", 0 < t < T} 上 仅 有 平凡 解 必 三 0 
(2) 任意 取 定 R* 中 一 闭 球 lz| < b, 选取 ee 使 0 <e < Mi， 并 设 常数 
4' > hi. 取 常 数 a > 0 充分 大 , 使 Mie4e < ce4o , 不 妨 设 a > b. 于 是 , 由 
(4.2.2) 知 
Iu(z,t)| < ees*, 当 |z| = a 时 . (4.2.4) 


在 闭 域 D= {(z,t)|lz| <a, 0<t< < 上 作 辅 助 函 数 

A’'|z|? 
(LE a oP{T 4a} 
容易 验证 它 满足 问题 (4.2.3) 中 方程 ， ee D 的 边界 部 分 lz| = a 上 有 


v(z,t) = 


v(z,t) = 


> se4 号 


CE epT 4 1 
而 在 DD 的 底面 += 0 上 有 w(z,0) >e> 0. 用 (4.2.4) 式 和 初始 条 件 w(z,0) = 
比较 w 和 w 知 , 在 D 的 抛物 边界 上 有 |u(z,t)| < v(x,t), 则 由 比较 原理 0 
4.2.3), 在 D 内 也 有 此 式 成 立 . 特别 地 , 当 |z| < 0 < t< 5 . 二 时 ,有 


ue | < el a 


令 。 一 0, 便 得 在 闭 域 {|z| < 6， dt BR} umd) =0 由 > 0 的 任意 
性 , 知 在 区 域 {z < R”， Ds jd 


(3) 在 区 域 {z e R"， < <t< < 1} 中 重复 在 第 (2) 步 中 的 论证 , 可 得 在 
该 域内 w= 0. 因 T 是 有 限 数 , 如 此 延 拓 证 明 有 限 次 后 便 得 所 证 , 唯一 性 证 毕 . 口 

若 vw9 (i = 1,2) 是 问题 (4.1.1) 对 应 于 初始 数据 p (i = 1,2) 的 解 , 对 
任意 给 定 的 正 数 6, 设 max|p™ 一 929| < 6. 则 由 解 的 表达 式 (4.1.5) 和 解 核 
K(x 一 y,t) 的 性 质 (3) 得 

eX lw — vu?)| < max lp 一 eol 人 K(z—y,t)dy <6. (4.2.5) 
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于 是 , 我 们 证 得 
定理 4.2.6 (稳定 性 ) 初 值 问题 1.1) 人 范 数 下 对 初始 
数据 是 稳定 的 . 


4.2.4 ”例题 


本 小 节 给 出 儿 个 在 不 同方 面具 有 代表 性 的 例题 . 首先 , 在 讨论 热传导 方 
程 初 值 问题 解 的 唯一 性 时 , 对 解 的 增长 阶 有 限制 条 件 (4.2.2)， 下 面 是 A. N. 
Tychonov ( 吉 洪 诺 夫 ) 给 出 的 例子 , 说 明 这 个 限制 条 件 是 不 可 去 的 . 

例 4.2.1 (A. N. Tychonov) ”对 一 维 热传导 方程 的 初 值 问 题 

Ut — Us = 0, TER!,t>0, 
u(x,0) = 0, 


除非 解 满足 条 件 |u(7z,t)| < Me4le ,否则 解 不 唯一 . 
解 设 g(t) 是 RR! 中 无 穷 次 可 微 函数 , 则 方程 4 一 wss = 0 的 解 可 由 级 数 


u(z,t) = > 0 Sy 一 oo < 7, t <+o0 (4.2.6) 


给 出 , 事实 上 , 假设 级 数 (4.2.6) 的 收敛 性 足够 好 , 则 有 


SE Oa 
™ A di (2k-—2) A .dist (2k)! 


dr gt) ow 
一 diet (2k)! 
由 此 可 知 , 级 数 (4.2.6) 满足 方程 w 一 ws = 0. 现在 , 取 
| ne Le —t-°}, ea 
它 关 于 上 无穷 次 可 微 , 但 在 点 t+ = 0 不 解析 . 故 相应 的 级 数 (4.2.6) 的 收敛 性 依 
赖 于 微 商 9( 的 估计 . 由 解析 函数 微 商 的 Cauchy 公式 得 


d*g(t k! e-*” 
外 20 一 5 ee 
这 里 , t > 0, 六 是 积分 路 径 : |z 一 让 =0, 0<9<1, 对 Rez > 0 定义 ze 作为 
函数 的 主 值 . 对 实数 X, 位 于 上 的 点 z 可 表 为 
z=t+ Ote* = (1 + 0e’), 


Re(—z-°) = —t-°Re(l 十 ge>)-". 


Uz 一 
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显然 , 总 可 取 :9 充分 小 , 使 对 所 有 实数 入 有 

Re(l + Ge*)-° > 1/2, 
”因此 
Re(—z °) < -3t™, 


| 二 2 的 < 


dt |< (Ot)* 
又 因 其 [ < 办 , 故 由 (4.2.6) 可 得 估计 


wz 四 | < > yr -本 一 exp{ 1 ep -让 
可 见 , 在 每 一 区 间 [zo, zj] 的 当 上 上 一 0+ 时 , 一 致 地 有 w(x,t) 一 0 所 以 , 由 
(4.2.6) 式 所 确定 的 函数 4(zx,t) 是 初 值 问题 
Avu =0, zr ER",t>0, 
人 0 zcRr ~ ; 
的 解 , 称 它 为 Tychonov 解 . 
如 果 求 得 初 值 问题 (4.1.1) 的 一 个 解 ， 只 要 加 上 上 述 的 解 , 就 得 
到 问题 的 另 一 个 解 , 从 而 , 解 的 唯一 性 就 不 成 立 . 故 要 保证 解 的 唯一 性 , 条 件 
(4.2.2) 是 不 可 去 的 . 
从 物理 方面 看 , 热传导 方程 描写 的 物理 现象 , 如 热 的 传导 、 分 子 的 扩散 等 ， 
都 是 由 高 到 低 、 由 密 到 稀 的 单 向 变化 , 这 种 变化 是 不 可 逆 的 . 相应 地 , 在 数学 上 
表现 为 以 -t 替换 t 得 到 不 同 的 方程 ww + Aw = 0. 与 此 相应 的 是 对 热传导 方程 
在 上 < 0 上 的 初 值 问题 一 般 是 不 适 定 的 . 下 面 是 也 . Rothe ( 罗 效 ) 的 著名 例子 . 
例 4.2.2 (E. Rothe) 考虑 一 维 热传导 方程 一 us。= 0 的 初 值 问题 
u(x,0) = yp(7), ~o0 < Z < 十 oo. 


解 车 yp(z) =0, 则 w(x,t) = 0 是 一 个 解 . 车 


po(Z) = sin 二 x 入 > 0， 
则 


(Re Me 坟 sin > 
是 解 . 可 以 看 出 , 对 充分 小 的 入 > 0， 初 值 2(z) 可 任意 地 接近 于 零 , 而 这 个 解 仅 


当 t > 0 时 才 随 之 接近 于 零 . 当 t < 0 时 , 解 不 趋 于 零 , 即 解 关于 初 值 的 稳定 性 
不 成 立 
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下 面 给 出 既 可 用 延 拓 法 又 可 用 分 离 变量 法 求解 一 维 热传导 方程 初 边 值 问题 
的 例子 . 
例 4.2.3 考虑 有 界 杆 的 热传导 问题 
Us — Uzzs = 0, 人 t>0, 
u(z,0) = yp(7), Og<z < (4.2.7) 
u(0,t) =u(Lt) =0,t>0, 
其 中 , pe Cl0,1], yp(0) = p() =0. : 
解法 一 设 w(z,t) 是 问题 的 解 ， 因 wu(0,t) = 0, 可 关于 变量 > 奇 延 拓 
u(Zz,t) 到 [一 二] 上 , 然后 以 27 为 周期 继续 延 拓 它 到 整个 实 轴 上 . 从 而 转化 成 
无 界 杆 的 初 值 问题 


Us — Uss = 0, ER',t>0, 
ul(7,0) = $(7), T € R', 


其 中 , 函数 6(z) 满足 
i 8(z) = 9(7), 0< 7 <&), 


i $(7) = —p(—7), lz <0, 
85(z 十 21) = 6(7), T ER'. 
由 于 yp(z) 在 [0,4] 上 连续 , 从 而 5(z) 在 R! 上 连续 有 界 , 故 满足 存在 性 定理 
4.1.1 的 条 件 , 所 以 问题 的 解 是 _ 上 
u(x,t) = / $YyK(z — Yy,t)dy. (4.2.8) 


由 于 8$(z) 是 奇 函 数 , 故 有 i 
5 / G(y)K(y,t)ay =0, 


一 Do 


同时 , 由 于 8B(1 一 zx) 是 z 的 奇 函 数 , 故 有 
机 
the / SG(y)K( — yt)dy 


= /swWrw day 


Ce 


0 
可 见 , 由 (4.2.8) 所 确定 的 函数 wu(z,) 当 0 < z < 1,t > 0 时 就 是 问题 (4.2.7) 
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的 解 . 它 可 以 写 为 
v(x, t) 


(2n+1)! 


Sy | swWK(e -way 


n=—_00 " (2m 一 1) 


Sn [ $YK(T—Yy— 2nl,t)dy 


n= 一 00 


3 [ sw SWIK(z —y—2n,t) — K(z +y — 2nl,t)]dy 


人 一 一 De 


本 yp(W G2, bay 


其 中 | 
二 进 < (Z 一 9 一 277) 
G(x,y,t) = 2 {em | = -| 
-op|- ty 2n!l) oe 
解法 二 设 uz,i) 二 X(z)T(), 代入 方程 后 分 离 变量 得 
27 加 XX" 
Te 
令 其 公 比 常数 为 -和 , 则 得 两 个 方程 a 
T+MT=0, X"+AX=0. (4.2.9) 


结合 (应 应 该 满足 的 边界 条 件 X(0) = X(!) = 0， 构成 特征 值 问题 


X"(z) + AX(z) = 0,，0<z<l, 
X(0) = X(!) = 0. 


由 3.2.2 小 节 的 讨论 知 该 问题 的 特征 值 为 
nn 
和 nm = (一 1 ) ; n= 1,2,..,， 
相应 的 特征 函数 为 
及 一 sin 一， n= 1,2,.. 
对 应 于 A,, = (nr/1)?, 由 (4.2.9) 第 一 式 解 得 
下 二 三 人 


7097， 


于 是 , 问题 (4.2.7) 的 解 为 


n=1 


u(z, t) .es e i (4.2.10) 
由 初始 条 件 知 
o(Z) = > an Sin 了 


也 一 1 


于 是 
an 一 [ p(T) sin Tzdz. 


因 yp(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 存在 常数 及 > 0, 使 |a,| < K 对 所 有 nn 成立， 因此 
对 任意 的 二 > 如 > 0, 在 闭 矩 形 区 域 


SD={(z,t)|0<zrsgl,tost<t} 


上 ， 有 2 2”2 
-2 sin 了 了 z| < 二 
所 以 级 数 (4.2.10) 在 上 面 所 示 的 矩形 域 了 上 绝对 且 一 致 收敛 , 故 其 和 函数 
u(z,t) 连续 . 由 加 > 0 的 任意 性 知 w(z,t) 在 0 < z < 1,t > 0 时 连续 . 于 是 , 对 
任意 上 > 0 有 w(0,t) = wl(l,t) = 
另外 , 对 级 数 (4.2.10) 关于 上 寺 逐 项 微 商 一 次 及 关于 z 逐 项 微 商 两 次 后 分 
别 得 到 的 两 个 级 数 在 了 上 仍然 绝对 且 一 致 收敛 , 从 而 (4.2.10) 所 确定 的 函数 
u(7,t) 满足 问题 (4.2.7) 的 方程 . 所 以 u(x,t) 是 问题 的 解 . 
下 面 给 出 一 个 技术 意义 较 强 的 问题 , 尝试 用 前 文 讲 过 的 方法 求解 
例 4.2.4 设 有 一 根 可 以 看 作 无 限 长 的 热传导 细 杆 {TZ E 恨 !}, 在 -oo < 
2Z<0 和 0<2zZ<+ 二 oo 上 分 别 由 两 种 不 同性 质 的 物质 组 成 . 在 过 渡 点 Z = 0， 
温度 及 沿 两 个 方向 的 热流 必须 一 致 , 左边 的 温度 用 wu(z,t) 表示 , 右边 的 温度 用 
U(z,t) 表示 . 于 是 , 描述 该 现象 的 定 解 问题 为 
— yuss =0, 2 <0,t>0, 
U:— TU,.;,=0,7x>0,t>0, 
u(z,0) = p(7), 7 < 0, 
U(x,0) = 5(z) x > 0, 
| w(0,t) = U(0,t), t > 0, 
[ws(0,t) = QU.(0,6), t > 0, 


(4.2.11) 
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其 中 , 2(0) = $B(0), w. 和 人 2 是 热 交换 系数 , Y 和 本 是 热传导 系数 . 
解 将 问题 延 拓 到 整个 实 轴 上 . 首先 , 设 问 题 (4.2.11) 有 解 u(z,t), U(x,)， 
定义 函数 
v(z,t) = au(—z,t) + bU( > A oo 


其 中 ， a,b 是 待定 常数 . 不 难 验证 ul t) 在 z>0,t>0 时 满足 方程 一 一 Tuuz = 
0. 延 拓 函数 u(x, t) I 


vu’ (zx,t) = I > 


v(z,t), x 0. 
显然 , 它 在 z e R1'\{0}, t > 0 上 满足 方程 一 yu*, = 0. 另外 , wu*(z,t) 及 其 微 
商 心 (z, 在 z=0 应 有 衔接 条 件 : 
| { w(0,t) = v(0,t) = au(0,t) + bU(0,t), 
| (es of 0.00 人 

用 (4.2.11) 式 中 最 后 两 个 条 件 , 上 式 进 一 步 化 为 

vu(0,t) = av(0,t) + bu(0,t), 

| Qus(0,t) = —afdw, (0,t) + po/ t). 


和 此 得 ob 一 1-0 +o/ 二 全 入 出 6; 将 其 代 入 4219) 便 可 家 
当 z >0 时 w 的 初 值 


u(x,0) 一 ap( 一 Z) 十 ss(/ Lo), Z > 0. 


， o(Z)， Z< 0， 
人 9 (zx) = aw( 一 Z) 十 55(V So), 2Z 过 0. 


定义 函数 


于 是 得 到 延 拓 后 的 函数 w*(zx,t) 的 初 值 问题 
人 一 TU =0,7€R!',t>)0, 
(20) 一 (zz)， T ER. 
现在 , 去 掉 (4.2.11) 可 解 的 假设 , 直接 求解 (4.2.13). 令 y = z/V7Y, 把 (4.2.13) 
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(4.2.13) 


中 方程 化 为 (4.1.1) 中 形式 , 然后 用 (4.1.5) 式 得 


w (7,t) = 5 三 wu :(vVTy 0)e-( 庞 人 MY dy, zr e 有 R!. 

当 限 制 z < 0 时 , 上 式 就 是 问题 (4.2.11) 中 的 解 w(z, 改 ; 当 限 制 z > 0 时 , 上 式 
就 是 (4.2.12) 中 的 函数 v(x,t), 由 此 便 得 到 (4.2.11) 的 解 UV(zx,t). 

例 4.2.5 不 用 定理 4.2.1, 直接 证 明 热传导 方程 一 Au = 0 的 最 大 值 原 
理 , 即 定理 4.2.2. 

证 明 ” 反 证 . 设 w(z,t) 不 在 上 取 到 最 大 值 由 于 w(x,t) 在 7 上 连续 ， 
则 必 在 某 点 (2*,t*) e Qz 取 最 大 值 , 设 wz*t) = M, 在 Tr 上 最 大 值 为 m, 则 
M > m. 记 的 直径 为 d, 作 函 数 


NS Wd 0 一 二 一 (z 一 ze)2， 


易 知 在 Ti 上 ,wv(z,t) <m+(M—m)/(2n)= 0M, 0<0<1, 而 v(z*,t*)= M 
所 以 v(z,t) 也 不 在 Tr 上 取 到 最 大 值 . 则 wv 必 在 点 (zi1,t1) € Qr 取 到 最 
大 值 , 在 该 点 有 Au < 0,， wv > 0, 从 而 v, 一 Av > 0. 但 是 , 直接 计算 得 
一 Av = 一 (M 一 m)/d? < 0, 矛盾 . 所 以 ,wv 必 在 fr 上 取 到 最 大 值 , 以 到 代 
替 便 知 v 也 在 Tr 上 取 到 最 小 值 , 即 max lv| = max lul. 口 


4.3” 强 最 大 值 原理 


前 一 节 给 出 的 最 大 值 原理 回避 了 热传导 方程 的 解 在 Qr 上 取 到 最 大 值 的 情 
形 , 我 们 就 称 它 为 最 大 值 原理 . 本 节 我 们 讨论 热传导 方程 的 解 在 Qr 上 取 最 大 
值 的 情形 , 称 它 为 强 最 大 值 原 理 . 

定理 4.3.1 ( 强 最 大 值 原理 ) 设 we C2z1(Qr)mC(G) 是 热传导 方程 的 下 
解 ， 并 且 在 点 P? = (zZ0,t) e Qr 取 到 它 在 Gr 上 的 最 大 值 M, 则 在 Qu 中 
4 三 MM (图 4.2). 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 先 证 明 三 个 引 理 . 由 % 的 连续 性 ， 以 下 不 妨 设 to。< 工 . 

引 理 4.3.2 设 we C21(Qr)nC(G) 是 热传导 方程 的 下 解 并 在 Qzr 内 取 
到 它 在 Qr 上 的 最 大 值 M. 如 果 在 Q@r 内 存在 这 样 的 闭 球 

K: (rz-z)?+(t-D?<r 

使 在 KK 内 部 有 4 < JM, 并 且 在 9K 上 有 最 大 值 点 P= (zl 加) 则 zl 二 元 

证 了 明 (1) 不 失 一 般 性 , 可 设 书 是 在 9K 上 的 唯一 最 大 值 点 . 否则 , 可 取 
五 中 的 与 9K 仅 有 唯一 公共 点 P 的 较 小 的 闭 球 来 讨论 . 
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图 4.2 在 Qs 上 w=M 


(2) 反 证 , 设 z? 和 元 做 以 书 为 球 心 , 以 某 个 小 于 |z: 一 za| 的 正 数 为 半径 的 


闭 球 Ki (图 4.3). 记 Tf = KN OK Tr,= 
ok 显然 ,存在 正常 数 c 使 得 对 所 有 .2 


(z,t) € K! 有 |z 一 3z| >c. 由 于 在 Pr 上 ww < AM， 
故 存在 充分 小 正 数 56, 使 得 u < M -5 在 Tr， 上 . x 
成 立 . 引入 函数 


h(mt) se DD ear 


其 中 , 常数 a > 0 待定 . 犁 知 ,在 天 内 有 >0, 在 图 4.3 引 理 4.3.2 的 证 明 
9K 上 hh=0, 在 KK 外 hh<0. 注意 到 
— Ah = el(*-5) +(:- D1 [0(n - 一 上 十 如 一 4o2lz 一 元 有] 

< ee-2) 二 (下 [2a(m 十 T) — 4a], 


故 可 取 a > 0 足够 大 ， 使 在 Ki 上 如 Ah<0 


(3) 令 v = w+ eh, 其 中 , 常数 s > 0 待定 . 由 第 (2) 步 证 明知 在 天 上， 


ES < 0. 由 于 在 Pi 上 < M -5, 故 可 以 取 e > 0 充分 小 使 在 P， 上 
v< M; 在 Ps 上, 由 h <0 和 ww < M 可 知 v < M, 从 而 在 6K, 上 v <'M. 
由 于 在 6K 上 h = 0 所 以 wz 三 ) = M. 以 上 论证 说 明 : v 在 K 上 的 最 大 
值 在 K， 内 部 取 到 , 但 由 下 解 的 最 大 值 原理 (定理 4.2.1), 这 是 不 可 能 的 . 所 以 ， 


21 一 元 . 口 


引 理 4.3.3 设 w Ee C2?1(Qzr)nmnC(G) 是 热传导 方程 的 下 解 ， 并 且 在 点 
二 (2, 如 ) < Qr 取 到 它 在 Qr 上 的 最 大 值 M， 则 在 超 平面 S(t?) = {(zx,t) € 


cs 上 ,u=M 
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证 明 (1) 反 证 , 设 有 点 Pi = (zx!,t9) e S(t?), u(P!) < v(Po), 用 线段 7 
连接 Pi 与 Po. 由 v 的 连续 性 知 , 存在 点 P* e 7 使 得 u(P*) = v(Po), 而 在 
上 介 于 P* 与 P! 间 的 所 有 点 P = (zt 如 ) 上 , 都 有 w(P') < v(Po). 在 7 上 P: 
与 P* 之 间 选 取 P' e 和 y, 使 得 dist(P', 9Q7) > 2 已 已: 

(2) 由 于 w(P') < w(P*), 由 wv 在 Qr 上 的 连续 性 知 ， 和 
TIT:zT=7,t 一 6g<t<t +6, 使 对 所 有 点 PeI 有 


uP) <uP) (4.3.1) 
(3) 考虑 椭 球 族 (图 4.4) 
E: (zz 二 AL-t2 < XM, 入 >0. 


4.4 引 理 4.3.3 的 证 明 


则 了 的 端点 在 及 的 边界 上 , 并 且 当 入 一 0+ 时 , 及 一 三 当 入 由 零 连 续 增 

加 时 , 区 域 及 mn {t-= t 中 -连续 增 大 . 由 (4.3.1) 知 , 存在 入 在 增加 过 程 中 的 第 

一 个 值 各 , 使 在 内 w < w(P*), 并 且 存 在 某 点 Q = (办 t 如 ) e 86E、 满足 

u(2 如 ) = wu(P*). 由 (4.3.1) 知 y 天 这 与 引 理 4.3.2 矛盾 . . 口 
引 理 4.3.4 设 以 如 引 理 4.3.3 所 述 , 又 设 尺 是 含 于 Q@Qr 内 的 长 方 体 : 


R: tao tt 一 zi 入 ai 一 12 .030< ao < 如. 


则 对 任意 PeR 有 ww(P)=w(P?). 

证 明 (1) 反 证 , 设 及 内 一 点 Q@ 使 u(Q) < wu(P°)( 图 4.5). 由 的 连续 性 
知 , 在 点 @ 的 某 邻 域内 也 有 < v(Po), 故 可 设 Q 不 位 于 t= 如 上 , 而 且 在 连 
接 Q 和 P?° 的 线段 7 上 , 存在 点 已 使 w(P') = w(P'), 而 在 7 上 位 于 点 Q 和 
P' 之 间 的 所 有 点 已 上 都 有 w(P) < wu(P'). 不 失 一 般 性 , 可 设 已 = Po, 且 对 某 
个 正常 数 oo < 如 , Q 位 于 t= 如 一 ae 上 . 否则 , 可 以 在 一 个 较 小 的 立方 体 中 讨 
论 问题 . 
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Co 一 0 1°) P0 +a, 10) a 


图 4.5 ' 引 理 4.3.4 的 证 明 . 


(2) 记 Ro 是 R 除 掉 上 顶 面 后 的 集合 . 对 任 一 点 巨 < R。, 由 第 (1) 步 证 明 
中 P' 和 Q 的 取 法 知 ,S( 五 ) 必 含 有 ?7 上 一 个 点 . 由 于 在 7 上 w < w(CPo), 故 由 
引 理 4.3.3, u(P) < w(P9). 
引入 函数 
h(x,t) = -tk|z |, 常数 有 > 0. (4.3.2) 


易 知 , 在 抛物 面 
DF: 如 一 上 = 大 lz 一 Z (4.3.3) 


上 户 = 0, 在 以 多 为 下 边界 的 上 部 区 域 中 心 < 0, 而 在 以 多 为 上 边界 的 下 部 区 
域 中 hh > 0. 取 (4.3.2) 中 常数 k > 0 足够 小 , 使 2nk < 1. 则 在 R 内 有 


yy a (4.3.4) 


(3) 抛物 面 多 把 立方 体 R 分 为 两 个 区 域 , 以 92' 记 下 部 区 域 . 则 ' 的 
上 边界 多 nR 仅 在 Po 处 与 4 = to 接触 , 在 多 ' 的 其 余 边界 部 分 上 , 由 于 
u < u(P?), 故 存在 5 > 0 使 w < w(Po) 一 5. 由 此 知 , 存在 充分 小 的 正 数 < 使 在 
这 部 分 边界 上 , 函数 v= w+eh < wu(P). 在 久 ' 的 上 边界 上 除 Po 点 外 , 都 有 
v= 二 4 <u(P?), 并 且 v(P?) =Vw(Po). 在 儿 ' 内 , 由 (4.3.4) 式 及 w 是 热传导 方 
程 的 下 解 , 便 有 网 


ER 


由 下 解 的 最 大 值 原理 (定理 4.2.1) 知 , 任 Pe ', 都 有 Pu < v(Po), 于 是 ， 
So (pn) > 0. 再 由 (Po) = 一 1 < 0, 便 得 


二 (Po) = -> (4.3.5) 
| 本 


男 一 方面 , 由 久 是 热传导 方程 的 下 解 , 所 以 
可 一 Av 区 0 


在 Qr 上 恒 成 立 . 注意 到 P? 是 的 最 大 值 点 , 就 有 Au(P°) < 0, 从 而 
二 (Pa) < Au(P’) «<0. 
此 式 与 (4.3.5) 矛盾 . 
定理 4.3.1 的 证 明 (1) 反 证 , 设 在 @w 本 wu 关 w(Po)， 于 是 ， 至 少 有 
一 点 P € Qw 满足 u(P) 关 u(P°), 则 存在 P' = (z',t) € 线段 PPo 满足 
u(P') = u(P?), 而 对 线段 PP' 上 所 有 点 已 有 
| u(P) < wu(P°). (4.3.6) 
(2) 构造 长 方 体 (图 4.6) 
Qi:t—-a<t<t, zr—arr+d, 
i=1,2,.. ,Nn, = (71, 7 ,7.), 
其 中 , 常数 a > 0 充分 小 使 长 方 体 Q C Qr. 由 引 理 4.3.4， 在 此 长 方 休 8' 内 
v 三 u(P'), 故 在 线段 BPNQ' 上 w = 三 v(P') = wu(P'), 这 与 (4.3. 9 矛盾 . 
得 证 . 


图 4.6 ”定理 4.3.1 的 证 明 


习 题 4 
1. 已 知 方程 外 一 ws 十 Zu 二 0, XE 了 腿 !, t > 0. 设 其 解 u(7z,t) 的 Fourier 变 
换 为 们 (&,t), 证 明 它 满足 方程 
心 十 论 e 十 二 0. 
的 


由 此 解 出 家 (€,t) 二 F(& 一 让 )eX /3, 其中, 已 是 一 个 连续 可 微 的 任意 函数 . 
若 u(x,0) = p(z)j(z € RR1), 验证 给 定 方程 的 初 值 问题 的 解 是 
ty+zr) 


ES ( 
t”/3 = 三 
亲人 上 p(y) exp{ -ty 和 
. 设 实 常数 a > 0, b> 0, 证明 


/ 和 
Ri 


u(x,t) = 


}dy. 


定义 算 子 
用 网 = 人 ee 一 wbdy t>0 
Ri 
则 对 任意 的 实数 二 > 0， t2 > 0， 有 
Ls [ret] = Le+ely), 
. 证 明 函 数 
| 1 (2 é + (yn 
v(z,y,t,€,7,7) = pp 4 
关于 变量 (2,y,t) 满足 方程 0 一 (vss 十 vyy) = 0, 关于 变量 (&,7,T) 满足 方 
程 27 十 (Vee 十 hi) = 0. 
， 若 Vi(Z，t， v2(y, t) 分 别 是 问题 
Ut — Uzz = 0, x ER',.t > 0, 
wi(z, 0) = Pa(zZ) 


wz2(y,0) = pz(9) 
的 解 , 试 证 明 遂 数 凡 (X,Yy,t) 二 vius 是 问题 


Us — (Uzs + Uyy) = 0, (x,y) € R?, t > 0， 
u(x,Y,0) = p1(x)p2(Y) 


— Uz,yy = 0, y € R!, t > 0, 


的 解 . 
.导出 热传导 方程 初 值 问题 


Uz 一 (Uss + Uyy) = 0, (x,y) € R?, t > 0， 
u(z,Y, 0) 过 2(Z, 29) 一 2 0(7)Bi(Y) 
的 解 的 表达 式 . 
本 


6. 已 知 在 上 半 平 面 y > 0 上 静电 场 的 电位 函数 U(T,Yy) 满足 Uss 十 Wy 二 0 及 
u(x,0) = p(z), ,im 4 二 0, 其中, 7 = VzZ2 十 色 . 试用 Fourier 变换 求解 
u(z,Y). 
7. 设 半 无 限 平面 板 y > 0, 在 边界 yy = 0 上 |z| < a 处 保持 常温 以 二 1, 在 
Iz| > a 处 凿 = 0. 和 


a 
十 arctan 


u(x,y) = > (arctan® 2 本 > 
8. 解 初 边 值 问题 
Us — aUzz = 0, >0,t>0, 
u(x,0) = p(7), us(0,t) = 0, 2(0) =w (0) =0. 
[提示 : 用 偶 延 拓 法 .] 
9. 设 v(Z,t) 是 问题 
Vi— avs =0, 2Z>0 t+t>0, 
v(x,0) =0,， wvw(0,t)=1 


的 解 , 验证 Duhamel 积分 
(0 = | v(x,t— Tu(T)dT 
满足 初 边 值 问题 ; 
Us — a2Uss =0, >0,t>0, 
ul(z, 0) = 0， u(0, t) = H(t). 
10. 求解 一 维 热传导 方程 一 a2uss 二 0 (ZX € 民 !, t > 0) 在 下 列 初 值 条 件 下 
的 初 值 问题 : 
(a) u(x,0) = sinz; 
(b) w(x,0)= 722+1. 
11. 用 延 拓 法 求解 半 有 界 直线 上 热传导 方程 初 边 值 问 题 
Ui — Quss = 0, 7T>0,t>0, 
u(0,t) = 0, u(z,0) = p(7), 7 >0, 
其 中 , p(z) 满足 条 件 p(0) = 0. 
12. 求解 半 无 界 杆 的 热传导 问题 : 
Ui — Uzz =0, x>0,t>0, 
u(x,0) = p(x), + > 0, 
us(0,t) + du(0,t)=0,0<t<o. 
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13. 


14. 


证 明 问 题 


Ui — Uzz = 0, 7 ER!, t > 0， 
4 u(z,0)=1,7x>)0, 
u(z,0)= —1,7z<0 
的 解 是 


z uz,t) = P(A) 
其 中 , gz) 是 误差 函数 : 
of(Z) = | edt. 
用 分 离 变量 法 求解 问题 
Ui— Uz —=0,0<7z<l,t>0, 
u(x,0) = p(x), 0O< zx <), 
u(0,t) = 0, (ws t+ ou)|s = 0, t > 0, 


”其 中 ,常数 o>0. ， 


15. 
16. 


证 明定 理 4.2.2 与 定理 4.2.3. 
设 G 是 有 R? 中 有 界 区 域 , 试 利用 证 明 热 传导 方程 解 的 最 大 值 原理 的 方法 证 
明 : 满足 方程 Was 十 ty =0 的 子 数 u(7X,y) 在 G 上 的 最 大 值 不 会 超过 它 


在 边界 0G 上 的 最 大 值 . 
17. 


设 U(z,t) E C21(Qzr)mC(G) 是 问题 
us — 02uss = f, (2,t) € Qz = (0,1) x (0,7), 
u(x,0) = p(x), 0O< z <), 
u(0,t) = gi(t), ul(l,t) = gs(t), 0O< tT 
的 解 ， 试 证 明 : 
a lvl < FT+B, 


”其 中 , FF=sup|f|, B= Wolpe sup |g: |, sup gl}. 


18. 
19. 


[提示 : 考虑 辅助 函数 由 (2， t) = Pet BE wz, 0) 
证 明 上 题 中 问题 的 解 在 C21(Qr)mC(Gr) 中 是 唯一 的 
(最 大 值 原 理 ) 考虑 一 般 形式 的 热传导 方程 


Lu = us — a2uss 十 b(z;t)u, + ce(z,t)u = f(x;t). 
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20. 


21. 


22. 


设 c(z 昌 0, 又 设 UE C2zl(Qr)nC(G) 且 满 足 Lu<0, 则 以 在 Oi 上 
的 非 负 最 大 值 必 在 抛物 边界 上 达到 , 即 


max ul(z,t) < max ut (7,t), 
Qr T 


其 中 , ut (Zz， 人 二 max{u(z,t),0}. 
[提示 : 参考 定理 4.2.1 的 证 明 . 注意 : 当 放 宽 条 件 c(Z,t) 之 0 为 c(z,t) > 
一 Co (co > 0 是 常数 ) 时 , 上 述 形式 的 最 大 值 原理 不 再 成 立 .] 
(最 大 值 原理 ) 考虑 上 题 中 的 算 子 Lu. 设 c(7z,t) > 一 co，co > 0 是 常数 ， 
又 设 以 E 0C21(Q@T) 丫 C(Q7), 且 满 足 Lu < 0. 则 车 max ul(z, t) < 0, 必 有 
max ul(z, ,t) < 0. 
[提示 : 令 二 we-%t, 考虑 满足 的 方程, 而 后 用 上 题 ] 
(比较 原理 ) 仍 考 虑 上 题 中 的 算 子 Lu. 设 c(z,t) > co(co > 0 是 常数 )， 
又 设 忆 V0 E€ C21(Qz) C(Oz5) 且 有 Lu < Lv, vlr <vn, 则 在 @r 上 
u(x,t) < v(z,t). : 
设 有 界 开 集 人 CR", n > 2, @ = x (0,00), 了 = 0 x |[0,o00). 给 定 问题 
— Au=0, (r,t) EQ, 

(oa vy + ov)lr = 0， 

ol (zh 
其 中 ,vv 是 本 的 单位 外 法 向 , a, 0 是 不 同时 为 零 的 非 负 常数 . 考虑 问题 的 
C™(Qr) nCm(Gz) 解 . 记 

E(t) = 3 / ee, t)dz, 

2 9 
斌 证明: 
(a) E(t) < 0, vt>0; 
[ 提示 : 类 似 3.5.2 小 节 中 能 量 不 等 式 的 推导 , 证 明 对 任意 t 之 0 有 
已 (人 < 0. 也 可 以 用 以 来 问题 中 方程 两 端 , 而 后 在 人 上 积分 并 利用 


边界 条 件 导出 Bu(t) < 0. 在 有 R" 中 边界 逐 段 光滑 的 有 界 区 域 上 的 分 
部 积分 公式 为 


/waz= wridS, /wonaai12 ,n.| 
2 0 2 


(b) lluC, trem < el Yt>0; 
(c) 证 明 本 题 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 . 


.了 18 . 


23. 


24. 


25. 


则 


证 明 热 传导 方程 初 值 问 题 的 最 大 值 原理 : 设 函 数 u(z;t 在 RR" x [0,TT] 
上 连续 , 在 及" x (0,T] 上 wi，wsss, (i,j 二 1,2, … ,n) 连续 ， 且 对 常数 
M > 0, 4 >0 满足 不 等 式 i 
u(x,t) < Mean ， yz € R", te [0,T7] 
及 初 值 问 题 
ui — Au = 0, x € R", te (0,7), 
u(z, 0) = g(7). 


sup ul(z, t) 一 Supg(z). 
R" x [0,T] Rn 


[提示 : 先 设 44T < 1, 则 对 充分 小 的 e > 0, 44(T +e) < 1. 任意 固定 
YER", >0, 在 ZER", t>0 上 定义 函数 


HH ls- 2 
0 rn 


利用 在 有 界 域 上 的 最 大 值 原理 证 明 v(x,t) < sup g(2), 而 后 得 以 的 结果 . 
当 4AT <1 不 满足 时 ， 可 将 [0, 刀 划分 为 有 限 个 区 段 [0, 荆 ]， [72],，…. ? 
[了 yy! 进行 证 明 .] 
设 下 : 民 ' 一 RR! 是 光滑 西 浮 数 , u(7,t) 是 热传导 方程 如 一 Au = 0 的 解 . 
试 证 明 : 
(a) v= GB(w) 是 热传导 方程 的 下 解 ; 
(b) v= |Dvwl 十 如 也 是 下 解 . 
已 知 非 齐 次 热传导 方程 的 初 值 问题 昌 I 

uz — Au = f(z,t), ZER" t>0,. 

u(x,0) = 0, x E R". 
其 中 , f(x,t) 连续 , 并且 存在 常数 M > 0, 4 > 0 使 得 

HblgMeam 


对 t > 0 一 致 成 立 . 试用 Duhamel 原理 导出 该 问题 的 解 的 积分 表达 式 . 
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第 5 章 位 势 方程 


本 章 介绍 位 势 方程 
一 Av = f(7). 

它 是 椭圆 型 方程 的 典型 代表 . 当 f(z) 不 恒 等 于 零 时 , 称 它 为 Poisson 方程 ; 当 
f(z) 三 0 时 , 称 方程 为 调和 方程 , 它 是 本 章 主要 讨论 的 对 象 , 其 具体 形式 为 
| < Ou 
= 
其 中 , n 维 自 变量 xz = (zzz .zj) E 1 CR". 称 (5.0.1) 的 解 久 为 1 中 的 
调和 函数 ， 

调和 方程 描述 的 是 平衡 稳定 的 状态 . 例如 在 第 3 章 中 描述 的 薄膜 微小 横 
振动 , 如 果 薄 膜 处 于 平衡 稳定 状态 , 则 位 移 函 数 u(z,t) 与 时 间 上 无 关 , 于 是 
au 二 0, 从 而 方程 (3.0.2) 变 为 调和 方程 -Awu = 0. 同样 , 第 4 章 引 入 热传导 
方程 时 , 若 温 度 久 (x,t) 处 于 稳定 状态 , 则 它 不 随时 间 而 变 , 即 ww = 0, 从 而 热 传 
导 方 程 (4.0.5) 变 为 -Aw = 0. 大 家 从 普通 物理 学 知道 , 分 布 在 三 维 空间 区 域 
2 上 的 静电 场 的 电位 函数 u(x,y,z), 车 8 内 的 电荷 密度 为 p(z,y,z), 则 wv 满足 
Poisson 方程 -Av = 4rp(z,y 2); 车 8 中 无 电荷 , 则 wv 满足 调和 方程 (5.0.1). 

为 了 理论 和 应 用 的 需要 , 我 们 进一步 引入 下 述 概念 : 

如 果 we C2(2), 并 且 在 2 中 满足 


-Av < 0 (> 0), (5.0:2) 


则 称 是 8 中 的 下 调和 (上 调和 ) 函数 
平面 区 域 上 的 调和 函数 已 在 复 变 函数 论 中 讨论 过 , 我 们 将 主要 讨论 R"(n > 
3) 中 的 情况 , 如 无 特别 指明 , 本 章 中 9 均 指 连通 区 域 


-Au =- 0， (5.0.1) 


5.1 基 本 解 


调和 方程 的 基本 解 在 对 方程 及 其 解 的 研究 中 有 重要 的 作用 , 利用 基本 解 及 
Green 公式 可 以 获得 调和 函数 的 一 些 基 本 的 性 质 . 
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5.1.1 基本 解 Green 公式 


1， 基本 解 
记 Rn(n > 2) 中 两 点 了 与 4 的 中 离 
r= |z—y|= (De) 
下 面 ,我 们 求 调和 方程 的 入 向 对 称 解 令 ， u(r), 代入 (5.0.1) 得 
—1 
Au i TA vw (7) a 
解 得 w = cr!-", 因此 有 


二 二 pr 当 n > 2 时 ， 
clnr， 当 n=2 时 ， c 为 任意 常数 . 


在 2 中 固定 一 点 并 取 和 常数 c= 一 ,就 得 到 调和 方程 的 基本 解 k(z 一 ) 或 
k(|z 一 外 即 


k(z —Yy) = ee rl WR (5.1.1) 
i i 
- 没 oT 二 上 
二 | (5.1.2) 


表示 R”" 中 单位 球 的 体积 . 特别 地 , 有 
Wz = NR, Wa = Sr 
下 文 将 用 到 如 下 事实 : 单位 球面 的 表面 积 是 mww,; 半径 为 7 的 ， n 维 球 的 表面 积 
是 nr"-iw。 而 其 体积 是 r"w,. 
由 (5.1.1) 易 知 , 基本 解 在 z+ 关 vy 时 关于 > 或 y 都 是 调和 函数 并 且 无 穷 次 
可 微 . 通过 直接 计算 可 得 到 如 下 估计 : 
[Dk(z — | < 


_C 
n—1) 
sy (5.1.3) 


D2k(z —y)| < 一 一 一 一 ， 
De 9)| = 


其 中 , C 是 与 z, y 无 关 的 常数 . D。 表示 关于 x 变量 求 后 继 函数 的 梯度 , 而 
DsK 表示 函数 KK 的 关于 z 变量 的 所 有 二 阶 偏 微 商 组 成 的 Hessian( 黑 塞 ) 矩阵 . 
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2.Green 公式 
设 Q CRR" 是 边界 光滑 的 有 界 区 域 并 设 v 是 9 的 单位 外 法 向 . 在 Gauss 
公式 (3.0.1) 中 取 w 为 函数 w(z) e C?(2) 的 梯度 函数 Du, 则 得 


/suaz= 上 Duw .vds5 = | dS. (5.1.4) 
ap 0 


车 wv € C?(f2), 则 在 Gauss 公式 (3.0.1) 中 分 别 取 w 为 .wuDv 和 wvDw, 则 
分 别 得 到 


| vAvar = 人 a5- | Du. podn (5.1.5) 
n an Ov 了 


| rave vo dS 一 /pm ‘ Dudz. (5.1.6) 


二 式 都 叫做 Green( 格 林 ) 第 一 公式 . (5.1.5) 式 与 (5.1.6) 式 相 减 , 得 2 
[ a 上 (ue 时 vo) ds. (5.1.7) 
此 式 称 为 Green 第 二 公式 . 
3. 调和 函数 的 基本 积分 公式 
设 w(z) e C2(f2)， 对 任意 y e 8, 作 以 y 为 中 心 、 以 p 为 半径 的 球体 
B,(y) CC 2. 在 区 域 2\ B,(y) 中 用 调和 方程 的 基本 解 k(x 一 y) 代替 Green 
第 二 公式 (5.1.7) 中 的 v(z), 得 


k(z— -WAu de 
(5.1.8) 
0 (2 ~ us) qs. + 一 上 


计算 上 式 右边 的 第 二 个 积分 , 得 


Ou 上 Ou 
k— dS,.=k — dS, 
J Ov (p) 8B, Ov 
| Ou 
一 一 k —— dS, 
(p) [ sp 
B, ， 


一 0,( 当 p 一 0 时 )， 
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Ok 
us— dS, = —k’(p / udS, 
| Ov to 8B， 


a 
一 u(),( 当 p 一 0 时 ) 
由 此 知 , 在 (5.1.8) 式 中 令 p 一 0 可 得 
“Ok(z — Yy) Ou 
uy)= | (Wa k(z— Ya) ds.+ 
| 2 hs (5.1.9) 
f xe — yAudz, ye 0. 
”此 式 称 为 u(y) 的 Green 表示 . 特别 地 , 若 在 2 中 Av = f, 则 (5.1.9) 式 右边 第 
二 个 积分 
/ k(z —Yy)Audz = / k(z — yf(r) dz 


叫做 具有 密度 f 的 Newton( 牛 顿 ) 位 势 .， 如果 六 在 0 上 具有 紧 支 集 , 则 由 
(5.1.9) 得 


u(y) = xe —Yy)Au(z) dz. (5.1.10) 
如 果 % 在 2 内 调和 , 从 (5.1.9) 就 得 到 调和 函数 的 基本 积分 公式 
u(y) = [MC (u Ey k(x— We) dS,. (5.1.11) 


它 说 明 ， 对 于 在 1 i u, 它 在 区 域 2 内 任 一 点 y 
的 值 , 可 用 此 函数 及 其 法 向 微 商 在 区 域 边界 82 上 的 值 通过 积分 式 (5.1.11) 来 
表示 . 另外 , 由 (5.1.4) 知 , 对 ne 


/8 45= 0， (5.1.12) 

其 中 ,v 是 89 的 单位 外 法 向 . 

5.1.2 平均 值 等 式 ， 
下 述 定理 是 表征 调和 函数 特性 的 平均 值 等 式 与 上 (下 ) 调和 函数 的 次 平均 


值 等 式 . 由 此 可 推出 调和 函数 与 上 (下 ) 调和 函数 的 许多 好 的 性 质 
定理 5.1.1 (平均 值 性 质 ) 设 wEe C2(O), 在 内 中 满足 


—Au = 0 (< 0 >0)， 
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则 对 任何 一 个 球 Ba(y) CC 0 有 


1 a 
u(y) = (<, > | uds, (5.1.13) 
n BR 
0 >) 一 站 / wdz. (5.1.14) 
n Br 


当 等 号 成 立时 , 本 定理 叫做 调和 函数 的 平均 值 定 理 . 
这 个 定理 的 证 明 方法 有 多 种 , 可 以 由 Green 第 一 公式 得 出 , 也 可 以 直接 用 Green 
表示 得 到 . 下 面倒 述 用 Green 表示 的 证 法 . 

证 明 在 (5.1.9) 式 中 取 8 为 B,(y)(p < RR), 则 得 


u(y) = 人 (we —k(z— We) d9. 十 


/ k(T — YAudz 


p 


-ko | uds — k(p) 上 Suds+ 
8B, 8B, OV 


/ k(x — yAudz 


Bp 


1 
np™ 8B, 


/ (k(x —Yy) —k(p))Audz 


是 1 
le > udS, 
NWnp™ 8B, 


最 后 一 步 是 因为 在 B, 内 有 kz 一 y) 一 k(p) < 0 而 Avu= (>,<) 0. 令 p 一 忆 
便 得 (5.1.13). 上 式 两 边 乘 以 p"-!, 再 关于 p 从 0 到 有 R 积 分 便 得 (5.1.14). 口 


5.1.3 ”最 大 最 小 值 原理 及 其 应 用 


如 本 章 开头 所 说 , 一 个 调和 函数 可 以 表示 在 一 个 物体 内 稳定 的 温度 分 布 . 
所 以 , 该 状态 下 物体 内 的 温度 分 布 不 可 能 在 内 部 有 最 高 点 和 最 低 点 , 否则 , 热量 
就 要 从 温度 高 处 流向 温度 低 处 , 打破 稳定 状态 . 这 种 现象 在 数学 上 的 反映 就 是 : 
在 一 个 区 域 2 上 的 调和 函数 不 可 能 在 区 域内 部 达到 最 大 值 和 最 小 值 , 除非 它 恒 
等 于 常数 . | | | 

利用 定理 5.1.1, 对 下 (上 ) 调和 函数 可 以 导出 强 最 大 (最 小 ) 值 原 理 . 
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定理 5.1.2 (下 (上 ) 调和 函数 的 强 最 大 (小 ) 值 原理 ) ” 设 忌 是 Q(B 可 以 
无 界 ) 内 的 下 (上 ) 调和 函数 , 且 存 在 y E 人 2, 使 


u(y) = supu (u(y) = ipf v), 


则 ww 是 常数 . 
证 了 明 设 -Au<0,M= Bupw. 定义 


Qu = {zr € 0 | uz)= M}. 


由 ye fow 知 Qw 非 空 由 的 连续 性 知 2w 相对 于 9 是 闭 集 . 设 ze f2w, 在 
B= Br(2) CC A 中 对 下 调和 函数 一 AM 用 次 平均 值 等 式 


1 
=uz)—_ Ms<—— /|(wu- < 0， 
0=u(z) -M < / (u— M)dr <0 


由 此 及 的 连续 性 知 , 在 Br(z) 中 wz) = M, 故 fw 相对 于 0 也 是 开 集 . 从 
而 Vv = 1, 即 w=M 1 中 成 立 . 以 -v 代替 如 就 得 到 上 调和 函数 的 强 最 
小 值 原 理 . 口 

附注 由 证 明 过 程 易 知 , 只 要 函数 vw(z) e C(P) 且 在 2 内 部 任 一 个 球 上 满 
足 次 平均 值 公式 , 则 定理 依然 成 立 . 

由 上 述 强 最 大 最 小 值 原 理 ， 立即 能 推出 下 述 弱 最 大 最 小 值 原理 (证 明 留 作 
练习 ). 

定理 5.1.3 (下 (上 ) 调和 函数 的 弱 最 大 (小 ) 值 原理 ) 设 0 有 界 , u < 
CO)nc2(D)，-Au 乏 0 (> 0), 则 成 立 


maxu = maxu (minv = minw). 
性 全 和 


附注 由 定理 5.1.2 的 附注 知 , 只 要 we C(D) 且 在 9 内 任 一 球 上 满足 次 平 
-均值 等 式 , 则 定理 依然 成 立 . 

由 定理 5.1.2 和 定理 5.1.3 直 接 得 到 下 面 关 于 调和 函数 的 强 最 大 最 小 值 原理 
与 弱 最 大 最 小 值 原理 (证 明 留 作 练习 ). 

定理 5.1.4 (a) (调和 函数 的 强 最 大 最 小 值 原理 ) 一 个 在 区 域 Q( 可 以 无 
界 ) 内 调和 的 函数 不 可 能 在 2 内 达到 最 大 值 和 最 小 值 , 除非 它 是 常数 ， 

(b) (调和 函数 的 弱 最 大 最 小 值 原 理 ) 设 Q 有 界 , we CUD) mn C2(D)， 且 在 
人 内 调和 , 则 


max lu(o)| = max lu(z)|. 


附注 由 定理 5.1.3 的 附注 知 , 只 要 we C(W) 且 在 9 内 任 一 个 球 上 满足 平 
均值 公式 , 则 定理 依然 成 立 . 论断 (b) 不 排除 OM 
故 称 为 弱 最 大 最 小 值 原理 . 
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推论 5.1.5 (调和 函数 的 比较 原理 ) 设 几 veE C2(n) ea) 在 人 2 中 满足 
Av 一 Au 在 0 上 w= 二 wv, 则 在 9 中 心 三 1. 
推论 5.1.6 车 允 和 1? 分 别 是 调和 与 下 调和 函数 , 在 98 上 久 =v, 则 在 
中 vu. 
由 推论 5.1.6 也 可 看 出 “下 调和 ”这 个 术语 的 由 来 . 
在 第 1 章 1.2 节 中 , 我 们 定义 了 调和 方程 的 第 一 边 值 问 题 ( 即 Dirichlet 问 
题 ) 及 第 二 边 值 问题 ( 即 Neumann 问题 ). 在 实际 问题 中 , 时 常会 遇 到 这 两 类 问 
题 的 另 一 种 提 法 , 即 求 一 个 函数 ww 使 它 在 有 界 区 域 2 外 调和 , 而 在 92 上 满 
足 第 一 类 边界 条 件 (或 第 二 类 边界 条 件 ), 且 满 足 dim。 wu(zZ) = 0, 这 种 问题 我 们 
称 之 为 Dirichlet 外 问题 (Neumann 外 问题 ) . 相应 地 , 第 1 章 1.2 节 中 所 定义 
的 Dirichlet 问题 及 Neumann 问题 分 别称 为 Dirichlet 内 问题 和 Neumann 内 
问题 . 下 面 给 出 最 大 最 小 值 原理 在 证 明 Dirichlet 内 问题 及 外 问题 的 解 的 唯一 性 
和 稳定 性 时 的 应 用 . 
定理 5.1. 7 (唯一 性 与 稳定 性 ) 设 A CA 则 Poisson n 方程 的 
Dirichlet 内 问题 
—Au=f, rzE€R, 
1 u=9p(7), TE ON 
至 多 一 个 解 , 且 连 续 依 赖 于 边 值 p(X). 
证 明 ”由 又 加 原理 和 推论 5.1.5, 唯一 性 是 显然 的 , 下 证 稳定 性 . 设 w 和 他 
是 2 中 分 别 具 有 边 值 p 和 p 一 s(z) 的 调和 函数 , 其 中 |e(z)| < se， s > 0 是 常 
数 , 则 调和 函数 一 wu 具有 边 值 s(z), 由 定理 5.1.4 知 
maxlu —u|= maxlp — ¢ +e(7)| = maxle(z)|, 
因此 
lw(z) — w(x)| < max|e(z)| <s Vz € 1. 
即 Dirichlet 内 问题 的 解 连续 依赖 于 所 给 边 值 . D 
定理 5.1.8 (唯一 性 与 稳定 性 ) 设 人 2 是 RR* 中 有 界 区 域 , 则 Poisson 方程 的 
Dirichlet 外 问题 
—Au=f, zxE€R"\N, 
u= 9(7), TE€ ON, 


lim wu =0 - 


: |z| 一 oo 
至 多 一 个 解 , 且 连 续 依赖 于 边 值 p(Z). 
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证 了 明 设 函数 U1 和 Uz 是 问题 的 两 个 解 ， 令 vO 二 Ul 一 22， 则 人 在 R"™\N 内 
调和 并 满足 边界 条 件 v|，， = 0 及 

| di 1 V(Z) = 0. 
若 v(z) 不 恒 为 零 , 则 有 一 点 zo 全 u(zo) 关 0, 不 妨 设 v(zo) > 0. 作 球 Br(0), 取 
RR> 0 足够 大 使 点 zo 位 于 由 80 及 0Ba 所 界 区 域 Ca 内 , 且 使 JJ < v(Zo)， 
这 由 条 件 lim 1 v(7) = 0 显然 是 能 办 到 的 . 

如 此 看 来 调和 函数 在 有 界 区 域 On 内 部 取 到 它 在 页 a 上 的 最 大 值 . 由 强 
最 大 最 小 值 原理 (定理 5.1.4) 知 v 三 常数 = vjen = 0, 这 与 v(z°) > 0 矛盾 . 所 
以 也 = ws, 唯一 性 证 毕 . 类 似 地 可 以 证 明 Dirichlet 外 问题 的 解 的 稳定 性 ( 留 作 
”练习 ). 口 


5.2 Green 函 数 


5.2.1 ”Green 函数 的 导出 及 其 性 质 


。 我 们 试图 利用 调和 函数 的 基本 积分 公式 (5.1.11) 和 C? 函数 的 Green 表 
示 (5.1.9) 分 别 求解 调和 方程 的 Dirichlet 问题 
(H) | Ee 0, ZE 人 1， 
ul = p(7) 
和 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
(P) de f(z), TE€ 0, 
vl, = p(72). 
但 由 于 这 两 个 积分 式 中 2 这 一 项 是 未 知 的 , 使 得 不 能 直接 利用 此 式 去 求解 . 
那么 能 否 设法 “消去 ”此 项 而 求 出 问题 的 解 呢 ? 这 就 引出 了 Green 函数 的 概念 
及 相应 的 讨论 ，。 z 
，” 宙 函 数 MKz, 仿 关于 zx 属于 C2(D), 在 0 中 满足 一 Ash = 0, 其 中 ,ye 
是 参数 . 对 满足 同样 光滑 条 件 的 函数 v(z)， 利用 Green 第 二 公式 (5.1.7) 得 


人 (ue ne) dS 十 上 PPAvdzr 一 0. . (5.2.1) 
若 v 在 2 中 调和 , 由 上 式 得 


一 
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人 (ue hs) ads. =0, 
此 式 与 (5.1.11) 式 相 加 , 并 记 G(z,y) = k(x 一 y) 十 h(x,y), 且 要 求 在 80 上 
G 一 0, 于 是 得 到 问题 (H) 的 形式 解 
a 让 vod5.- / | P(e) Se d5. (5.2.2) 
车 Av 关 0，(5. 2.1) 式 E00 函数 的 Green 表示 (5.1.9) 式 相 加 ， 得 问题 (P) 
的 形式 解 
u(y) = 上 vo5 dS 十 [ G(z,y)Au(z) dz 


1/ p(s) SE ds, - 人 G(x,y) f(z)dz. 


函数 G = G(z,， y) 叫做 区 域 2( 关 于 Laplace 算 子 Dirichlet 问题 ) 的 Green 函 
数 . 由 上 文 知 , 求解 区 域 2 的 Green 函数 必须 求 出 函数 h, 即 解 一 个 特殊 的 
Dirichlet 问题 


(5.2.3) 


全 ren, 
h|,, = —k(z —Y), 
然后 得 到 Green 函数 G(z,y) = k(x,y) + h， 从 而 通过 (5.2. 2) 式 可 以 得 到 调 
和 方程 的 具 任 意 连 续 边 值 的 Dirichlet 问题 的 解 称 这 种 求解 方法 为 Green 
函数 法 . 

对 一 般 区 域 而 言 , 要 证 明 这 种 特殊 的 Dirichlet 问题 (5.2.4) 解 的 存在 性 和 
证 明 在 此 域 上 一 般 的 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 同样 困难 . 但 是 , Green 函数 法 
还 是 有 它 特殊 的 意义 , 这 主要 表现 在 如 下 几 方 面 : 

(i) 对 于 调和 方程 , 如 果 求 得 了 某 个 区 域 上 的 Green 函数 , 则 这 个 区 域 上 具 
有 任意 连续 边 值 的 一 切 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 也 就 得 到 了 解决 , 且 其 解 可 
用 积分 (5.2.2) 来 表示 . 对 于 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 的 解 , 可 用 积分 式 
(5.2.3) 表示 . 

(i 对 于 某 些 规则 区 域 , 如 球 、 半 空间 和 第 一 卦 限 等 , Green 函数 可 以 用 初 
等 方法 求 得 , 而 这 些 规则 区 域 上 的 Dirichlet 问题 在 偏 微分 方程 的 研究 中 有 重要 
的 作用 . 

(这 ) 利用 (5. 2. 2) 式 可 以 讨论 解 的 性 质 

(iv) 对 于 半 线 性 方程 -Au = f(z,w) 的 齐 次 Dirichlet 问题 , 可 以 用 Green 
函数 化 为 等 价 的 积分 方程 


= 上 Glenjtzadz 


(5.2.4) 
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来 研究 , 从 而 可 以 使 用 泛 函 分 析 这 一 有 力 工具 而 获得 一 些 有 意义 的 结果 . 
下 面 叙述 Green 函数 的 几 个 重要 性 质 , 它们 的 证 明 留 给 读者 自己 完成 . 
性 质 1 k(x 一 y) < G(z,y) <0, Vr Ee nn, zy; 
性 质 2 在 区 域 9 内 , 当 z 头 y 时, G(z,y) 关于 zx 处 处 满足 调和 方程 ， 并 且 


当 z 一 时 G(x,y) 一 oo， 且 与 所 一 和 同 阶 (n > 2); 


性 质 3 Green 函数 具有 对 称 性 , 即 
G(z,Yy) = G(y,7), Vz,y € 1, TFY; 
性 质 4 dg 
三 维 空间 中 有 界 域 8 上 的 Green 函数 在 静电 学 中 有 明显 的 物理 意义 . 设 
1 是 由 封闭 的 导电 面 所 界 的 真空 区 域 y 是 8 内 一 点 , 在 此 点 置 一 单位 负电 荷 ， 
它 所 产生 的 电位 是 -一 一 一 -. 如 果 导 电 面 是 接地 的 , 那么 , 2 内 的 电位 就 可 


rz —y| 
以 用 Green 函数 


来 表示 , 其 中 h(a, y) 正好 是 导电 面 上 感应 电荷 所 产生 的 电位 . 

Green 函数 的 对 称 性 ( 即 性 质 3) 的 物理 意义 是 : 在 z 处 的 单位 点 电荷 在 y 
处 产生 的 电位 等 于 在 y 处 的 单位 点 电荷 在 z 处 产生 的 电位 . 这 在 物理 上 叫做 互 
易 原理 . 


5.2.2” 球 上 的 Green 函数 ”Poisson 积分 公式 


由 Green 函数 的 定义 可 知 , 求 区 域 2% C R? 上 的 Green 函数 归结 为 求 函数 
h(z,y), 即 求 感应 电荷 的 电位 . 当 区 域 2 的 边界 具有 特殊 的 对 称 性 时 , 可 以 用 
镜像 法 (或 叫 静 电源 像 法 ) 求 Green 函数 . 下 面 以 求解 球 域 上 的 Green 函数 为 
例 , 介绍 此 种 方法 的 思想 和 技巧 . 

设 BR 是 以 原点 为 中 心 , 以 为 半径 的 RR 中 的 球 . 任意 取 定 球 内 一 点 
y 关 0, 在 此 点 放置 单位 负电 荷 , 它 在 z < Re(z 关切 点 的 电位 应 是 一 二 
为 实现 物理 意义 上 的 接地 效应 , 我 们 在 y 点 关于 球面 的 对 称 点 (又 叫 反 演 
点 )y = yR?/|yl? 处 放置 具有 gq 电量 的 点 电荷 图 5.1), q 值 待 求 . 此 电荷 的 作用 
相当 于 物理 意义 中 的 感应 电荷 . 它 所 产生 的 静电 场 在 x 点 的 电位 是 
| h(x,y) = ,TER’, ZY. 


当 z < 8Bn 时 ， 应 要 求 
| h(z, y) 


一 
4rlz 一 下 


1 oo 
4rlz 一 外 
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图 5.1 求 球 域 上 的 Green 函数 


代入 h(x,y) 的 表达 式 , 解 得 


gq= EE — ， rE on. (5.2.6) 
由 于 三 角形 Oyz 与 三 角形 Ozy 相似 , 便 知 
: 和 了 二 四 ZEOBR. (5.2.7) 
(5.2.7) 与 (5.2.6) 给 出 g = R/|yl, 从 而 | 
| _ Ry .jy 


于 是 , 当头 0， 可 
G(x,y) = k(x —Y) + h(z,y) 


~ =k(|z — yl)}— (于 | 一 多) 


当 y = 0, 直接 由 (5.2.4) 解 出 疡 = 一 k(R). 所 以 , 球 上 的 Green 函数 是 
| me 记 

ee | kllz —) —k(E le -0D), By #0 

k(|z|) — (BE), 当 y = 0. 
事实 上 , 当 n > 3 时 , (5.2.8) 式 也 是 n: 维 球 Br(0) 上 的 Green 函数 .为 
验证 这 个 论断 , 只 要 说 明 (5.2.8) 式 中 的 第 二 项 就 是 Green 函数 定义 式 中 的 
函数 h(x,y), 即 问题 (5.2.4) 的 解 ， 显然 只 需 验 证 y 关 0 的 情形 , 当 y 在 球 外 
时， h(z, 妇 ) 一 (| 岂 ls - 列 , 显然 关于 = < Ba 是 调和 函数 , 剩 下 要 验证 当 
Tz € OBr(0) 时 G(x,y) = 0, 即 (Ml — 列 ) = k(|z 一 y). 这 只 要 证 明 (5.2.7) 
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(5.2.8) 


当 n > 3 时 也 成 立 . 事实 上 
lz yp = fy 20.y+ 


和 al 型， +| 辣 | 
yl llyl 
| | ey 
y 
= (RI? -WD 


即 (5.2.7) 式 对 任意 n> 3 ey 从 而 (5.2.8) 式 中 的 G(z,y) 是 n(n > 2) 维 球 
Br(0) 上 的 Green 函数 . 

现在 利用 (5.2.8) 式 求 在 Bk = Br(0) C R"(n > 3) 上 调和 方程 的 Dirichlet 
问题 


.(5.2.10) 


一 Au(z) = 0, ZE Ba, 
u(Z) = op(7), TE OBRr 


的 解 . 为 此 , 根据 (5.2.2) 式 ， 需 计 算 各 各 在 球面 0Br 上 的 值 . 当 z e 9B。 时 ， 
G 的 外 法 向 微 商 为 


OG S20 一 2 
Ov | r=R -3 RD 二 py 
其 中 , ” 是 球 的 半径 向 量 . 于 是 由 (5.2.2) 式 得 
oh Le RA (5.2.11) 


nnR Jep, Iz— yl zy" 
此 式 称 为 球 上 调和 方程 Difichlet 问题 的 Poisson 积分 公式 . 当 y = 0 时 , 由 此 
就 得 到 调和 函数 的 平均 值 定理 . 
当 m = 3 时 , 利用 球 坐 标 , 上 式 可 写 为 


ul(po, bu， po) 


-2 到 R(R? = p2) 2 2(0， Op)sing sinO dgdo， (5.2.12) 
(B2 + p8 — 2Rpo cosy)3? 


其 中 ， (po, Oo, po) DR 内 一 点 2 的 球 坐 标 ， (R, 0， 0) 是 球面 OBR 上 动 点 TX 
的 球 坐 标 , 而 7 是 向 量 z 与 y 的 夹 角 . 由 三 角 学 知识 易 知 
COsY = cos 0 cos bo i Oo sin gcos(wp — po). 
附注 设 Bs 是 以 原点 为 中 心 、 以 R 为 半径 的 贺 域 , 在 圆 内 的 调和 函数 ， 
在 6Br 上 取 值 F(o), 则 类 似 地 可 求 得 圆 域 上 调和 函数 w 的 Poisson 积分 公式 
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(推导 留 作 练习 ): 


1 广 (FR — 7)f(y) 2 
年 2r R? 一 2Rrcos(P 一 9) 十 92 dv, 人 


其 中 , (r,b) 是 圆 商城 的 机 到 最: yp) 是 圆周 上 点 的 极 坐标 . 
5.2.3 ”上 半空 间 上 的 Green 函数 


考虑 R"(n > 3) 中 上 半空 间 R* = {fz € R" | z。> 0} 上 调和 方程 的 
Dirichlet 问题 
一 Au(z) =0, 7 € R’*, 
u(z) = p(x’), 7z € {zx, = 0}, | (5.2.13) 
| Jim u(Z) = 0, 
其 中 , z = (zz 而 z = (zz Zn 1). 
设 z,y Ee R*, y = (YY,y) 的 对 称 点 是 y* = (y, 一 y,) (图 5.2). 


图 5.2 求 上 半空 间 的 Green 函数 


所 以 , Green 函数 中 的 h(x,y) 可 取 为 = )， 从 Re, 故 h(z， y) 
关于 ze R% 是 调和 的 . 当 z 位 于 超 平面 > = 0 上 时 , 有 
G(7,Yy) = k(zT —Yy) —k(r—y)=0. 
Fk 由 (5.2.2) 式 ， A 
: uy) = vl) 
注意 到 Green 函数 基于 (5.1.11) 式 而 得 , 为 使 (5.1.11) 式 对 无 界 区 域 人 成 立 


8 题 )， 要 求 调和 函数 ， u 人 


Ou 人 


le 0 i 


lz| 
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另外 , 要 求 p(z') 满足 
Ip(z")| < 一 ， 当 6 充分 大 时 ， 


其 中 , 6 = |z|，C 是 正 的 常数 . 
为 写 出 解 的 积分 表达 式 ， 先 计算 2 C 在 超 平面 r。 =0 上 的 值 


OG(z, | 时 9G(e,y) 
Ov lz=0 Orz, 


Zn 一 0 


T(3)vs 
ne’ — yl + oy) 
由 (5.2.2) 式 知 , 对 任意 y e R*, 有 
_ Ty ‘P(r') | 
MV | (lz — yl + 2)? 
此 式 叫 做 调和 方程 的 Dirichlet 问题 在 半空 间 上 的 Poisson 公式 . 


5.2.4” 球 上 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 


由 Poisson 公式 (5.2.11) 所 表达 的 球 Ba 内 调和 方程 Dirichlet 问题 的 解 只 
是 形式 解 . 因为 我 们 事先 还 不 知道 Dirichlet 问题 在 互 。 上 存在 具有 连续 的 一 阶 
偏 导数 的 解 . 故 必须 对 (5.2.11) 所 表示 的 形式 解 进 行 验 证 , 以 证 明 它 满足 调和 
R oa = sp 


ls |? z 
2 .2. 
P(z;,y) = Rl om’ TE Be Ye OBn, (5.2.14) 


称 它 为 Poisson 核 , 则 Poisson 积分 公式 (5.2.11) 就 可 写成 
wu(Z) = / Pl(z,y)p(y) dS,. (5.2.15) 
BR 

定理 5.2.1 (存在 性 ) ”车 p(V) e L1(0Ba), 则 由 Poisson 积分 公式 (5.2.15) 
确定 的 v(zZ) 在 BR 内 调和 . 进而 , 若 P ECO(BBr), 则 wu ECO(Ba), 且 在 0Br 上 
4 一 pi 若 PED(OBR) (1 入 D< oo)， 则 当 一 1 时 按 了 中 范 数 趋 于 p(X)， 
这 里 三 U(r77), ZEDPBR， 0<r<l1. 

证 明 (1) 对 固定 的 > e Br, P(x,y) 是 关于 ， 的 有 界 函 数 , 而 PE 
L1(0Br); 所 以 u(z) 是 有 确切 定义 的 . 通过 简单 的 计算 知 , P(x,y) 关于 z 是 调 
和 函数 , 函数 p(y)A。P(z,y) 关于 y 可 积 , 关于 z 连续 , 故 有 

Au(z) = / p(y)AsP(z, y)ds, 一 0, ZE Bea. 
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即 ， 在 Bs 内 调和 . 从 而 知 当 p e C(9Ba) 和 oe L,(8Ba),1 < p< ooiu 也 调和 ， 

(2) 我 们 先 证 明 Poisson 核 P(x,y) 的 一 条 性 质 : 

(a) P(x,y) dS, =1, x € Bea. 

事实 上 , 因为 P(x,y) 关于 zx e Ba 是 调和 的 , 若 记 z = ry, y € 0Ba, 则 
由 平均 值 定理 5.1.1 知 

1 = P(0,y)nw,.R"-' = / P(ry',y) dS,. 
由 球 的 对 称 性 及 P(z,y) 的 定义 式 易 知 P(ry,y) = P(ry,y), 于 是 , 记 z= 7y， 
便 得 ; / 
1= | P(ry,y)ds, 
/ (ry',Yy) 


= | Plry,y)as, 
DBR 
-人 Pl(z,y) dSy, 


由 0<r<1 知 z€ Ba. 性 质 (a) 得 证 . 

现在 , 设 p e C(8Br), 于 是 ,pe L,(8Ba), 由 证 明 的 (1) 知 在 Ba 中 调和 |. 
由 yp 在 DB 上 连续 ， 故 必 有 界 , 即 存在 常数 M > 0, 使 |p(y)| < M, Vy € 8Ba. 
任 取 zo < 9Bn, 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 不 依赖 ze 的 6 > 0, 使 得 当 
ly 一 Zol < 6y E90Ba, 就 有 |p(y) 一 yp(zo)| <e. 当 ze Bar, lz 一 zol< 6/2, 利 
用 Poisson 核 的 性 质 (a), 可 得 


ua — p(zo)| < / P(e,)loly) ~ pleo)lds, 
= | Pleo ~ vlan)lds, + 


P(x,y)|p(y) — p(xo)lds, 


|y 一 zol>5 


R? 一 |Z| 
e+2M IE : 
2M(R? — 2 th i 
G2 R"-! < 2e, 当 |zx 一 zo| 充 分 小 . 

由 se > 0 的 任意 性 ， 便 得 uw(Z) 一 p(zo), 当 Z — zo, ZE Ba 即 v(z) 连续 地 取 
到 边 值 , 所 以 we C2(Ba) nC(Br). 
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三 把 寸 


(3) 最 后 ， 设 p EL,,1<p<+o, 这 里 及 下 文 ， 简 记 L,(OBa) 为 Ea 对 
任意 给 定 的 < > 0, 选 函数 g(z) e C(9Ba), 使 lg 一 ell， <e/3, 令 


utz) = [ Pz,Wgly) ds,, 
则 wv(z) 在 Ba 内 调和 , 在 球面 9Bs 上 等 于 g(z) 由 多 边 形 不 等 式 : 


pm— urls, < lp — gllz, + lg ov, + lv — orl;, 


用 (2) 中 结果 知 , 当 1 - r 充分 小 时 , 上 式 右 边 第 二 项 也 小 于 e/3. 现在 估计 
vw, 一 wrllz,. 利 用 了 5lder 不 等 式 , 有 估计 


| CO— vw) = |v (rz) < vrz)| 
< / Plrz, Wel) 一 eds 
< (人 Peswas):(f Pes,wlol) -wl as,): 


= 上/ P(rz,y)lg(y) — p(y ds,)”. 


所 以 
/ |w — url? dS, 
= ) lo(rz) — utrz)Pds。 
< / 这 Prz, y)|g(y) — (Wl dSy ds, 
= /low -we( {Pers) dase)as, 
全 / 本 lg(y) — (Wh dS, 
. =llg— vlls, < ( 
因此 


E 


lo — wll, < $ 


于 是 , 当 1 一 + > 0 足够 小 , 就 有 
le 一 wz < a. 


所 以 , 当 r 一 工时 ,ur 按 L; 中 范 数 趋 向 于 O 
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5.2.5 ”能 量 法 


我 们 用 最 大 最 小 值 原理 证 明了 位 势 方程 Dirichlet 问题 的 解 的 唯一 性 和 稳 
定性 , 对 特殊 的 区 域 通过 Green 函数 法 证 明了 解 的 存在 性 . 本 小 节 介绍 能 重 法 ， 
用 以 解决 解 的 唯一 性 与 存在 性 . 虽然 内 容 不 多 , 但 这 种 方法 的 思想 在 对 一 般 的 
线性 方程 和 非 线性 方程 的 研究 中 有 广泛 且 重 要 的 应 用 . 

1. 唯一 性 
设 1 CR"(n > 3) 是 有 界 开 集 , 90 < C1. 考虑 Poisson 方程 的 Dirichlet 
问题 


(5.2.16) 


—Au= f(x), TEN 
UL= p(x), 7 EON. 


其 中 , f(x) e C(D)，op(z) e C(00n). , 
定理 5.2.2( 唯 一 性 ) ”问题 (5.2.16) 最 多 有 一 个 解 u € C2(17). 


证 明 设立 是 另 一 个 解 , 令 风 = 必 -去 则 在 8 内 一 Aw = 0, 在 982? 上 
w 二 0. 在 该 方程 两 边 乘 w, 而 后 在 0 上 积分 , 利用 Green 第 一 公式 (5.1.5) 得 


0 三 -/ wAwdz = / [Dwl?dz. 
于 是 , 在 8 中 Dw = 0, 从 而 w= 常数. 由 于 在 9Q2 上 w==0, 故 在 人 上 w=0， 
即 三 怀 . 口 
2. Dirichlet 原理 
我 们 把 求解 问题 (5.2.16) 等 价 于 求 一 个 泛 函 的 极 小 函数 , 这 种 方法 叫做 
Dirichlet( 犹 利克 雷 ) 原理 . 为 此 , 定义 能 量 泛 函 
a / (slDwh —wf)dz, 
其 中 
we A= {weoC’(n) | wlsn = op}. 
称 A 是 容许 函数 类 . 我 们 有 : 
定理 5.2.3 (Dirichlet 原理 ) ” 设 UEC2?(17) 是 问题 (5.2.16) 的 解 , 则 ， 
了 四 = min Tlw]. (5.2.17) 
反之 , 车 UE A 满足 (5.2.17), 则 忌 是 边 值 问题 (5.2.16) 的 解 . 
证 明 (1) 任 取 we .4, 则 由 (5.2.16) 知 
0= | (-Au- (vu — wdz. 
[Cau- Du- wa 
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用 Green 第 一 公式 (5.1.5) 并 注意 到 在 92 上 有 w-w=w 一 p=0, 得 
0= fp: .Du — ww)— fu — ww)dz. 


因此 
/pw — vf)dz = /mv ‘Dw — wf)dz 


< 人 5lDul?dz 上 (IDw di 

移 项 整理 得 IT[u] < I[lw], Yw e A. 由 此 便 得 (5.2.17). 

(2) 现在 , 设 (5.2.17) 成 立 . 任 取 ve C>(Q), 令 
i(7)= Tht+7v], TER. | 
于 是 对 任意 re RR 及 +Tv e .4. 由 于 函数 i(7) 在 7 = 0 取 到 最 小 值 , 故 有 
i(0) = 0. 由 
i(T) = [BD + TDv| — (ut Tv)fldr 

党 上 (slpuh 十 TD :Dv 十 Do — (ut+7o)f) de, 


便 得 : 
0 = 72(0) = /Du Do -ond = { (Au Podr 
由 ve Cy(9) 的 任意 性 知 在 2 内 _Au = / 成立. 0 


Dirichlet 原理 是 变 分 法 用 于 求解 偏 微 分 方程 边 值 问 题 的 一 个 例子 , 我 们 将 
在 第 6 章 进一步 讨论 这 一 类 问题 ， 


5.3 ”调和 函数 的 基本 性 质 


我 们 已 经 讨论 了 调和 函数 的 最 大 最 小 值 原理 和 平均 值 性 质 , 它们 是 调和 函 
数 的 重要 性 质 ， 另外, 我 们 已 经 知道 通过 Poisson 公式 可 以 制作 在 一 个 球 内 调 
和 的 函数 , 使 它 在 球面 上 等 于 一 个 已 知 的 连续 函数 . 基于 这 些 事实 , 可 以 获得 调 
和 函数 的 另外 一 些 重 要 性 质 .， 


5.3.1 ， 递 平均 值 性 质 


首先 , 由 定理 5.1.1 知 道 调 和 函数 具有 平均 值 性 质 . 但 观察 平均 值 公式 的 表 
达 式 , 不 必要 求 被 积 函数 光滑 . 下 面 的 定理 给 出 了 二 者 的 关系 . 
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定理 5.3.1 (北平 均值 定理 ) ” 设 画 数 ulz) 在 2 内 连续 , 且 对 任意 一 个 球 
B= Bar(y) CC 1, 满足 平均 值 等 式 


u(y) = wi / 4d9， 
则 wz) 在 内 调和 . 


证 了 明 由 球 上 的 Poisson 公式 (5.2.15) 和 定理 5.2.1 知 , 对 任何 一 个 球 
B cc 0, 存在 一 个 在 B 内 的 调和 函数 及, 在 9B 上 hh=w. 令 w=w 一 h, 则 w 
在 BB 上 连续 且 在 8B 上 等 于 零 . 另外 , 由 已 知 条 件 及 h 在 B 中 调和 , 便 知 vw 在 
B 中 任 一 球 上 满足 平均 值 等 式 . 由 定理 5.1.4 的 附注 知 lw| 的 最 大 值 在 9B 上 达 
到 , 于 是 在 B 上 w=0, 从 而 三 hh 于 B 内 , 故 w(z) 在 B 内 调和 .由 Bccn 
的 任意 性 , w 在 2 内 调和 . 口 

下 面 的 定理 是 逆 平 均值 定理 的 直接 应 用 , 其 证 明 留 作 练 习 . 

定理 5.3.2 (调和 函数 的 极限 ) 设 {u, n= 二 1,2,…} 是 内 的 调和 浮 数 
列 , 且 w 一 致 收 合 到 极限 函数 以 (T), 则 u(z) 是 调和 函数 . 


5.3.2 ”Harnack 不 等 式 


Harnack 不 等 式 指出 : 一 个 非 负 调和 函数 在 其 调和 区 域内 一 个 紧 子 域 上 的 
最 大 值 可 以 被 其 最 小 值 乘 以 一 个 与 函数 无 关 的 常数 所 界定 . 

定理 5.3.3 (Harnack 不 等 式 ) 设 岂 是 CR" 内 的 非 负 调 和 函数 , 则 对 
任 一 有 界 子 域 2' CC 8 只, 存在 一 个 只 依赖 于 mw 12' 和 有 的 正 的 常数 c, 使 得 


Ds < cinfw. 
证 明 设 久 关 常数 , 否则 , 结论 显然 成 立 . 


(1) 取 y€ 9， 选取 正 数 R 使 球体 ely) CC 1, 则 对 任意 两 点 zi,z> E 
Bar(y), 由 平均 值 等 式 (5.1.14), 得 


1 1 
u(z1) 二 i [a udz < wRr / udz, 
2 n 了 R(zl) 3: 下 B2r(y) 


"i 1 
We zy |, 0 wn (3R)"™ Ja 
所 以 , u(z1) < 3"w(7x2), 由 此 得 到 


supu<3" inf vu. (5.3.1) 
Ba(y) Barly ; 


” (2) 现在 设 2' cc 1, 则 存在 z1， zs € 602', 使 


u(Zi) = supu, (7T2) = inf wu. 
on 2 


udz, 


令 卫 C 如 是 连接 mr 和 za 的 弧 . 选 尺 使 4R < dist(90',80), 由 Heine-Borel 
有 限 覆 盖 定理 , 7 被 N( 仅 依赖 于 2' 和 0) 个 半径 为 R 的 球 所 覆盖 , 于 是 入 被 
M(M < NN) 个 球 覆 盖 . 从 第 一 个 球 开始 , 依次 在 每 个 球 中 利用 估计 (5.3.1), 通 
过 相 邻 二 球 的 公共 点 过 渡 到 下 一 个 球 , 直到 第 M 个 球 . 最 后 得 到 
u(2Z1) & 3"Vuw(Zaz). 口 

下 述 定理 是 Harnack 不 等 式 的 一 个 应 用 . 

定理 5.3.4 (一 致 收敛 性 ) 车 wo 人 (mn = 1,2,.…) 是 人 CRN 内 的 单调 增加 
调和 函数 列 , 在 8 内 一 点 VE 02' CC 0 (2' 有 界 )， 数列 Tus( 作 } 收 敏 ， 则 心 : 在 
人 2' 中 一 致 收 化 到 一 个 调和 函数 . 

证 明 任 给 s > 0, 存在 正 整 数 k, 当 m > n > 时 ,0 < Umn(Y)—un(y) <e. 
由 定理 5.3.3 得 


sup(VUn — Un) < cinf (um — Un) 和 c(Un(y) — u(y)) < ce, 
0 ; 
m,n >k, c 仅 与 NO 2 有 关 . 


上 式 说 明 {w(xz)} 在 82' 中 一 致 收敛 . 由 定理 5.3.2, 其 极限 函数 在 2' 中 也 
是 调和 的 . 口 


5.3.3 ”Liouville 定理 


下 面 给 出 在 理论 和 应 用 中 都 很 重要 的 Liouville 定理 . 
”定理 5.3.5 (Liouville 定理 ) ”在 全 空间 R" 上 有 界 的 调和 函数 ulz) 必 是 
常数 . 
证 明 ”由 已 知 , 存在 正 数 M, 使 得 lu(z)| < M，z e R"*. 对 任意 取 定 的 
7 € R", 取 正 数 RR 充分 大 , 使 RR > |z|. 利用 调和 函数 的 平均 值 公式 (5. 1.14), 有 


wo -uo = a 


M ; 
em dy 十 / dy| 


yi< 
lz—vl<R ls-vl>R 


M 2 
ee 


= hr el(R+ a)" ~ (R- |e)" 


- 总 [BR + lz)" — (R— lz 
= O(R-!), 当 玉 一 +oo 时 . 
令 已 ，+oo, 便 得 ulz) =u0)， 
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5.3.4” 育 点 可 去 性 定理 


奇 点 可 去 性 定理 的 证 明显 示 了 Poisson 积分 公式 (5.2.15) 在 处 理 较 难 问 题 
时 的 作用 . 
定理 5.3.6 ( 奇 点 可 去 性 ) ” 设 w(7) 在 人 \ {zo} 中 调和 ,在 zo 点 有 


lim |z — zol" ?w(x) = 0, n> 2. 


则 可 以 重新 定义 函数 以 在 zo 的 值 , 使 以 在 人 2 中 调和 . 

证 明 ”(1) 为 方便 计 , 取 zo 为 原点 . 设 Ba(0) CC 8, 于 是 在 Ba 上 ww 是 
连续 函数 . 可 用 Poisson 积分 公式 (5.2.15) 制作 一 个 在 9Br 上 等 于 v 且 在 Ba 
内 调和 的 函数 v(z), 我 们 只 要 证 明 在 Ba \ {0} 中 心 =v 就 可 以 了 ; 因为 这 时 可 
定义 u(0) = v(0), 于 是 这 个 函数 久 在 2 中 是 调和 的 . 

(2) 对 任 给 的 es > 0 以 及 某 6, 0 < 5 < RR, 考虑 函数 


we = (lol — Ee"), 


此 函数 在 Br \ Bs 中 是 调和 的 , 在 9Be 上 等 于 零 . 由 已 知 条 件 , 存在 足够 小 的 
正 数 6, 使 在 6B; 成 立 


Iu — wv| < vw, 
故 由 最 大 最 小 值 原理 知 , 在 Ba \ B。 中 
z i 
(3) 固定 6, 令 6 一 0 便 得 |w 一 v| < w。 在 Br\{0} 中 成 立 . 由 可 任意 小 ， 
知 业 =v 在 Ba \ {0} 中 成 立 . 口 


5.3.5 ”正则 性 


一 个 函数 的 正则 性 泛 指 它 的 更 高 阶 的 可 微 性 . 为 此 , 我 们 先 引 入 光滑 子 的 
概念 . 用 Ce(2) 记 在 2 内 具有 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 函 数组 成 的 空间 . 定义 
1 E C8(R") 为 


1 人 
n(x) = 二 (FF 站 i) 3 ob (5.3.2) 
0， 当 |z| > 1 时 ， 


其 中 , c 为 选 定 的 常数 , 使 得 上 n(z)dz = 工 对 任意 = > 0, 我 们 定义 


me(Z) = 去 (2 (5.3.3) 
. 140. | , 


称 m。 为 光滑 子 . 显然 , n. < CF(R"), 且 


f mwas =1, spine(s) = B.(0) 
这 里 , spt 表示 函数 的 支 集 ， 


定义 5.3.7 车 f(z) 在 0 中 局 部 可 积 , 则 称 卷 各 
f°(7) = 人 + = Tc(Z —Y)f (Ydy 


二 fle Wy, se 
是 j 厂 的 光滑 化 函数 , 其 中 , 人 = {x € 0 |dist(x,900) > e} 
光滑 化 函数 f< 具有 如 下 性 质 : 
(i) f* € C0C™(0.); 
(ii) 当 一 0 时 , ff, aeze1; 


( 才 ) 车 fe C(0), 则 当 e 一 0 时 , f: 在 0 的 任 一 闭 子 集 上 一 致 收敛 到 ; 
(iv) 阁 1 < p< oo0, fe 5.(1), 则 当 e 一 0 时 , f° 在 Lr.(0) 中 收敛 到 
证 明 ”所 有 的 证 明 仅 用 到 微 积 分 学 的 基本 知识 , 这 里 仅 给 出 (i) 的 证 明 ， 

其 他 留 作 练习 . 任 取 z e 02., 选取 h, 其 绝对 值 足够 小 , 使 z+ he; e 0., i = 
1,2,… ,n. 则 有 
f°(z+ hei) — f°(z) 


h 
= = . zn( ey) n(—)] f(y)ay 
= a) -ney 


最 后 一 步 是 因为 被 积 函 数 的 支 集 严格 含 于 02' 内 , 其 中 , 9' cc 0. 当 有 二 0 时 
有 


3 


E EOri、 E 
一 致 于 2 上, 所 以 外 (x) 存在 , 且 


下 四 = /下 


Bo — yf(Yydy, re Qf.. 
类 似 可 证 ， 对 每 个 多 重 指标 a, a 存在 , 并且 


Df(0) = [ Dems Wf)ay, ze 0 


所 以 , Fe C=(Q) 六 .日 

现在 回 到 对 调和 函数 的 性 质 的 讨论 . 我 们 有 

定理 5.3.8 (正则 性 ) 车 函数 u(z) 在 区 域 2 内 调和 , 则 它 在 该 域内 无 穷 次 
可 微 . 

证 明 ”显然 u(z) 在 2 内 局 部 可 积 , 由 光滑 化 函数 的 性 质 (i) 知 we = 
7 * UECO”m(0.). 下 证 在 2. 内 wv 三 wv. 事实 上 , 若 ze 02., 则 


4 一 | ne(T — Yu(Yy)dy 


Iz—yl 
i 本 )u(y)dy 


1 


-二 J dS) dr 
a Evo) {nF )nu。 rn idr 


= u(7) / nedy 
B.(0) 


= ulz). 


于 是 , ve C~(0.), 由 es > 0 的 任意 性 知 w€ C~(0). 
附注 由 于 在 2 内 连续 且 在 严格 含 于 9 内 0 
函数 必 在 2 内 调和 , 由 本 定理 知 , 这 样 的 函数 在 2 内 必 无 穷 次 可 微 . 


5.3.6 ” 微 商 的 局 部 估计 


为 证 明 调和 函数 的 解析 性 , 先 对 调和 函数 的 微 商 的 界 作出 估计 如 下 : 
定理 5.3.9( 微 商 的 估计 ) ” 设 u(z) 在 2 内 调和 , 则 对 每 个 球 B,(zo) CC 0 
和 每 个 满足 |a| 二 k 的 多 重 指标 a, 有 估计 


ID*u(zxo)| < Eula,ceoy, k=0,1,2,...,， (5.3.4) 


其 中 十 1 Kk 
C0, = 二 (2"+tink) 
Wn, Whn, 
证 明 ”用 归纳 法 证 明 (5.3.4) 与 (5.3.5). 
(1) 当 大 = 0 时 ， 直接 由 平均 信 公 式 得 到 当 大 = 1 时 , 由 定理 5.3.8 知 ， 可 
以 在 方程 Av = 0 两 边关 于 zx;(i = 1,2,… ,n) 求 偏 微 商 , 便 知 vc, 是 调和 函数 ， 
.用 平均 值 公式 (5.1.14) 得 
=/ ee uidz| 


,k= 1,2,.... . (5.3.5) 


lus, (20)| = 上 
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攻 2 
二 | ey / uv.dS 
WnT J8B,(zo) 


< Tullemepsne (5.3.6) 
者 zeOBz(zo), 则 Bo(z) C B.(zo) CC 1 于 是 由 大 = 0 时 的 (5.3.4) 和 
(5.3.5) 式 得 和 
utz)| < (=) lull 

结合 以 上 二 式 , 得 到 当 |a| = 1 时 的 (5.3.4) 与 (5.3.5) 式 . 
(2) 设 k > 2, 且 所 证 式 对 所 有 满足 |a| < & -1 的 多 重 指标 a 及 0 内 
所 有 球 成 立 . 取 定 B,(zo) CC 0 及 满足 |a| = 的 任 一 多 重 指标 w。 则 对 某 
ie {1,2,… ,n} 及 |B8|=k 一 1 有 Dw = (Du)。 类 似 于 (5.3.6) 的 推导 , 可 得 

k 
Deu(zo)| < Dulane 


车 TE OB (To), 则 Bs_vr/r (7) 外 B. (zo) CC 012, 则 利用 归纳 假设 ， 得 


Duta < Eales | 
i 
k 
结合 以 上 二 式 ,得 
9nt+1 k k 
Deuso)l < Sal 
即 (5.3.4) 与 (5.3.5) 式 对 满足 |a| = 的 多 重 指标 a 成 立 . 口 


5.3.7 解析 性 


定理 5.3.10 (解析 性 ) 设 w(z) 在 人 内 调和 , 则 i 在 人 2 内 解析 . 
证 明 (1) 任 取 定 zo。€ 12. 只 须 证 u(z) 可 以 在 zo 的 某 个 邻 域 中 展开 为 收 
敛 的 究 级 数 . 令 
.了 一 了 Idist(zo, O42), 
则 
M = -av < oo. 
对 任 TE B(xo), 有 B. (x) C Po CC 0. 0 | 
IIDeullssca.o) < M( 一 -2 92) al (5.3.7) 
由 极限 | 
Me 
hoo Kler (27172 
“1 


知人 存在 某 常数 C， 使 得 对 所 有 多 重 指标 有 |ali*! < Celella|!. 注意 到 
惟一 (+ 六 = 


|aw|= 大 
便 得 |al! < nlsial. 把 这 些 不 等 式 代 入 (5.3.7), 得 
on n+lp2 本 

Dwl| -eeoy < CNM( 一 一 ) Ia 


(2) w(z) 在 zo 的 Taylor 级 数 为 
> 和 人 全 
其 中 ， 求 和 对 所 有 多 重 指标 a 进行 . 这 个 寡 级 数 是 收敛 的 , 只 要 


(5.3.8) 


jz 一 zo| < 


(5.3.9) 


多 


事实 上 , 级 数 的 余 项 
Ryle) = -DT De ~ 0) 


k=0 |al=k 
.、 D”w(zo 十 t(Z 一 Zoj)(Z 一 2 
Cl 


lal=N 


其 中 ， 0<t<1,t 与 有关 . 将 (5.3.8) 与 (5.3.9) 代入 可 得 
IRv(D < CM VY ( CY 7 袍 


| 三 


| z . (5.3.10) 
: CMnY [CE | 
| CM 


5.3.8 ”例题 


例 5.3.1 在 RR? 中 求 第 一 象限 的 调和 方程 Dirichlet 问题 的 Green 函数 . 
. 解 设 (zow) 位 于 第 一 象限 . 如 在 5.2.3 小 节 中 求 上 半空 间 的 Green 函数 
那样 , 可 求 得 上 半 平 面 的 Green 函数 为 | 
人 VE mV ry tt ty) 
关于 y 轴 的 对 称 点 为 人 人 和 Cs -= 图 5 5. 3) , 则 函数 ， 
:J 


5.3 求 第 一 象限 的 Green 函数 


G(z, Y; Zo, yo) = 去 (D VT — £0)? + (y — yo)? 
—In V(r— £0)? + (y+ yo)? 
—InV(z+70)? + (y— yo)? 
+ In V(r+zo)? + (y+ yo)?) 
在 zx ==0 和 w=0 时 都 为 零 , 当 (zx,y) 在 第 一 象限 变化 时 , 后 三 项 显然 是 调和 
函数 , 最 后 整理 便 得 及 中 第 一 象限 的 Green 函数 
G(Z,Y; Yo, yo) 


工 0) + (yy) r+ ro) + (V+ 
dr [(z— £0)? + (y+ Yo)?)][(z + £0)? + (y — Yo) 

我 们 没有 用 复 变 函数 中 的 共 形 映照 方法 , 因为 这 里 所 述 的 方法 对 高 维 也 适 
用 , 具有 一 般 性 . 用 同样 的 方法 可 求 得 R? 中 第 一 封 限 的 Green 函数 , 读者 不 妨 
自 试 之 . 下 面 介绍 一 个 应 用 Poisson 积分 公式 求解 的 例题 . 

例 5.3.2 设 B6(0) 是 以 原点 为 中 心 、 以 a 为 半径 的 圆 域 . 若 已 知 问题 
bn 0<r<a,r= Vr+t+y 


"00-10-{ 0<0<7 


0, x<0< 2n, 


求 它 的 解 . 
解 ” 这 里 要 用 到 二 维 调和 阔 数 的 Poisson 积分 公式 (5.2.12"): 


二 (@? — "7°)f(p) 
Os 2r | a? 一 2arcos(p 一 0) 十 72 
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下 面 我 们 进行 求 积 运算 . 记 


了 二 1 VCc2. 一 ditan 3 
A 0 Re A SR 
人) [ c+dcosT Vc?— a c+d 
及 
1 
{0)s c 十 QcosZz 


注意 到 当 (a,6b) 中 有 点 x = 土 (2n 一 1)r (n= 1,2,- …) 时 , Newton-Leibnitz 公 
式 不 成 立 , 即 


| tas# 四 -Pa 
设 0<z<7, 则 有 到 (z) = f(z). 于 是 
f(z) dz = lim 人 Haaz 
VO dtant 一 


2 
一 lim ———————arctan——————————<— 
e 一 0 Vc2— ad? C 十 过 
n 
二 C2 和 02 7 


取 c=@2 十 7r?, d = 一 2ar, z= yp 一 0, 再 注意 到 0< p<n,0<90<2n, 故 当 
0<0<XK 时 , -x<x<, 于 是 有 


(a2 一 r?)tan* 


A nl 2 i —72 os (a —.7)? J 
1 0 1 Q 十 7 0O、 
= ~arctan(2— cot3) 十 二 arctan (一 人 -tans). i 


如 果 r < 9 < 2r, 那么 -2x < xz < 0, 这 区 间 中 有 "(zx) 不 存在 的 点 z = -x, 于 


是 有 
本 0 P=0—n—eé 
ee) 


u(r, 9) = lim [arctan(—— 二 p=e 


T 
tan 
到 


2 


一 0 一 f 十 E 


! 3 [arctan(- a - 3 


a 第 La 
2 


1 
-arctan (< 一 Cot3) 十 


2 


Q 十 7 


1 r 
二 ] 十 二 arctan (一 一 一 cot— ). 
~ Tn a sd 
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由 上 面 的 w(x,0) 表达 式 知 , 它 满足 边界 条 件 
lim u(r, 0) =1,0<0<n, 
lim u(r, 0) =0, T<0 < 2x. 


由 此 例 可 看 出 , 利用 Poisson 积分 公式 求解 是 相当 麻烦 的 , 下 面 给 出 两 个 例题 说 
明 可 以 不 用 Poisson 积分 公式 , 从 而 避 开 这 些 麻烦 . 
例 5.3.3 邻 "= V 到 十 多 求解 单位 国内 调和 方程 的 Dirichlet 问题 


Au=0,r<1 
ul,_, = Asin?0 + Bceos?0, 
其 中 , 4, 日 是 已 知 常数 . 
解 ” 由 本 章 习 题 第 4 题 知 , r" sinmb ee cos70 都 是 调和 函数 , 而 


4gsin20 十 妃 cos20 = A a 了 0 
考虑 到 边界 条 件 , 便 知 问题 的 解 为 
u(r, 0) = 人 + 5 人 ”cos 20. 
例 5.3.4 求 R3 中 单位 球 外 部 的 Dirichlet 问题 
~—Au=0,7>1 
eT 

"1 

的 有 界 解 . 其 中 ,7 二 VT3 十 奶 十 2. 


解 ”函数 , 
Ce 
当 (Zo, yo» Zo) € B, (0) 时 在 单位 球 外 调和 ， 下 面 适 当选 取 一 点 (zo, Yo, 2o)， 使 
满足 边界 条 件 . 由 于 
1 1 
7? 十 Zo 十 十 2 一 2707 一 2y0y 一 2z0z 


5 4 r=1 
41Y z 

加 1 

~ VI+7zi+ i220r— Dyy — D202 
比较 两 边 , 知 应 有 

—2yo = 1, zo=0, z=0, 
所 以 i 
yo 三 一 了 


i 


于 是 , 点 (zo,yo,z) = (0, 一 5,0) & Bi(0), 从 而 

1 2 
+t +2 
例 5.3.5 求解 Dirichlet 问题 


—Au = 2, (zx,y)EN 
ul 0, 


二 


这 里 , 人 2 是 等 腰 三 角形 , 其 顶点 为 (一 1,0), (1,0) 和 (0, V3). 
解 ”等 腰 三 角形 三 条 边 的 方程 分 别 为 
y=0, y+ V3z— V3=0, y— V3z— V3=0. 
从 而 , 我 们 可 以 设 解 有 形式 
u=cy(y+ V3z — V3)(y — V3z = V3), 


其 中 , c 是 待定 常数 . 它 满足 边界 条 件 u| ， = 0, 再 设法 求 出 c, 使 w 满足 方程 
将 代入 方程 得 
—Au = 4V3c = 2, 


所 以 , c = V3/6, 故 解 4 是 


4 一 yy+ V37 — V3)(y — V3 — V3). 
下 面 我 们 给 出 最 大 最 小 值 原理 在 证 明 著 名 的 Hadatmard( 阿 达 马 ) 三 圆 定理 
时 的 应 用 一 例 . 四 
例 5.3.6 设 刀 是 了 中 以 原点 为 中 心 的 环形 区 域 , 大 国 和 小 国 的 半径 分 
别 为 书 和 Ri,， vu(7T,y) 是 DD 中 的 下 调和 函数 . 记 


MI(r) = max u(x,y), Ri <ri <r<r,< R, 
x2 y2=72 
其 中 = V 厂 二 更 则 
7 ， r 
Mr log (2) + M(ra) 10g() 


MI(r) < 7 
"| log(=) 


yp(7r)=a+t+blogr, 7 #0, 


由 p(n) = M(m), p(rs) = M(r) 确定 wb 的 值 , 代入 上 式 , 得 
M(r) iog( 子 ) + M(rs) log(™) 
log(™) | 


P(7) = 


v(x,Y) = uz,Yy) — p(VT? +),. 


—Av < 0, 当 m <r<r 时 ， 
v0, 当 7+==7 和 7 =7。 时 . 


由 下 调和 函数 的 弱 最 大 值 原理 (定理 5.1.3) 知 


v0, 当 ri <r<r, 时 ， 


则 


因此 
U(Z,Y) < p(n), Br <r < ra 时， 
故 有 
Mr) < gp(7), 当 六 < <ra 时 . 
称 此 为 三 圆 定理 . 口 


5.4 ”Hopf 最 大 值 原理 及 其 应 用 


5.4.1 ”Hopf 最 大 值 原 理 


我 们 知道 , 调和 方程 描写 稳定 的 温度 分 布 . 由 最 大 最 小 值 原理 知 , 温度 的 最 
高 点 和 最 低 点 必 在 边界 上 取 到 . 在 边界 上 温度 的 最 低 点 处 , 物体 其 他 各 处 的 热 
量 必 流 向 它 而 后 流向 物体 外 部 . 因此 在 该 点 应 有 他 < 0，v 为 温度 , v 是 边界 
上 外 指 的 法 向 . 类 似 地 , 在 边界 温度 的 最 高 点 处 应 有 au & > 0. 实际 上 , 我 们 有 下 
述 更 强 的 结果 , 即 Hopf 引 理 : 
定理 5.4.1 (Hopf 引 理 ) 设 Br(y) C R" (n > 3) 是 以 RE 为 半径 、 球 心 在 
y 的 球体 , 在 其 中 -Au < 0, 设 点 Zo E 9BR, 还 有 
(1) uw € C(Ba); 
(2) 对 任何 ZE Br(y), 有 ww(zo) > wv(z)， 
则 车 以 洛 在 ro 点 的 外 法 向 的 微 商 存在 , 必 满足 严格 的 不 等 式 
Ou) 
Ov 
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证 明 ”引进 辅助 函数 


YD) 


ar? —aR? 


一 e 
其 中 "=|z 一 让 > p, 0< p< ,而 a 是 待定 的 正常 数 . 直接 计算 得 到 
Au = e-°" (4a2r2 — 2na). 

因此 , 可 选 a > 0 足够 大 , 使 得 Av > 0 在 环形 区 域 A = Br(y) \ B,(y) 上 处 处 
成 立 , 因为 在 9B,(y) 上 w(z) 一 w(zo) < 0, 故 存在 常数 = > 0, 使 得 在 0B,(y) 上 

w(Z) 三 W(z) — w(zo) 十 su(z) < 0. 
这 个 不 等 式 在 9Br(y) 上 也 成 立 , 因为 这 里 v(z) = 0. 

从 而 证 明了 : 在 A 中 有 

一 Auw(z) = ~—A(u— wu(zo) + ev) = ~—Au — eAv < 0, 
且 在 94 上 有 
- w(Z) = u(x) 一 ww(zo) 十 suv(Z) < 0. 


人 (定理 5.1.3)，w(z) < 0 在 .4 中 处 处 成 立 . 于 是 ， 
由 w(xzo)=0 知 双 $y (To) > 0, 即 


bu gy 学 2 7 ‘(R) > 0. 口 


更 一 般 地 ， 无 论 法 向 微 商 是 否 存在 ， 总 有 
lim inf wna) uo) >0 
Tro 工 一 Zo| ， 
2 对 某 个 固定 的 4 6, 0«<6 < ~, 向 量 zo - z 与 xo 处 外 法 向 之 间 的 夹 角 小 于 


一 一 0. 

基于 Hopf 引 理 , 可 立刻 获得 下 面 的 Hopf 最 大 最 小 值 原理 . 先 给 出 一 个 概 
念 : 设 zo e 98, 如 果 存 在 一 个 球 B C 0, 使 得 互 n 00 = {zo}, 则 称 区 域 9 在 
zo 满足 内 部 球 条 件 .这 时 , 称 .9 的 补 集 及 "\ 9 在 zo 点 满足 外 部 球 条 件 . 

定理 5.4.2(Hopf 最 大 最 小 值 原 理 ) 设 在 中 一 Au < 0(-Au > 0), 7zo6E 
0O0, 并且 
(1) 4 在 zo 连续 ; - 
(2) 对 所 有 Ze 2, 有 u(zo) > u(x) (u(x0) < u(z)); 
(3) 人 在 zo 满足 内 部 球 条 件 ， 
则 以 在 zo 处 的 外 法 向 微 商 Cutzo) 如 果 存 在 , 则 必 满足 严 格 的 不 等 式 

Du(zo) ula) 2 


a > 0 (一 一 一 
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证 明 在 zo 处 的 一 个 足够 小 的 内 部 球 上 使 用 定理 5.4.1 于 下 调和 函数 
易 得 2 结 2o} > 0 (详细 的 推导 过 程 留 作 练习 ). 在 90 上 使 上 调和 函数 函数 取 
到 严格 最 小 值 的 那些 点 处 , 下 调和 函数 -w 取 到 严格 最 大 值 , 因此 在 这 些 点 处 ， 


应 有 2 切 >0 即 邵 <0 口 ， 
5.4.2 ”应 用 


下 面 给 出 Hopf 最 大 最 小 值 原理 在 证 明 第 二 边 值 (Neumann) 问题 解 的 唯 

一 性 时 的 应 用 . 考虑 Poisson 方程 第 二 边 值 问题 
| —Au = f(r), TE€ 0, 
名 | = (7). 

容易 看 出 , Neumann 问题 的 解 如 果 存 在 , 必 不 唯一 . 因为 若是 它 的 一 个 解 , 那 
么 加 上 一 个 任意 常数 后 仍 是 它 的 解 . 但 我 们 可 以 证 明 

定理 5.4.3 (唯一 性 ) 如 果 02 的 每 一 个 边界 点 都 满足 内 部 球 条 件 , 那么 
Neumann 问题 (5.4.1) 的 解除 去 一 个 常数 是 唯一 的 . 

证 明 设 w,us 是 Neumann 问题 (5.4.1) 的 两 个 解 , 则 v = wi -ws 满足 
问题 


(5.4.1) 


| —Au =0,7z€en, 
Gu| -0. 
Ov len 
如 果 %% 不 恒 等 于 常数 , 则 由 强 最 大 最 小 值 原理 (定理 5.1.4) 知 , 最 大 值 必 在 90 
上 达到 , 再 由 Hopf 最 大 最 小 值 原理 , 在 取 最 大 值 的 点 处 有 名 > 0, 与 已 知 
条 件 矛 盾 . 故 为 常数 . 口 

至 此 , 关于 位 势 方程 , 我 们 用 最 大 最 小 值 原 理 证 明了 Dirichlet 问题 解 的 
唯一 性 与 稳定 性 , 用 Hopf 最 大 最 小 值 原理 证 明了 Neumann 问题 解 的 唯一 性 . 
关于 调和 方程 的 Dirichlet 问题 , 利用 镜像 法 求 得 了 某 些 特殊 区 域 (例如 R”" 
中 球 和 上 半空 间 , R? 中 第 一 象限 ) 上 的 Green 函数 , 从 而 解决 了 此 种 区 域 上 
Dirichlet 问题 对 任意 连续 边 值 的 可 解 性 . 另外 , 也 可 以 用 能 量 法 证 明 解 的 唯一 
性 , 由 Dirichlet 原理 可 以 把 位 势 方程 的 Dirichlet 问题 的 求解 等 价 于 求 一 个 相 
应 泛 函 的 极 小 函数 . . 

但 是 , 对 于 一 般 区 域 上 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 , 须 对 区 域 边界 加 上 相当 
一 般 的 光滑 性 条 件 才能 予以 保证 . 对 于 不 满足 这 种 光滑 性 的 任意 区 域 , 有 例子 
说 明 , 这 时 古典 解 并 不 存在 . 为 了 理论 和 应 用 上 的 需要 , 有 必要 引入 弱 解 (也 叫 
广义 解 ) 的 概念 . 同时 , 我 们 也 将 利用 泛 函 分 析 的 方法 证 明 调和 方程 第 一 、 第 二 
和 第 三 边 值 问题 弱 解 的 存在 性 , 并 说 明 在 何 种 条 件 下 这 些 弱 解 就 是 古典 解 . 
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5.5 位 势 方程 的 弱 解 


5.5.1 ”伴随 微分 算 子 与 伴随 边 值 问题 


设 有 Hilbett 空间 态 , 集合 D C 五. 工 是 定义 在 D 上 的 二 阶 线性 偏 微分 
算 子 . 为 了 下 文 讨论 确定 起 见 , 我 们 取 万 ee) 1 是 R" 中 有 界 区 域 . 取 
D = C2(0). 熟知 Z2(2) 中 的 内 积 为 


Go = /war 


如 果 定 义 在 D 上 的 微分 算 子 L* 对 任意 的 ve D 有 (Lu,v) = (wu,L*v), 则 称 
I* 是 工 的 伴随 微分 算 子 . 一 般 的 二 阶 线性 偏 微分 算 子 工 具有 形式 


一 D” ~ 0 
Ju = 2 0 BB > a + av, (5.5.1) 
其 中 ， Qij 一 Qji (有 = 1,2,.… , 1)， 并 设 Qij, Qi 和 a 分 别 是 定义 在 1 上 的 二 阶 
连续 可 微 , 一 阶 连续 可 微 和 连续 函数 
利用 分 部 积分 不 难 验证 , 它 的 伴随 微分 算 子 L* 是 
O(ai;;v) . O(aiv) | 
“7 2 B05, ee 


.特别 地 , 车 L* = 工 , 称 算 子 工 人 
” 例 5.5.1 Laplace 算 子 人 = 六 及 波动 算 子 口 二 部 7 A 都 是 自 伴 随 

微分 算 子 . 

例 5.5.2 对 (5.5.1) 中 算 子 也, 若 对 所 有 如 j ,Qi = 常数 ,ai 一 0, 则 二 是 
自 伴随 微分 算 予 . 

设 RR 与 R* 是 定义 在 929 上 的 低 于 二 阶 的 偏 微分 算 子 , 如 果 对 任意 满足 边 
界 条 件 Ru|。， = 0 的 C2?(0) 函数 久 与 任意 满足 边界 条 件 Ru =0 的 C2?(I) 
函数 v, 都 有 (Lu,v) = (w,L*v) 成 立 , 则 称 方程 L*v = 9 的 边界 条 件 


Rv| =» 
是 方程 Lu = f 的 边界 条 件 
Rul,, — 
的 伴随 边界 条 件 , 这 里 ，p 和 少 是 定义 在 82 上 的 光滑 函数 . 此 时 称 边 值 问题 
| Lv=9g, TEnN, 
Rv|,, 全 y 
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是 边 值 问题 
Lu= f,7X€n, 
Rulss=% 


的 伴随 边 值 问题 . 如 果 微 分 算 子 工 是 自 伴随 的 , 而 R 和 R* 又 是 相同 的 , 那么 称 
边界 条 件 为 自 伴随 边界 条 件 , 所 对 应 的 边 值 问题 称 为 自 伴 随 边 值 问题 . 
例 5.5.3 ”调和 方程 的 第 一 、 第 二 和 第 三 边 值 问题 都 是 自 伴随 边 值 问题 . 
例 5.5.4 已 知 二 阶 线性 微分 算 子 


0 uo 
i on Mig Dgs ou 


的 边界 条 件 为 


这 里 
Ou bu 
于 = 2 Qij Bz; cos(v, Di)， 


、 而 凡是 00 的 单位 外 法 向 , 试 求 它 的 伴随 边界 条 件 . 
解 工 的 伴随 微分 算 子 是 


N N 
:~ 0 Ov O(aiv) 
人 > Br: (ov Br ) 2 Br 1 


由 伴随 边界 条 件 的 定义 , 应 有 


/om —uL*v) dz = 0. 
0 


利用 分 部 积分 得 


N 
0 = /om —uL’v) dz = / 2», 已 cos(v, Zi) dS, 
0 an 1 
”其 中 


于 是 应 有 
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其 中 


= > nen Ti)dS 
= /| [> Qi wi a Zi)— 


2 了 一 1 


ou cos(y, zi) 十 > aituu cos(v, zi)|dS 


Ou Ov 
三 一 一 一 内 十 ao )d9 
上 Al 2 ) 


-/ (如 十 bv 一 aov)uds 


--|/ R*vu dS, 
on 


N 
ao = Sa; cos(v, zi), 
i=1 


Ov 
Rv= 页 十 如 一 aov 


欲 使 上 述 积分 式 成 立 , 只 须 Rw = 0, 即 在 80 上 


Ov 
7 十 bu 一 aou 王 0. 


这 就 是 所 求 的 伴随 边界 条 件 , 它 显 然 是 非 自 伴随 边界 条 件 . 
5.5.2 “” 弱 微 商 及 其 简单 性 质 
设 w,y € Li.( 人 2), 等 式 


f uppas = (1 / wear 
0 n 


(5.5.2) 


对 任意 的 pe Cl) 成 立 , 则 称 儿 为 久 的 a 次 弱 微 商 , 记 为 少 = Duw. 由 此 
定义 式 可知 , 若 久 的 通常 意义 下 的 a 次 微 商 存 在 , 则 它 显然 满足 (5.5.2) 式 , 但 
满足 (5.5.2) 式 的 不 一 定 在 通常 意义 下 可 微 , 因此 称 满足 (5.5.2) 的 钞 为 的 
弱 微 商 . 注意 到 Dw 除 零 测 集 外 是 唯一 确定 的 , 因此 , 包含 弱 微 商 的 逐 点 估计 
式 理解 为 几乎 处 处 成 立 . 如 果 一 个 函数 的 所 有 一 阶 弱 微 商 均 存在 , 则 称 此 函数 
弱 可 微 , 如 果 它 所 有 的 直到 阶 且 包括 上 阶 的 弱 微 商都 存在 , 则 称 此 函数 次 
弱 可 微 , 我 们 以 后 用 W*(1) 表示 由 大 次 弱 可 微 函 数组 成 的 线性 空间 ， 显 然 ， 
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C*(8) C W*(1). 因此 , 弱 微 商 是 通常 意义 下 (或 古典 的 ) 微 商 概念 的 推广 , 它 
保持 了 分 部 积分 公式 (5.5.2) 的 有 效 性 . 

定理 5.5.1 (唯一 性 ) 车 的 弱 微 商 存在 , 则 必 唯 一 . 

证 明 设 w 与 三 都 是 v 人 We 
(5.5.2) 相 减 得 


he 一 i = 0, Vw E en (: 5.3) 


任 取 f'ccnh, 当 e< dist( 0 80) 时 , 则 由 (5. 3.3) 式 定义 的 光滑 子 qz- y) € 
C9(0),y Ee 02'. 在 (5.5.3) 中 取 yp(z) = n(x 一切, 并 令 v = we =- 不 ,得 


v= hr vs)ne(e — Y)dz. 


在 上 式 中 依次 取 < = &,， 0<e<e i 二 1,2,… ,Ei 一 0 当 i 一 oo. 则 得 
{v*(y), i = 1,2,.…}. 由 光滑 化 函数 的 性 质 (iv), 函数 列 {ve'(y)} 在 Li(2') 中 
强 收 敛 到 v(y), 从 而 有 子 列 , 仍 记 为 {v*(y)}, 在 2' 中 几乎 处 处 收敛 到 v(y). 
由 (5.5.3) 知 在 2 中 wi(y) = 0, i = 1,2,…, 从 而 v(y) = 0, ae. ZE 02'. 由 
12' CC 8 的 任意 性 , 便 得 v(y) = 0, a.e..z € 1, 即 w = 页 在 0 中 几乎 处 处 
成 立 . 口 
定理 5.5. 2 ( 子 域 上 的 弱 微 商 ) 如 果 wws = 二 Dw 在 人 2 中 成 立 ， 那么 对 于 储 
意 00C 0， 在 人 0' 中 也 有 ww。 = De 
证 明 ”因为 CI(82) C CLI(Q), 故 (5.5.2) 对 于 pe Ol*(8') 也 成 立 ， 口 
定理 5.5.3 ( 弱 微 商 的 复合 ) 若 ww = Duw, v= Dw,, 则 v= D+Sw. 
证 了 明 ”对 任意 的 yp e CPA 0), 由 已 知 条 件 得 


] wa = (Df wprpas 
2 2 
一 (一 1)IeI+I| / uD* (DS wy) dz 
人 2 
= -Dee /prepdn 
82 


所 以 v= De+evu. 口 
定理 5.5.4 ( 旨 极 限 的 微 商 ) 当 m 一 oo 时 , 车 w 一 化 在 (2) 中 成 立 
(一 表示 弱 收 全 ), 而 它们 的 弱 微 商 Dus, 一 v 在 La( 人 ) 中 成 立 , 则 wz) 有 弱 
微 商 , 且 Deu = vw. . 
证 明 ”对 任意 we Ol'(0), 有 


/pwwJedz= CD /wprpdz 
1 82 


La 
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令 m 一 co, 就 得 到 


上 vp dz = (一 1])lal uD*y dz， 

即 Devw = wv. 口 
下 面 , 为 了 对 弱 微 商 有 些 感性 认识 , 我 们 考虑 一 些 例 子 和 命题 . 对 于 一 维 情 
命题 5.5.5 若 f(z) 是 定义 在 [0,a| 上 的 绝对 连续 函数 , 则 几乎 处 处 符 在 

通常 意义 下 的 微 商 f(z), 并 且 可 表示 为 


PD pe / dt Yves, z € [0,a], 


其 中 , f(z)，f'(z) e L1(0,a). 这 时 , 常 义 微 商 f'(T) 也 是 f(z) 在 (0,a) 上 的 弱 
微 商 . 其 逆 亦 真 , 即 若 f 及 其 弱 微 商 f 都 属于 Li(0,a), 则 了 等 价 于 一 个 绝对 
连续 函数 且 上 述 积 分 式 成 立 . 

命题 5.5.6 ”车 f(z) 在 [0,a] 上 连续 , 在 (0,D) 与 (b,a) 上 有 连续 的 一 阶 党 
义 微 商 Pr(z), 且 |FP(z) 和 ec 则 P(z) 也 是 jz) 在 (0,a) 上 的 一 阶 弱 微 商 . 其 
中 , c> 0 是 常数 . : 

证 明令 wz) = f(z), 在 0,a,b 三 点 可 以 任意 定义 它 的 值 . 于 是 , 对 任意 
的 o(z) e O01(0,a), 有 


a b a 
上 2 EE 上 pe | 二 
0 0 b . 
b a ” 
=-/ fre-] tro 
- : 0 5 
=- | wp dz, 
0 


即 w = 了 f(z) 是 fF 在 (0,a) 上 的 一 阶 弱 微 商 . 口 
附注 若 f(z) 在 b 点 不 连续 , 它 的 弱 微 商 可 能 是 广义 函数 . 例如 


ot ={ z > 0， 


0, zz<0, 
则 它 的 弱 微 商 
区 上) +oo，7zZ= 0， 
eat) = 0 
目 : 


十 oo 
/ 6(z) dz =1. 
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大 家 知道 , 它 已 不 是 普通 函数 了 ， 
考虑 多 元 函数 . 设 区 域 9 Cc R"(n > 2), 则 有 
命题 5.5.7 若 wz) 在 1 上 连续 , 且 人 2 可 以 分 为 有 限 块 具有 光滑 边界 的 
区 域 , 使 得 v(z) 在 每 一 决 上 有 连续 到 边界 的 常 义 微 商 现 二 ，m = 1,2,… ,mm 
则 u(z) 在 2 中 有 能 微 商 ， 且 为 袁 . 
. 可 是 , 其 逆 命 题 不 成 立 , 即 具 有 弱 微 商 的 多 元 函数 不 一 定 连续 . 例子 如 下 : 
例 5.5.5 设 B,(0) 是 三 维 空间 中 以 原点 为 球 心 的 单位 球 . 记 7 一 |z| = 
.V 可 十 忠和 干 23, 则 函数 w(z) 一 nr 在 Bi(0) 上 不 连续 . 
证 明令 内 = 条 ， 则 w; € Lh.(Bi), 任 取 ype C2(B,), 则 


/ “de= | “到 dz+ / a 
|z| 科 1 Oz; |z| 和 6 Oz; 6<lzlg1 Oz: 


Op / Ou 
一 4 一 一 dz 一 二 一 dr 
|, oz; 6<|z|<1 oa， 


十 / up coal Ti) dS. 
DPI5 


当 6 一 0 时, 由 w= 了 n6,18B;|= 1B(0)| = 0(63), 故 有 


fa up cos(v, 7;) dS 一 0， 
Ss . 


六 才 入 a Op / Li, or 
st dz = 一 一 dz， 
1 Ox; Izlg1 7 


因此 总 于 存在 且 等 于 字 寺 : 口 

站 这 多 过 若 一 个 函数 具有 二 阶 常 义 微 商 ， 则 它 的 一 阶 常 义 微 商 必 存 在 . 但 
对 弱 微 商 而 言 , 并 非 如 此 . 例子 如 下 : 

例 5.5.6 函数 wz,y) = jf(z)+ jy)，F(z) 是 定义 在 [0,1] 
但 并 不 绝对 连续 , 因此 u(x,y) 没有 一 一 阶 本 机 商 . 然而 ， 二 阶 劲 微 商 在 
在 且 等 于 零 . 

事实 上 , 若 we C2(0) f={(z,y)10<z<1,0<y<1}, 则 有 


[ [oR w= ef Wl 


从 而 得 
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对 f(y) 有 同样 的 结果 . 因此 

ff V+ sy =o 
即 wz,g 的 二 阶 弱 微 商 破 亲 = 0 
5.5.3 ”Sobolev 空间 FI(O) 与 (0) 


本 小 节 给 出 两 个 重要 的 由 弱 可 微 函数 组 成 的 空间 有 H1(0) 与 三 (0); 它们 
都 叫 Sobolev 空间 . 设 QI C R", 定义 函数 集合 


H'(N)= {ue 上 E 了 az(8), i = 1,2,.… ,n}. 
显然 , 这 个 集合 是 线性 的 . 如 果 对 该 集合 中 任意 两 个 函数 v 和 引入 内 积 
(u,v)H: = /+ ou Bz) dr 


则 五 :(0) 是 一 个 Hilbert 空间 . 把 C1(8) 按 及!(0) 中 范 数 完备 化 而 得 到 的 空 
间 记 为 硬 (0), 显然 它 是 H1(0) 的 子 空间 , 而 且 在 某 种 意义 下 可 将 Hi(0) 视 
为 在 8 的 边界 上 为 零 ( 即 指 在 分 部 积分 时 不 产生 边界 积分 的 项 而 言 ) 的 Hi(f) 
的 元 素 组 成 的 子 空间 . 若 取 w e Ha(D)，u e HH1(0), 则 可 以 证 明 公式 


/器 A—V dz = -f+ 3 dz (5.5.4) 
成 立 ( 留 作 练 习 ). 


定理 5.5.8 ( 延 拓 5 函数 的 微 商 ) 若 w(z) e Hi(0), 2 C 021, 则 函数 


u(z), TE€ 人， 
z- 0, TENQN\N 


在 人 2 中 具有 一 阶 弱 微 商 (证明 略 ). 
定理 5.5.9 (复合 函数 的 微 商 ) ” 设 f EC'(R), f' 有 界 ,4 E H1( 人 2). 则 复 
合 函 数 f(u) €E H'(1), Df (vu) = f'(u)Du. 
证 明 ”利用 定理 5.5.4( 留 作 练 习 ). 口 
定义 函数 义 的 正 部 和 负 部 如 下 : 


ut 一 Iaxfu 0+，2 = min{v,0}. 
则 ~ = wt +w-, lu| = wt 一 uw-. 用 定理 5.5.9 可 以 证 明 关于 计算 这 些 函 数 弱 微 商 
的 链 法 则 : 
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定理 5.5.10 ( 正 部 与 负 部 函数 的 弱 微 商 ) 设 weEHi(0), 则 ut, u- 和 |ul 
都 属于 Hi( 人 1), 且 


i 全 车 人 > 0， 


0， 若 u<0， 
之 
Be 0， 若 久之 0， 
Dw, 若 w<0， 
“| Du， 若 以 >0， 
Dlu| = 4 0, 若 以 = 0， 
一 Du, 若 u<0. 


证 明 取 定 s > 0, 定义 函数 


汪 本 ( 妈 十 s2)V2 一 s， 若 人 >0 
10， 车 wu < 0， 


然后 用 定理 5.5.9 即 得 (详细 论证 留 作 练习 ). 口 

下 面 我 们 证 明 一 个 在 偏 微分 方程 中 有 广泛 应 用 的 不 等 式 ， 叫做 oe 
里 德里 希 斯 ) 不 等 式 . 

设 w(z) e Ci(D), 且 0 包含 在 立方 体 0:0<z<a(i=142,…n) 中 . 
扩大 w(z) 的 定义 域 , 设 在 2 之 外 w= 0. 显然 we C3( 人 02), 而 且 

i = 人 下 de， fe i 
”由 Cauchy 不 等 式 知 
wu2(z) < 人 (起 ) 此 < of (BR) dz, | 

两 端 在 Q 上 积分 , 就 得 到 


Ou > 
vz dz < Bk 二 一 ) dz, 
/ n (oe, 


上 式 关 于 i 从 1 到 nn 求 和 , 得 


让 wdzr 芝 ec 1 > (G7 (5.5.5) 


其 中 , c = a2/m. 
若 ve Hi( 人 ), 作 序 列 w, e C1(0), 使 wi 一 wv 在 Hi(1) 中 . 对 每 个 w， 
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(5.5.5) 式 成 立 , 即 
[sef DR) 
令 m 一 o00, 得 
f* dz < [> (BE) a = co [Dwl? dz, (5.5.6) 
其 中 ， 常数 c 仅仅 依赖 于 Q 和 i 称 (5.5.6) 式 为 Friedrichs 不 等 式 .， 
5.5.4 ” 弱 解 的 存在 唯一 性 
1. 自 伴随 方程 
考虑 问题 


| 和 +c(z)u = f(z), ze (5.5.7) 
u 


= 0， 


080 


其 中 , Je Ls(0), elz) 是 在 2 内 几乎 处 处 取 正 值 的 有 界 可 测 函 数 , 若 we 
Hi(0), 且 对 任意 ve 如 (0), 满足 积分 恒等式 


/5 ge 2 + c(z)uv) az 人 dz， (5.5.8) 


则 称 v 是 问题 (5.5.7) 人 
我 们 定义 H1(2) 中 的 内 积 为 


Can 一 /ea+2 让 的 a 
于 是 得 HH1(8) (也 是 到 (2)) 中 的 范 数 
jlmeo) = (/ ee+ DP) dr) 


利用 Friedrichs 不 等 式 易 证 , 在 Hi( 人 1) 中 下 列 范 数 Go 


lulaaco = (/ 汪 交 yas) 
考虑 定义 在 E(D) 上 的 泛 函 
F(v) = / fvdz, vw € Hi(N). 
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显然 它 是 线性 的 . 由 Cauchy 不 等 式 及 Friedrichs 不 等 式 知 


| roar < (f Fr anf wv an): 

<alf Do dz); 

=cllollmo， Vo € oO2)， 
所 以 F(v) 是 丽 (2) 上 线性 连续 泛 函 , 由 Riesz ( 黎 斯 ) 表现 定理 知 , 存在 唯一 
的 we (2), 使 ， 


IF(v)| = 


(u,v)m; = / fvdz, vv € Hi(N), 
0 


即 久 是 问题 (5.5.7) 的 弱 解 ， 

车 ui， vs 都 是 (5.5.8) 的 弱 解 , 将 它们 分 别 代入 (5.5.8), 所 得 二 式 相 减 并 令 
V = Wi 一 to， 便 得 

/ (ID(uw 一 如) 十 ec(z)(u 一 va)2) dz = 0. 
/ c(z)(ui — us) dz =°0. 

注意 到 c(z) > 0，ae. 于 0, 便 得 = ws 在 2 中 几乎 处 处 成 立 ， 于 是 我 们 
证 明了 | 

定理 5.5.11 (存在 唯一 性 )” 若 f ezZa(D2)，c(z) > 0 几乎 处 处 于 2 且 是 
有 界 可 测 函 数 , 则 问题 (5.5.7) 存在 唯一 弱 解 . 


对 于 问题 
_ 二 0/ /Ou Ee 
2 Bri (0 (7) Hr) +a(z)u= f(z), T € 1, (5.5.9) 
ulss = 


设 系数 au(z) = ai(z) (i,j = 12,… ,n), 且 ai;(z) 满足 一 致 椭圆 型 条 件 , 即 对 
任意 的 EE R" \ {0}, 有 


>》 Qij (ZT)Eéié; > a _&, a > 0 为 常数 ， (5.5.10) 


aij(7)，a(z) 有 界 可 测 , 县 在 0 中 olz) > 0 几乎 处 处 成 立 ， f € La(f)， 如 
果 我 们 定义 问题 (5.5.9) 的 弱 解 是 这 样 的 函数 : wu(z) € 五 (0),， 它 对 任意 的 


v € Hi( 人 2), 满足 积分 恒等式 - 
/> oy + a(z)uv) dz = 上 fvdz, 


则 可 仿照 定理 5.5.11 的 证 明 得 到 弱 解 的 存在 唯一 性 . 仅 需 注意 的 是 重新 给 定 
本 (人 2) 中 的 等 价 范 数 . 

2. 非 自 伴 随 方 程 

考虑 问题 


se (ew(z) 六)+ Da 好 +ae) 


= f(x), TE NC R”, 
on =0, 


其 中 , 8 是 R" 中 有 界 区 域 , 所 有 系数 有 界 可 测 . 另外 , 还 有 
(1) ai;(7) Te (5.5.10), f(z) € La(1) 


(2) ea -3 5 > O00; Tolgar > 之 0, vp E Hi(0), 人 0. 
若 存 在 函数 ve Fi(0), 对 任意 的 函数 < 鲁 (0), 满足 积分 恒等式 


Blu, v) 三 oy. Qi; (7) 站 于 十 > dj 到 + a(z)uv] dz 


(5.5.11) 


| 


a 上 f(z)vdg, 


则 称 函 数 v 是 问题 (5.5.11) 的 弱 解 . 

定理 5.5.12 (存在 唯一 性 ) ”在 条 件 (1) 和 (2) 下 , 问题 (5.5.11) 存在 唯一 
弱 解 . 

证 明 “定义 丽 (O) 上 的 线性 泛 画 Fo) = f(z)jvdz, 则 


IF(v)| = | ras | (f Fan 3 (f va) 
他 8 人 2 
让 Ov 1 
< (Pf BY) oo) 
= chvllacn, Vv € Ho(0). 


故 F(v) 是 丽 (2) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 另 外 , 对 Hi(8) 上 的 双 线 性 形式 
B(w,v), 利用 Cauchy 不 等 式 及 Friedrichs 不 等 式 可 得 估计 


Bo ov)| & Mlull cn) loll 
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对 任意 的 ve 丽 (8) 成 立 , 其 中 , M 是 仅 与 8 及 (5.5.11) 中 方程 的 系数 有 关 
的 正常 数 . 因此 , B(w,v) 有 界 . 另外 , 由 


B(v,v) 
= | > os 站 十 2 do 史 +a(z)v) dz 


> /yart | (a(z) — > (esG)))wda 


之 alollaaco， 

可 知 B(wv) 是 强制 的 . 于 是 , 由 泛 函 分 析 中 的 Lax-Milgram (拉克 斯 - 米尔 
格拉 姆 ) 定理 , 必 存 在 唯一 的 函数 we Hi(1) 满足 B(w,v) = F(v), 对 所 有 
ve 五 I(O) 成 立 , 即 问题 (5.5.11) 在 到 (2) 中 可 解 . 唯一 性 的 证 明 留 作 练 习 . 

由 以 上 对 弱 解 的 论证 可 以 知道 , 如 果 问 题 的 弱 解 存在 并 且 属 于 C2(O) mn 
C(02), 方程 中 各 系数 具有 一 定 的 光滑 性 , 那么 弱 解 就 是 古典 解 ; 反之 , 若 v 是 问 
题 的 古典 解 , 则 由 弱 解 的 定义 知 它 也 是 弱 解 . 因此 , 本 段 不 仅 讨论 了 弱 解 的 存 
在 唯一 性 , 也 在 一 定 程度 上 解决 了 古典 解 的 存在 性 问题 . 鉴于 此 , 为 寻求 古典 解 
而 展开 的 对 弱 解 正则 性 的 研究 至 今 仍 是 一 个 活跃 的 研究 领域 . 特别 是 对 于 非 线 
性 方程 , 直接 寻找 古典 解 是 相当 困难 的 , 而 寻找 弱 解 则 相对 容易 , 进而 确定 弱 解 
的 正则 性 后 就 获得 古典 解 . 鉴于 篇 幅 所 限 , 关于 弱 解 正则 性 的 介绍 就 不 著述 了 . 
值得 提 及 的 是 , 弱 解 本 身 在 物理 学 、 力 学 及 工程 技术 领域 中 有 时 有 具体 的 实际 
意义 . 在 某 种 情况 下 , 找到 了 弱 解 或 证 明了 它 的 存在 性 就 解决 了 实际 问题 , 勿 须 
像 数 学 上 那样 再 对 弱 解 的 正则 性 进行 讨论 . 但 是 ， 在 许多 实际 问题 中 , 需要 数学 
家 对 弱 解 的 光滑 性 给 出 一 些 信息 , 这 就 需要 对 弱 解 的 正则 性 进行 研究 . 


习题 5 


1. 证 明 Laplace 算 子 A 在 柱 面 坐 标 (7,0,z) 中 可 以 写成 

二 DO Ou 10wu ,Ou 
ror Or’ 7r200 Oz. 

2. 证 明 Laplace 算 子 Aw 在 球面 坐标 (r,0,p) 中 可 以 写成 


A 要 2 ee 和 a a 
"TRO r2Sin20 00 00 7r2 Sin20 Op? 


3. 证 明 下 列 函 数 都 是 调和 函数 : 
(a) 太一 3z%2 和 3729 一 Y; 


Au 


TI62 . 


“ (b) sh(ny) sin (nzx), sh(ny) cos (nz), chiny) sin (nz), 
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ch(ny) cos (nz); 
(c) shz(chz + cosy)-! 和 siny(chz + cosy)-. 


. 证 明 用 极 坐 标 表 示 的 下 列 函 数 都 满足 调和 方程 : 


(a) nr 和 0,; 
(bj r*cosn0 和 7"sinn0, n 是 常数 ; 
(c) rlnrcos0 —r0sin0 和 rlnrsinb0 十 r0cos0. 


. 设 愉 是 调和 函数 , 证 明 : 


(a) 若 B: 民 一 民 是 光滑 的 西 函数 , 则 函数 风 三 B(w) 是 下 调和 函数 ; 
(b) 函数 尺 = |Dul? 是 下 调和 函数 . 


. 写 出 三 维 调和 方程 的 基本 解 (5.1.1) 及 对 应 的 (5.1.9) 式 和 (5.1.11) 式 . 
. 举例 说 明 在 三 维 调和 方程 的 Dirichlet 外 问题 中 , 如 果 对 解 wz;,g) 不 加 在 


无 穷 远 处 一 致 趋 于 零 的 限制 , 那么 定 解 问题 的 解 不 唯一 . 


- 证 明 RR* 中 在 闭 曲 面 卫 的 外 部 , 调和 函数 w(Z) 在 满足 条 件 


uw) = (证 ) 于 -0(EE)( le| 一 oo 时 


之 下 , 公式 (5.1.11) 仍 成 立 ,但 y 是 卫 外 任 一 点 ; 试问 本 问题 在 良 "(n > 3) 
中 应 如 何 叙述 ? 并 证 明 你 的 论断 . 


. 证 明 调 和 方程 Dirichlet 外 问题 的 稳定 性 . 

. 举例 说 明 对 于 方程 Us 十 Uyy 十 cu = 0 (c> 0)， 不 成 立 最 大 最 小 值 原理 
. 举例 说 明 一 维 波动 方程 不 成 立 最 大 最 小 值 原理 . 

. 证 明定 理 5.1.3 与 定理 5.1.4. 

. 证 明 推 论 5.1.5 与 推论 5.1.6. 

对 于 一 般 的 二 阶 方程 


ya a + >》 bi + ou=0 
i=1 Ts 


i,j=1 


2 二 Q > 0 为 常数 ， 


则 它 为 杠 国 型 方 各 又 设 c < 0, 试 证 明 它 的 解 也 满足 最 大 最 小 值 原理 , 即 . 
若 以 在 2 内 满足 方程 ,在 人 上 连续 , 则 以 不 能 在 内 部 达到 正 的 最 大 值 或 
负 的 最 小 值 

证 明 上 题 中 讨论 的 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 . 
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16. 


17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


”25. 


26. 


27. 


设 昌 是 恨 "(n 之 2) 中 的 单位 球 ,u(Z) 是 问题 


一 Av = f(z), ZE 也 ， 
v= g(7), T E OB 


的 光滑 解 . 证 明 存 在 仅 依 闲 于 空间 维 数 n 的 常数 C, 使 得 
max lul < C(maxlg| + max|f|). 


证 明 Green 函数 的 性 质 1 和 性 质 4. 
在 民 ? 中 证 明 Green 肖 数 的 性 质 3. 
利用 Poisson 积分 公式 (5.2.12) 求解 问题 4 
Was + Uy + Uss 一 0，22 十 只 2 十 22 < 1 
| u(R, 6, p)| i = 3cos20 十 1， 
其 中 , (RR,0, J@ 表示 球面 坐标 . 
推导 平面 国 域 中 调和 方程 Dirichlet 问 题解 的 Poisson 积分 公式 ， 即 
(5.2.12/) 式 . 
写 出 球 的 外 部 区 域 的 Green 函数 ,并 由 此 导出 对 调和 方程 求解 球 的 
Dirichlet 外 问题 的 Poisson 积分 公式 . 
求 民 ?中 半球 的 Green 函数 . 
求 妥 3 中 第 一 卦 限 的 Green 函数 . 
试用 镜像 法 导出 二 维 调和 方程 在 半 平 面 的 Dirichlet 问题 
Au = uss Uyy = 0, y > 0, 
{ ul, ,= f(a) 
斌 求 一 函数 以 ,在 半径 为 7 的 国内 调和 , 而 在 圆周 c 上 取 下 列 值 : 
(a) wl. = Acosvy; 
(b) wl. = A+Bsiny. 
分 别 用 逆 平 均值 定理 5.3.1 和 Poisson 积分 公式 (5.2.11) 证 明 关 于 调和 函 
数 极限 的 定理 5.3.2. 
证 明 二 维 调和 函数 的 奇 点 可 去 性 定理 : 若 Y 是 调和 函数 (ZT) 的 孤立 奇 点 ， 


在 Y 点 近 淮 成 立 着 
1 
=“ 全 可 


则 此 时 可 以 定义 wz) 在 了 一 9 的 值 , 使 它 在 8 点 也 是 调和 的 . 
.了 05 . 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
37. 


证 明 : 如 果 三 维 调和 函数 WU(Z) 在 奇 点 9 处 附近 能 表示 为 Pa 其 中 
常数 0 < a < 1 p(z) 是 不 为 零 的 光滑 函数 . 则 它 趋 于 无 穷 大 的 阶 数 必 与 
| 同 阶 , 即 a 二 1. 
设 三 维 区 域 人 2 CC Br(0), wu(7,0,y) 在 人 2 中 调和 , (7,0,p) 为 人 2 中 变 点 工 
的 球 坐 标 . 设 71 = 二 RJT, 则 点 Zi 二 (71,0,9) 就 是 Z 点 关于 球 BR(0) 的 反 
演 点 , 从 Z(mg,P) 到 Za(ri0p) 的 变换 称 为 递 矢 径 变换 或 反 演 变换 . 以 
人 2 表示 2 的 反 演 区 域 , 试 证 明子 数 
1 RR? 
: v(r1,0, 9) = A OP) 

是 区 域 2， 中 的 调和 函数 (无 穷 远 点 除外 ). 

若 区 域 2 是 球 Ba(0) 外 无 界 区 域 , 则 函数 vlri,g,p) 在 2, 中 除去 原 
点 外 是 调和 的 . 函数 v(71,0,p) 称 为 u(7,0,p) 的 Kelvip( 开 尔 文 ) 变换 . 
利用 Kelvin 变换 及 奇 点 可 去 性 定理 把 三 维 空间 有 界 域 上 的 Dirichlet 外 
问题 化 为 Dirichlet 内 问题 . 
证 明 若 了 R? 中 无 界 区 域 上 的 调和 函数 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 那么 它 趋 于 零 的 
阶 数 至 少 是 O( 寺 )， 试 把 本 题 推广 到 有 R"(n > 3) 中 的 无 界 域 
证 明 Schwarz 反射 定理 : 设 f+ 是 恨 " 中 半空 间 x,, > 0 中 的 一 个 子 区 域 ， 
它 以 超 平面 Zn = 0 的 一 个 开 鹤 面 工 作为 它 的 边界 的 一 部 分 假设 以 在 
人 2+ .中 调和 , 在 2+UT 中 连续 , 并 且 在 全 上 等 于 零 , 则 由 


ur 人 (Zi ,Tn) = U(Z1 ,Tn), Zn 之 0 
3 1» yn —U(T1,. ) 一 Zn T, < 0, 


所 定义 的 函数 wr 在 RtUTUQ- = 人 中 调和 . 其 中 , 9” 是 [2+ 关于 
Zn 三 0 的 反射 ( 即 -= {zi1):… ,zn) ER" | (21,:… 一 Zn) € (+}). 
证 明 Harnack 不 等 式 : 若 以 在 n 维 球 Br(0) 中 非 负 调和 , 则 
R" “(RC— |z)) R"’(R+ |zl) 
(R+|z|)"-! (R— |z|)"-! 
证 明定 义 在 民 * 上 且 有 上 界 的 调和 函数 必 是 常数 . 
[提示 : 利用 上 题 .] 
证 明 及? 中 有 上 界 的 下 调和 函数 必 是 常数 . 
[提示 : 利用 Hadamard 三 国定 理 .] 
证 明定 义 5.3.7 中 光滑 化 函数 的 性 质 ( 刘 与 性 质 (过 ) 
用 微 商 估计 定理 5.3.9 证 明 Liouville 定理 5.3.5. 


u(0) < u(x) < u(0), n> 3. 
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38. 


39. 
40. 


41. 
42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


47. 
48. 
49. 


用 Liouville 定理 5.3.5 证 明 : 如 果 f(z) e C2(R"), n 之 3, 则 方程 一 A = 
f(zZ), ZE R” 的 任何 有 界 解 都 具有 形式 


ul(z) = 人 K(e -f(y) dy + 0, ze R" 


其 中 ,C 是 某 常数 . 
证 明定 理 5.4.2. 
证 明 一 般 形式 的 Hopf i 设 定理 5.4.1 中 各 已 知 条 件 都 成 立 , 如 果 函 
数 u(7X) 在 点 Zo Rn 而 方向 与 球 的 外 法 线 方 向 成 
A 证 明 在 点 Zo 处 有 名 i 0; 如 果 Zo 是 上 调和 函数 凡 最 小 值 点 , 则 
名 <0 进而 证 明 相 应 的 定理 5.4 2. 
试用 Hopf 引 理 证 明 强 最 大 最 小 值 原理 (定理 5.1.4 的 (a)). 
利用 Hopf 最 大 最 小 值 原理 及 强 最 大 最 小 值 原理 证 明 : 若 区 域 2 的 边界 
满足 内 部 球 条 件 , 则 调和 方程 第 三 边 值 问题 

(P+ ow =f,0o>0 
的 解 唯一 . 
证 明 : 在 证 明 Hopf 引 理 的 过 程 中 , 不 可 能 作出 一 个 满足 
(a) 在 球面 ly = 二 RR 上 w= 0; 
(b) v 沿 球 的 半径 方向 的 导数 2 < 0 
的 函数 V(Z), 使 它 在 整个 球 |zZ 一 y| 二 R 内 满足 一 Au<< 0. 
对 于 一 般 的 椭圆 型 方程 


~ 0 
2 Be + 


让 1 

系数 ui = qii， 且 满 足 一 致 椭圆 型 条 件 (5.5.10). 又 设 c < 0, 试 证 它 的 解 
也 成 立 着 Hopf 引 理 , 即 如 果 U(Z) 在 球 |z| < 民 内 满足 上 述 方程 , 在 闭 球 
|z| < RR 上 连续 , 如 果 它 在 边界 |z| = RR 上 某 点 zo 取 到 它 的 严格 最 小 值 ， 
并 且 在 该 点 v Se en 其 中 与 球 的 外 法 线 方向 成 锐角 ， 
则 在 zo 点 有 名 
下方 和 汉人 是 和 人 人 
写 出 Lu 一 多 +2 2 ta 的 伴随 微分 算 子 以 及 对 应 于 dd， 一 = 户 的 伴 
随 边 值 问 题 . 
如 果 在 Ls( 人 2) 中 Um 一 ,而且 |D*wnl|zscn) < c 证 明 具有 弱 导数 De 
证 明 (5.5.4) 式 . 
证 明定 理 5.5.8. 
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50. 


51. 
52. 


53. 


证 明 对 于 任意 的 以 E H8( 人 2), 成 立 不 等 式 
~、 Ou 
cue < | DEY ar < luli 
人 2 i=1 ， 


其 中 , c 是 仅 依赖 于 人 和 nn 的 常数 . 

证 明定 理 5.5.9 和 定理 5.5.10. 

证 明 问 题 (5.5.9) 在 Hi( 人 2) 中 存在 唯一 的 弱 解 ,并 说 明 弱 解 及 方程 系数 具 
有 多 大 程度 的 光滑 性 时 , 此 弱 解 就 是 问题 (5.5.9) 的 古典 解 . 

证 明 问 题 (5.5.11) 的 弱 解 的 唯一 性 . 
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第 6 章 ” 变 分 法 与 边 值 问题 


我 们 在 5.2.5 小 节 中 介绍 了 Dirichlet 原理 , 它 把 位 势 方程 的 第 一 边 值 问题 
的 求解 等 价 于 求 一 个 相应 泛 函 的 极 小 函数 . 这 个 思想 后 来 被 用 于 求解 广泛 一 类 
方程 的 边 值 问题 , 即 通过 求解 一 个 相应 的 泛 函 的 极 小 函数 而 得 到 偏 微分 方程 边 
值 问题 的 解 . 这 种 理论 和 方法 通常 叫做 偏 微分 方程 中 的 变 分 原理 , 简称 变 分 方 
法 . 本 章 通过 求解 一 类 边 值 问题 和 特征 值 问题 简单 介绍 该 方法 的 理论 及 其 应 用 . 


6.1 边 值 问题 与 算 子 方程 _ 


6.1.1 ”薄膜 的 横 振动 与 最 小 位 能 原理 


弹性 体 在 外 力 的 作用 下 会 发 生 形 变 , 形变 过 程 中 克服 本 身 各 质点 间 的 约束 
力 所 做 的 功 叫 做 弹性 位 能 , 它 被 储存 在 体内 . 当 外 力 消失 时 , 位 能 通过 对 外 界 做 
功 而 恢复 原形 . 考虑 张 在 平面 有 界 区 域 0% 上 的 均匀 薄膜 . 力学 中 的 膜 是 指 可 以 
自由 弯曲 的 落 面 , 拉 伸 后 所 具有 的 位 能 正比 于 面积 的 增 量 , 比例 系数 了 称 为 张 
力 . 对 于 均匀 膜 , 了 是 常数 , 其 质量 面 密度 p 也 是 常数 . 

考虑 薄膜 在 垂直 于 平面 的 外 力作 用 下 的 微小 横 振 动 , 薄膜 的 边缘 固定 在 
0f 上 . 设 外 力 面 密度 是 R(z,y), 用 w(z,y) 表示 薄膜 在 点 (z,y) e 2 处 垂直 于 
平面 方向 的 位 移 . 利用 微 元 分 析 法 可 得 薄膜 的 位 能 U 为 


U = r(// V1l+u2 二 三 dzdy 一 |2). 
由 于 是 微小 横 振 动 , 因而 wu 十 te 很 小 , 故 可 在 被 积 函数 的 Taylor( 泰 勒 ) 展开 式 


中 会 去 高 阶 项 , 得 
U -zf + ws)dzdy. 


W= / | F(x,y)udzdy. 


外 力 所 做 的 功 为 


于 是 , 得 到 薄膜 的 总 位 能 为 
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受 全 -1 人 (wu2 十 好 )dzdy 一 / [ F(zx,y)udzdy. 0 


由 于 薄膜 边缘 固定 , 故 u(z,y)lao = 0. 可 见 , (6.1.1) 是 定义 在 容许 函数 类 
K = {ue COC!'(R) | wlen = 0} 上 的 泛 函 . 

力学 上 的 最 小 位 能 原理 指出 : 在 满足 一 定 条 件 的 所 有 可 能 的 位 移 中 , 真实 
位 移 是 使 弹性 体 的 总 位 能 己 (w) 取 最 小 值 的 那个 位 移 ， 基 于 此 原理 , 类 似 于 
5.2.5 小 节 中 对 Dirichlet 原理 的 讨论 , 可 知 泛 函 (6.1.1) 的 极 小 函数 就 是 Poisson 
方程 Dirichlet 问题 


(6.1.2) 


A TEN, 
u=0, ZED01 


的 解 ; 反之 , 边 值 问题 (6.1.2) 的 解 4 也 是 泛 函 (6.1.1) 的 极 小 函数 , 即 
E(u) = min E(w). 


于 是 , 我 们 可 以 通过 求 泛 函 (6.1.1) 的 极 小 函数 得 到 边 值 问 题 (6.1.2) 的 解 . 
这 种 通过 求 泛 函 的 极 小 函数 而 得 到 方程 的 边 值 问题 解 的 方法 叫 变 分 方法 . 值得 
- 注意 的 是 , 为 了 保证 极 小 函数 的 存在 性 , 有 时 必须 将 容许 函数 类 扩大 . 从 而 得 到 
的 极 小 函数 不 一 定 在 古典 意义 下 满足 方程 , 即 我 们 只 能 得 到 边 值 问题 的 弱 解 . 
不 过 , 通过 细致 的 分 析 , 往往 可 以 得 到 弱 解 的 光滑 性 , 甚至 就 是 古典 解 . 


6.1.2 正 算 子 与 算 子 方程 


设 0 是 R"(m > 2) 中 有 界 区 域 (有 时 要 求 其 边界 01 才 当 交 ) 省 自 
伴随 边 值 问题 


| Lu= f(z), z € 0, (6.1.3) 


Lju|,, = 9;(7), 7 = 1,2,..* ,7, 


其 中 , 二 和 工 是 线性 微分 算 子 (例如 , Lu = Au, Lju 可 以 是 部 或 ,gy(z) 
和 f(z) 是 已 知 函 数 . 

仅 满足 边 值 的 函数 是 容易 找到 的 设 uo 是 在 2 中 足够 光滑 且 满 足 (6.1.3) 
中 边 值 的 函数 , 于 是 v = wu - wo 满足 齐 次 边界 条 件 Ljv = 0 及 非 齐 次 方程 
Iw = Lu 一 Luo = f 一 Luo, 故 今后 我 们 总 假设 边界 是 齐 次 的 , 即 只 须 考虑 问题 


nL ZE 人 1， 


(6.1.4) 
Ljulen =0,7=1,2,.… ,7 


线性 定 解 问题 对 应 于 Hilbert 空间 中 一 个 线性 算 子 方程 hu 二 
其 中 ,4 的 定义 域 Da 是 万 的 一 个 线性 稠密 子 集 . 例如 , 当 五 = 5,(0) 时 , 取 


Da = {wu | Lulan = 0， 7 = 1,2,- 7 ?足够 光滑 }， 


使 D4 在 也 中 是 一 线性 稠密 集合 .4v 的 值 与 Lv 的 值 在 D4。 上 是 相同 的 , 故 
求解 边 值 问题 (6.1.4) 就 是 在 D。 上 求解 方程 
Au = f(z). (6.1.5) 
所 以 , 只 讨论 求解 算 子 方程 (6.1.5) 即 可 . 以 后 讲 到 已 给 线性 集合 D。 上 与 已 知 
微分 算 子 工 相同 的 算 子 4 时 , 就 简单 地 说 定义 在 这 个 线性 集合 上 的 算 子 4. 
因为 工 是 自 伴随 的 , 所 以 对 任意 的 w,v e Ds, 有 
(Au,v) = (Lu,v) = (vu, Lv) = (vu, Av). 
我 们 称 满足 等 式 (Au,v) = (w Av) 的 算 子 4 为 对 称 算 子 . 为 了 导出 与 求解 边 什 
问题 (6.1.4) 等 价 的 变 分 问题 , 下 面 引 入 正 算 子 的 概念 . 
设 4 是 定义 在 Hilbert 空间 五 的 某 一 线性 稠密 子 集 D。 上 的 线性 算 子 , 车 对 
D4 中 任意 元 素 u, 有 (Aw, nu) > 0 且 等 号 成 立 当 目 仅 当 w = 0, 则 称 4 是 正 算 子 . 
定理 6.1.1( 唯 一 性 ) 若 4 是 正 算 子 , 则 方程 (6.1.5) 至 多 有 一 个 解 以 E Di. 
证 明 若 (6.1.5) 有 两 个 解 和 则 
Au=f, Av= I. 
二 式 相 减 得 A(w 一 v) = 0, 从 而 (A(w 一 v),u 一 v) = 0, 因为 4 是 正 算 子 , 所 以 
uv=0, 即 w= vw. 口 
定理 6.1.2( 等 价 性 ) 人 是 对 称 正 算 子 , 若 方程 1.5) 在 Da 上 有 解 uo， 
则 wo 必 是 泛 函 
Fl(u) = (Avu,u) — 2(u, f) (6.1.6) 
的 极 小 函数 ; 反之 , 若 Uo E Da 是 焉 (w) 的 极 小 函数 , 则 有 Awio = ; 
证 明 显然 , 泛 函 FF 与 算 子 4 的 定义 域 相同 . 设 Au。= f, 则 对 任 
v € Da, Vto, 令 7=v 一 wo. 由 于 是 线性 子 集合 , 则 7 e D4. 利用 算 子 
4 的 对 称 性 将 表达 式 
F(v) = F(wo 十 n) = (A(wo +), uo tn) — 2(uo + 7n,F) 
展开 , 得 
PF(v) = (Avo, uo) + 2(Auo0, 7) + (An,n) — 2(wo, f) — 2(n, f) 
= PF(uo) 十 2(4uo — f,7n) + (An,n) 
= PF(uo) + (An,”) 
> F(wuo). 
Sp 


最 后 一 步 用 了 4 是 正 算 子 这 一 事实 , 上 式 说 明 wo 是 下 的 极 小 函数 . 

反之 , 设 uo 使 F(w) 取 最 小 值 , 7 是 Da 中 任 一 元 素 , 则 wo + Xn 亦 属于 
Ds, 其 中 入 是 任意 实数 ， 当 | 和 | 充分 小 时 , 有 下 (wo + XI) > 下 (wo). 对 任意 
固定 的 7 e Da，F(wo + AI) 是 入 的 函数 , 于 是 , 由 函数 取 极 值 的 必要 条 件 知 
及 (wuo + An)|,_。 = 0, 经 过 计算 得 到 


F\|,_, = 2(Auo,n) — 2(7,f)=0, 


即 (Auo—f,7) = 0. 考 Auo—f E Da, 取 7 = Auo—f, 由 上 式 便 得 Avo 一 f =0, 
即 hw = f; 车 Auo -ecD4 由 于 Da 在 互 中 稠密 , 则 存在 函数 列 {m,} CC 


， Ds, 当 n 一 00 时 , nn, 一 Auo 一 了 在 五 中 成 立 , 于 是 由 (hwo 一 了 ,m,) = 0, 令 


m 一 oo 便 得 (Auo 一 了 ,Auo 一 了 ) = 0, 故 有 Auo = f. 即 w 是 算 子 方程 Au= 外 
的 解 . 口 
由 于 定理 6.1.2 的 建立 , 使 我 们 能 够 通过 在 D。 上 求 泛 函 FF 的 极 小 函数 来 
代替 解 算 子 方程 Aw = f, 从 而 得 到 定 解 问题 (6.1.4) 的 解 . 下 面 , 以 位 势 方程 的 
定 解 问 题 为 例 说 明 此 法 的 应 用 . 
设 人 是 R™(m > 2) 中 一 有 界 区 域 对 于 位 势 方程 


—Au = f(7), x € 1, (6.1.7) 


i te rae ae 
(1) Dirichlet 问题 :%| ,= 
(2) Neumann 问题 : | 


(3) Robin 问题 : ( 作 十 =0, olz) > oo > 0. 
其 中 , oo 是 正常 数 , > 忠志 On 的 单位 外 法 向 . 为 了 把 求解 这 三 类 边 值 问题 化 为 求 
对 应 的 泛 函 的 极 小 函数 问题 , 须 首 先 验证 它们 各 自 对 应 的 算 子 是 对 称 正 算 子 . 
下 面 逐 一 验证 , 取 Hilbert 空间 为 L.(0). 

对 应 于 Dirichlet 问题 的 算 子 一 人 的 定义 域 为 


Di = {vu |v ecC’(n), ul 
车 w,v € D1, 由 Green 第 二 公式 (5.1.4), 有 
(一 Auwv) — (vu, —Av) = [A — vAu)dz 
0 
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即 -A 是 上 的 对 称 算 子 . 另外 , 当 w e D, 时 , 有 
(一 A 人 zu) = - / wauas 


= 上 Ds) (6.1.8) 


/ [Du dz > 0， 
2 


当 上 且 仅 当 %w 恒 等 于 常数 时 等 号 成 立 . 由 v 的 连续 性 及 边界 条 件 知 在 P_ 上 ww 二 0. 
所 以 , -A 是 D, 上 的 对 称 正 算 子 . 
对 应 于 Robin 问题 的 算 子 _A 的 定义 域 为 


= {vu | uve oC?(n), (到 十 olz)u)| = 0}. 
则 当 w,v € D。 时 , 由 Green 第 二 公式 (5.1.5), 有 


(-Awv) — (u,—Av) = 一 上 (vAu — uAv) dz 


= / (ouv — ovu)dS 
Er 
即 -A 是 D。 上 的 对 称 算 子 . 令 we D。, 则 有 
(一 Au) = / 一 Au .dz 


=- 上 sas+ /bupan 
ap 


= / 0(s)w ds + 人 iDul? dz z (6.1.9) 


> min{oo, 1} I/ uds +/ IDwl? az 
an 2 


之 0， 


当 且 仅 当 / wu2dS 和 / IDul dz 同时 为 零 时 最 后 的 等 号 才 成 立 , 从 而 扒 知 

(-Aw 四 三 0 的 充 要 条 件 是 = 0. 所 以 _A 是 D, 上 的 对 称 正 算 子 . 
在 着 手 处 理 Neumann 问题 之 前 , 注意 到 这 个 问题 不 是 对 任何 函数 6 都 是 

可 解 的 . 因为 , 对 方程 -Au = f(z) 两 边 在 9 上 积分 , 用 (5.1.1) 式 及 边界 条 件 
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可 得 
| fa =- [= Ed9= 0. 


an Ov 


| fa =0 


是 Neumann 问题 可 解 的 必要 条 件 . 另外 , Neumann 问题 的 解 不 唯一 , 因为 任何 
一 个 解 加 上 一 个 任意 常数 后 仍 为 问题 的 解 . 为 了 保证 解 唯一 , 需要 对 解 附加 另 
外 的 限制 . 例如 , 要 求解 满足 条 件 / udz = 0. 显然 , Neumann 问题 的 这 种 
解 是 唯一 的 . 于 是 , 我 们 可 以 选择 Neumann 问题 对 应 的 算 子 -人 的 定义 域 D。 
如 下 : 


所 以 , 条 件 


Do = {wu | ue O(N), | =0, 且 fee=0, 
2 


则 可 以 证 明 -A 是 D。 上 的 对 称 正 算 子 (证 明 留 作 练习 ). 
于 是 , 根据 定理 6.1.2, 位 势 方程 的 三 类 边 值 问题 的 求解 依次 分 别 化 为 下 列 
泛 机 


p(w = (DuP ~ 2up) eo, 

F(u) = . (|Dul? — 2uf) dz, 

Fo 上 (DupP — 2uf) dz + / leyw ds 
分 别 在 集合 D,，D。 和 D。 上 求 极 小 函数 的 问题 


6.1.3 ”正定 算 子 弱 解 存在 性 


当 4 是 对 称 正 算 子 时 , 上 一 小 节 证 明了 求解 算 子 方程 Au = f 的 问题 与 求 
泛 函 (4) = (hu,w) 一 2(w, 了 ) 的 极 小 问题 等 价 . 但 我 们 必须 注意 到 , 上 述 断 言 
的 前 提 是 : 事先 假定 了 方程 (6.1.5) 在 Da 中 有 和解 或 泛 函 (6.1.6) 的 极 小 函数 在 
Da 中 存在 . 但 是 , 这 个 前 提 还 不 一 定 成 立 . 当 Ds 过 小 时 , 泛 函 (6.1.6) 的 极 小 
问题 就 可 能 无 解 . 因此 , 为 保证 解 的 存在 性 , 有 必要 开拓 Ds, 使 在 开拓 后 的 D4 

上 (6.1.6) 的 极 小 函数 存在 . 由 于 这 个 原因 , 需要 讨论 比 正 算 子 更 强 的 算 子 , 即 
正定 算 子 . 
设 4 是 刀 4 上 的 线性 算 子 若 存在 常数 y > 0, 对 任意 ve Ds, 有 


(Au;u) > Y (u,v), 


则 称 算 子 4A 是 D。 上 的 正定 算 子 . 
os 


为 了 开拓 线性 集合 Da, 设 4 是 对 称 正定 算 子 . 在 D4 上 引入 新 内 积 
(u,v0). = (Au, v), (6.1.10) 


此 处 , 括号 ( ，). 表示 新 内 积 , 以 区 别 原 内 积 ( ，). 易 验 证 这 样 定义 的 内 积 满足 
内 积 公理 , 由 新 内 积 诱导 出 的 新 范 数 记 为 


ull = Vs = Vv (Av,W), v € Da. 


接 此 范 数 把 Da 完备 化 , 得 到 一 个 新 的 Hilbert 空间 , 记 为 也 .显然 , 由 这 个 空 
间 的 构造 知道 , 线性 集合 D。 在 玉 , 中 稠密 . 从 算 子 4 的 正定 性 知 


1 
lull < 了 lwl,， u € Da, (6.1.11) 


这 里 , | .|| 表示 原 空间 万 本 
利用 (6.1.11) 式 可 以 建立 空间 五, 与 空间 HH 的 某 一 子 集 之 间 的 一 一 对 应 
关系 如 下 : 若 w e Ds, 规定 以 与 本 身 对 应 ; 若 w e H, 但 uw 4 Da, 由 五, 的 构 
造 , 知 存在 元 素 列 {wu} c 五,, 它 在 矿 , 中 收敛 到 ww 由 不 等 式 (6.1.11) 知 {w,} 
也 是 Hilbert 空间 五 中 的 Cauchy 序列 , 因此 , {vw} 在 互 中 收敛 到 一 个 元 素 亏 
我 们 规定 对 应 于 去 易 知 这 个 对 应 与 序列 {w,} 的 选择 无 关 . 下 证 它 是 一 一 对 
应 , 设 卫 . 中 的 元 素 以 , v 分 别 对 应 于 五 中 的 元 素 亿 二 若 坪 = 态 则 必 有 w= vw. 
事实 上 , 由 对 应 规律 , 存在 {w} C D4，{v。} C Da, 它们 在 五 , 中 分 别 收敛 到 v 
和 w, 而 在 H 中 都 收敛 到 诗 = 元 于 是 , 对 任意 的 pe D 有 
(9, Un 一 Un )， = (Ay, Un 一 Un) 
< lAyllllw, — vll 
< ||Apll(lw, 一 到 上 lw 一动) 
一 0, ( 当 n 一 oo 时 ). 
由 于 D4 在 五 . 中 稠密 , 故 上 式 对 任意 pe H, 也 成 立 . 在 上 式 中 取 yp = 一 %， 
便 得 (w 一 v,w 一 v), = lu 一 vj? =0, 得 ww 一 v=0, 所 以 ,在 五 , 中 w=w, 即 对 
应 是 一 一 的 . 于 是 , 可 将 瓦 . 空间 的 元 素 % 与 它 在 五 中 的 对 应 元 素 谋 视 为 同一 ， 
即 有 五 , CH. 于 是 , 泛 函 F(w) 在 开拓 后 的 空间 矿 , 上 处 处 有 定义 . 
定理 6.1.3( 极 小 函数 存在 性 ) 若 4 是 对 称 正定 算 子 ， 则 泛 函 下 (wu) 在 也 
中 存在 极 小 函数 . 
证 了 明 由 (6.1.11), 得 


[G0 < Nfllall < WA, 
帮 (所 .u) 是 厂 上 线性 连续 泛 函 , 由 Riesz 表现 定理 , 存在 唯一 的 we 态 ， 使 得 
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对 任意 e 豆 .,, 有 (f,4) = [wuo]. 于 是 , 泛 函 已 (w) 可 写 为 
F(u) = (ut — 2(u, Uo), 
一 (wu 一 Wo 人 一 2o )。 ey (Wo, Uo)» 
= | — woll — llwoll2 
> 一 wo 于，Vw € H.. 
这 说 明 泛 函 F(w) 当 ww = wo 时 取 到 极 小 值 . 口 
注意 到 使 泛 函 取 极 小 值 的 元 素 uo 不 一 定 属于 Da, 而 只 属于 开拓 后 的 空 
间 五 , 0 所 讨论 的 泛 函 F(w) 是 从 求解 边 值 问题 (6.1.4) 演化 出 来 , 故 当 
Uo ¢ Da 时 , 它 可 能 不 满足 (6.1.4) 中 的 边界 条 件 , 而 且 对 于 算 子 4 来 讲 ,， Au 
吉 能 流下 泊 尺 因此 , 用 变 分 方法 得 到 的 解 , 就 不 一 定 在 古典 意义 下 满足 边 值 问 
题 (6.1.4). 所 以 , 我 们 称 此 解 为 边 值 问 题 (6.1.4) 的 弱 解 (或 广义 解 ). 
.者 已 知 五 . 中 一 完全 标准 正 交 化 序列 {gp,}, 且 4uo = f, 则 泛 函 (6.1.6) 的 
极 小 函数 wo 可 以 用 级 数 表 示 为 


wo = (wos pr)spr = DF pr) pr (6.1.12) 


以 d 表示 泛 函 (6.1.6) 的 极 小 值 . 若 能 在 Hilbert 空间 瓦 . 中 构造 出 元 素 列 
{un}，Awu, 有 意义 且 满 足 
: ‘lim F(u,) =d, 


则 称 元 素 列 {w,} 为 极 小 化 序列 . 我 们 有 
定理 6.1.4( 极 小 化 序列 的 收敛 性 ) 车 4 是 对 称 正定 算 子 , 则 下 (4) 的 每 个 

极 小 化 序列 按 Hilbert 空间 万 中 的 范 数 也 按 瓦 . 中 的 范 数 收敛 于 泛 函 瓦 的 极 

小 函数 Uo. 
d= F(w) = —|lvoll,: 
设 {wu,} 是 极 小 化 序列 , 即 
lim {lw ~ wolls — Nolls} = —llwoll,, 

从 而 


lim lw — woll? = 0, 


即 ww 在 五 , 中 收敛 于 wo. 再 由 不 等 式 (6.1.11)( 它 在 五, 中 成 立 ), 有 


1 中 
| 一 oll < 了 jw — Uol|. 一 0， 当 n 一 co 时 ， 
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所 以 , w 在 五 中 也 收敛 于 wo. 加 和 

由 定理 6.1.4 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 极 小 化 序列 中 每 一 元 素 可 以 作为 边 值 
问题 (6.1.4) 的 近似 解 . 所 谓 的 Ritz( 里 英 ) 方法 就 是 构造 极 小 化 序列 的 一 种 方 
法 , 其 本 质 就 是 作出 级 数 (6.1.12) 的 前 几 项 的 部 分 和 . 

从 上 面 的 氢 述 中 可 以 看 出 , 当 假设 了 4 是 对 称 正定 算 子 后 , 不 但 证 明了 泛 
函 (6.1.6) 的 极 小 函数 存在 , 并 且 指 出 了 用 构造 极 小 化 序列 的 方法 可 得 到 问题 的 
近似 解 . 下 面 验证 在 6.1.2 小 节 中 提出 的 位 势 方程 的 三 类 边 值 问题 所 对 应 的 算 
子 是 正定 的 . 

例 6.1.1 算 子 一 人 在 线性 集合 Di 上 是 正定 的 . 

解 ” 由 Friedrichs 不 等 式 


| puke > t /war 
及 (6.1.8) 式 便 得 算 子 -A 的 正定 性 . 为 了 清楚 且 直 观 , 下 例 在 二 维 有 界 区 域 2 
中 讨论 . 
例 6.1.2 算 子 一 人 在 线性 集合 万 。 上 是 正定 的 . 
解 ”我 们 不 妨 设 区 域 0 在 第 一 象限 内 , 且 完 全 含 于 闭 域 
仙 ={0 和 z 乏 0 0 乏 y 乏 针 


之 内 . 由 不 等 式 (6.1.9), 只 须 证 明 不 等 式 


<(f was+ [|[ (e+) dvdy) > // Ww dzdy (6.1.13) 
on 2 0 


对 某 正 数 c 成 立即 可 . 
令 4= gv， 其 中 , v 是 引入 的 未 知 函 数 , 9 是 待定 函数 . 于 是 
2 地 二 9 (+) -vgAg + (vgg9s), + (ogg 


> —vgAg + (v2g9s), + (v299,),. 
将 上 面 的 不 等 式 在 2 上 积分 , 并 对 右边 最 后 两 项 应 用 散 度 定理 (3.0.1), 得 


// (如 十 刀 ) dz dy 之 -// vshgdray+ u2g 59 ds. 
n n sp Ov 
2 2 2 2 09 

一 vgAg dz dy < (uz + wy) dz dy 十 ) 9 到 4 ) 
0 0 an b 


即 
一 / | u2 人 gdzdy < / / (w2 十 好 )dqzdy + / ua| 工 29 |as (6.1.14) 
n 9 0 ao 90 
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所 以 


由 上 式 知道 , 车 存在 正 的 常数 cu，ca 和 函数 9, 使 得 
Og 


和 A 
-| >c>0, EF | ss (6.1.15) 
9 g Dilap | 
则 由 (6.1.14) 得 
cl / | 好 dzdy < / (ws + us)drdy 十 co 由 wdS. 
2 22 an 
取 


即 得 不 等 式 (6.1.13). 于 是 , 算 子 -A 在 D, 上 是 正定 的 . 
不 难 找到 满足 (6.1.15) 式 的 函数 ， 所 


nr 
0 一 sin 一 sin Ds 


此 时 
C1 二 (二 十 去 ) 
cz 为 某 正 的 常数 . 
例 6.1.3 算 子 一 人 在 线性 集合 Di 上 是 正定 的 . 
利用 Poincare( 上 庞 加 菜 ) 不 等 式 


|¥aso /Dopac+a( /ao 
12 人 2 人 2 


可 以 证 明 本 例 ( 留 作 练 习 ). 其 中 , 正 的 常数 co，ci 仅 与 2 和 空间 维 数 有 关 . 
下 面 讨论 重 调和 算 子 A?, 设 1 表示 二 维 平面 上 一 有 界 区 域 , 在 09 内 考虑 
重 调和 方程 的 边 值 问题 


A2v = (ry)EN CR 
ul, (6.1.16) 


其 中 , > 是 80 的 单位 外 法 向 . 

设 DD 是 满足 下 列 条 件 的 函数 的 集合 : 

(i) 在 98 上 四 次 连续 可 微 ; 

(i) 在 382 上 满足 (6.1.16) 中 的 边界 条 件 . 

例 6.1.4 和 工 子 人 下 上 是 对 称 正定 算 子 . 

当 w e 时 , 法 向 微 商 名 多 |， = 0. 由 在 边界 上 恒 为 零 , 知 v 的 切 向 微 
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商 在 99 上 处 处 为 零 . 由 此 得 到 
tap 一 0, Uylaen =0. (6.1.17) 
A? 在 D 上 的 对 称 性 由 Green 第 一 公式 和 分 部 积分 可 得 . 下 证 正定 性 . 


(A to) = / 上 uA?u dzdy 
= / / (Au)? dzdy (6.1.18) 
二 人 上 (v2 十 2uety 十 vv)dzdy. 
用 分 部 积分 法 及 (6.1.17) 式 可 得 
/ A UssUyy dz dy = 1 | 人 
将 此 式 代 入 (6.1.18) 式 , 得 
(A2w, un) = / (+2, + dndy, (6.1.19) 


由 于 (6.1.17) 式 , 五 可 对 函数 wu 和 分 别 应 用 Friedrichs 不 等 式 , 得 


[fa dzdy < = 2// (Dus? dzrdy = = x/ (wu2, + Ww2,) drdy, 
/| Ww dzrdy < — :// IDu,l dzdy = = i /| (2， 十 他 ,) dzdy/. 
0 kJ Jo k /Von 


这 里 , k 是 正 的 常数 . 以 上 两 个 不 等 式 相 加 , 得 到 


ff wz 十 好 ) )dzdy < = i U2 + 2u2, + 2, drdy (6.1.20) 


对 久 再 用 Friedrichs 不 等 式 , 得 


// Ww dzdy < 天 |/ (u2 十 好 ) dzdy. (6.1.21) 
1 2 


比较 (6.1.20) 和 (6.1.21), 并 注意 到 (6.1.19), 可 得 


人 dzdy < 语 (Azuo， 


从 而 证 明了 算 子 A? 在 M 上 是 正定 的 . 
由 此 可 知 ; 解 重 调和 方程 的 边 值 问题 (6.1.16) 可 以 用 求 泛 函 


F(w) = / “A — 2fu)drdy 
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在 D 上 的 极 小 函数 来 代替 . 如 土 文 所 讲 , 极 小 函数 在 D 的 新 的 完备 化 空间 
中 存在 . 


6.2 Laplace 算 子 的 特征 值 问题 


在 3.3 节 中 讨论 Sturm-Liouville 特征 值 问 题 时 , 我 们 已 经 使 用 变 分 法 证 明 
了 特征 值 与 特征 函数 的 存在 性 . 鉴于 Laplace 算 子 的 特征 值 问题 在 理论 和 应 用 
中 的 重要 性 , 并 为 了 展示 变 分 方法 在 解决 特征 值 问 题 时 的 思想 和 一 般 程 序 , 本 
节 将 讨论 Laplace 算 子 -A 的 如 下 特征 值 问题 : 
一 Au = MM, ZE 人， 
4 一 0 ZEOD1， 
其 中 ，Q C R"(n > 3) 是 有 界 区 域 . 
”车 有 实数 入 及 函数 ve Hi( 人 ), 4 取 0, 满足 
/ Du: Dvdz = 和 上 udz, Yu E 万 (1)， (6.2.2) 


则 称 入 是 Laplace 算 子 -A 的 (广义 ) 特 征 值 , 而 称 . 是 ( 算 子 -A 的 ) 对 应 于 
特征 值 和 的 (广义 ) 特 征 函 数 . 


6.2.1 ”特征 值 与 特征 函数 的 存在 性 
我 们 在 Sobolev 空间 Hi(0) 中 讨论 特征 值 问题 (6.2.1), 记 
« Ad = / puPar = lol we 大 (9) 
则 由 Friedrichs 不 等 式 ; 有 
Qlul = 上 IDupadz > ec wdz=cluls. (6.2.3) 


其 中 , c > 0 仅 与 2 和 空间 维 数 n 有关 . 此 处 及 下 文 , 用 Hi 表示 Hi( 人 2), 而 
js 表示 La(1) 范 数 | |i,69). 
定义 泛 函 


(6.2.1) 


es vu e Hi(0), Bw#0. (6.2.4) 


J[ul = 

Ki={u|ve Hi(N), Hv #0), 

Ki={u|ve HN), § lulls=1}. 
* 180. 


由 (6.2.3) 知 对 任意 ve (人 ), Jlu] >c>0, 故 J 在 Hi(N) 上 有 正 下 界 , 从 而 
Al = inf J[ul = inf, Qlu] (6.2.5) 

存在 , 且 和 > c> 0. 
定理 6.2.1(--A 的 主 特征 值 ) 由 (6.2.5) 所 定义 的 实数 和 是 算 子 一人 人 的 


主 特征 值 , 即 最 小 特征 值 . | 
证 明 (1) 取 8[u] 的 极 小 化 序列 {wu,} C Ki, 即 有 


lim Qlus] = 入 (6.2.6) 
由 此 式 知 数列 {Q[w]} 有 界 , 即 {lusl|lg;} 有 界 . 因 Hi(8) 中 的 有 界 序列 是 


Zaz(8) 中 的 列 紧 序 列 , 故 存在 子 列 , 仍 记 为 fux}, 它 在 Z2(2) 中 收敛 到 一 个 函 
数 久 EL,(f2), 即 


lim lw ~ ula =0, llulls =1. (6.2.7) 
(2) 由 (6.2.7), 得 
[3 ls < lus — ua + lu 一 ol。 
一 0, 当 k,l 一 oo 时 . 
所 以 
Wee | 一 us = 当 太 1 一 o0 时 ，. (6.2.8) 
由 (6.2.5) 知 . 
Qlu > Nllull, Vue Hi(Q). (6.2.9) 
又 易 验证 
a le 
于 是 , 由 上 式 及 QIw] 的 定义 , 并 用 (6.2.9) 和 (6.2.6), 得 
zw 一 | = ee ,= Q[ 
3 二 39] -和 || 任 半生 | 
加 当 k,l1 一 co 时 . 


故 {wr} 是 了 (8) 中 Cauchy 序列 , 由 (6.2.3) 及 极限 唯一 性 知 (6.2.7) 式 中 的 
也 是 序列 {wu} 在 丽 (2) 中 的 极限 , 即 


lim lu ~ wl =0, fv € Fi(0). (6.2.10) 
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(3) 由 (6.2.10) 可 得 


(Qlux] — Qhea]| = | — Nell 
一 0, 当 k,l 一 co 时 . 


Ql 


AN = 四 = (6.2.11) 


人 网 过 inf Jv]. 


于 是 , 对 任意 取 定 的 0 多 ve Hi(0), Jlwu 十 tv] 作为 te R! 的 函数 在 上 = 0 取 
到 极 小 值 , 所 以 


dJ 
: |_= (6.2.12) : 
由 此 通过 微 商 运算 得 到 
| oe: Du dz 一 | ee /war -0 , (6.2.13) 


结合 (6.2.11) 式 , 便 得 


fp: Dvas =% was. 
他 


由 v € Hi(1) 的 任意 性 , 便 知 和 是 算 子 -A 的 特征 值 , 是 对 应 的 特征 函数 
(4) 设 入 是 -A 的 任意 一 个 特征 值 , ve Hi(f) 是 对 应 的 特征 函数 , 则 


popedaz= | ven, vp € Hi(). 
1 0 


在 上 式 中 取 p = ww 得 
和 2 2 Ql 
- /ms dz/ f» dz = ol 


一 .JIv] > .这 J[w] = Ai, 


即 X: 是 -A 的 最 小 特征 值 . 加 
定理 6.2.2( 多 个 特征 值 与 特征 函数 的 存在 性 ) 一 人 的 所 有 特征 值 (包括 重 
数 ) 组 成 无 穷 数 列 


0<A<M SM, 


对 应 的 特征 函数 为 


满足 ||ux||2 < 1, k= 1,2,.-: 
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证 明 (1) 用 归纳 法 证 之 . 已 求 得 和 > 0, 且 对 应 的 特征 函数 u, 满足 
aaa 二 1. 现 求 和 2 及 Wz. 
记 玉 = span{w} C Za(2). 用 Vt 表示 VV 在 LL,(0) 中 的 正 交 补 空间 . 


并 令 
={v|0#v€ Hi(0) NV), 


K,={v| ve K,, lvl = 1}. 


(2) 重复 定理 6.2.1 中 对 变 分 问题 (6.2.5) pe 可 以 得 到 : 存在 
uz € Ho( 人 2) Vi 满足 ||wzjl2=1 及 


MN = Qlus] = Tlus] = inf J[w] = inf, Ql, (6.2.14) 
/ Du : Dv dz = » |/ uv dzx, Vv € RK,. (6.2.15) 
. 任 取 ve (1), 做 正 交 分 解 
4 一 9 十 功 wy EV, peEeV. 
因 1 € VW, 故 有 实数 Qa, 使 得 仇 一 QU1, ?21 是 特征 函数 及 ?2 € Vi, 便 得 
/pu ‘Dy dz = | Du, : Dui dz 
三 of wn dz z (6.2.16) 

| = 0. 
由 此 并 注意 到 (wz,%) = 0, 就 得 到 
人 pw .paz= [Dus Dyas+ /pw .pedz 


一 / Du, . Dpdz 
1 


=% / wpas 
n 


=% /wtp twa 


= A, Ua.d7. 
92 


由 ve 丽 (9) 的 任意 性 便 知 。 是 算 子 -A 的 特征 值 , 而 wz 是 对 应 的 特征 函 
数 . 由 集合 K; 和 K。 的 定义 , 显然 有 X > 入 1. 
(3) 假 设 已 得 到 -和 A 的 前 m 一 1 个 特征 值 0 <A< 和 2 Ss < Am-_1 


“7T83 . 


及 对 应 的 特征 函数 如 ，w ,un ii 且 ||urllz = 1, k=1,2,…,m 一 1. 令 
Vi = spanfuyu…… ,un 用 V+ 表示 Vi 在 Ls(f) 中 的 正 交 补 空间 ， 
并 记 

Kn={v|0zFv€E Hi(N) NV }, 


K’ ={v|veK,, fB lvl = 1}. 
则 类 似 第 (2) 步 的 证 明 ( 留 作 练习 ), 可 知 
Mm = inf Jlu] = inf @ 四 
就 是 算 子 -和 A 的 第 mm 个 特征 值 , 且 存 在 对 应 的 特征 函数 久 ,, € Kn, jumllz = 1 
即 有 
/ Du : Dv dz = 入， / umvd7zx, Vv € Hi (1). 


由 Kn_1 及 Ki 的 定义 , 显然 有 和 > 和 m1. 口 
6.2.2 ”特征 值 与 特征 函数 的 性 质 


Laplace 算 子 -A 的 特征 值 和 特征 函数 具有 下 述 重要 性 质 : 

定理 6.2.3(C~ 光滑 性 ) 算 子 一 A 的 特征 函数 寥 E Ce, 因此 , 它 在 人 上 
处 处 满足 方程 . 

—Au = Xu， 

这 个 定理 是 根据 方程 的 弱 解 的 正则 性 得 出 的 , 已 超出 本 教材 的 范围 , 在 此 省 略 . 

定理 6.2.4( 主 特征 函数 的 定 号 性 ) Laplace 算 子 一 人 的 主 特征 值 Xi 对 
应 的 ( 主 ) 特征 函数 以 在 2 上 恒 正 或 恒 负 . 

证 明 (1) 由 上 所 证 , 对 和 及 其 对 应 的 特征 函数 we 现 (2), 有 


AN = 四 = | Du ds, lol =1. 
考虑 的 正 部 ut 与 负 部 u-. 由 定理 5.5.10 中 Dwt 与 Du- 的 表达 式 可 知 


"= 人 DupPan 
7 
= | Dw + Dw Pa 
2 


= / IDutl?dz +/ IDu-l|?dz 
9 9 
=Q@ + Qlv 
> vt 十 A ls 
= Aillullz = A 
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可 见 上 式 实 为 一 个 等 式 , 于 是 
Qlut] = A Qlu] = Au lz. (6. 2.17) 
(2) 设 wt 不 恒 为 零 . 则 由 (6.2.4) 与 (6.2.5) 及 上 式 知 , ut 是 对 应 于 特征 什 
和 的 特征 函数 . 再 由 定理 6.2.3 知 wut+ e C”, 且 满 足 
—Aut =Aut 20,75EN 
ut = 0, x € onN. 


由 上 调和 函数 的 强 最 小 值 原理 (定理 5.1.2) 知 在 1 内 w+ > 0, 从 而 w= w+ > 0， 
ZE 人. | 
车 在 内 wt =0, 则 0 w=w, 此 式 与 (6.2.17) 表明 ww- 是 对 应 于 特征 
值 和 的 特征 函数 , 再 一 次 用 定理 6.2.3 知 w- e C”, 及 
—Au” = Nu &<0,7xzEen, 
uv- =0, xz€oN. | 
则 由 下 调和 函数 的 强 最 大 值 原 理 (定理 5.1.2) 知 在 人 内 w- < 0, 即 有 
u=u- <0,r.E€EnN. 口 
下 面 两 个 定理 的 证 明 可 仿照 3.3 节 (Sturm-Liouville 特征 值 问题 ) 中 相应 
性 质 与 定理 的 证 明 进 行 , 在 此 不 再 歼 述 . 
定理 6.2.5( 正 交 性 ) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 在 Za(1) 中 正 交 . 
定理 6.2.6(Xx 的 极限 ) 一 人 的 特征 值 序列 {Xx} 趋 于 十 co, 即 


lim 和 一 十 co， 


定理 6.2.7( 有 限 维 性 质 ) 对 应 于 同一 特征 值 的 特征 函数 组 成 的 空间 是 有 
限 维 的 . 

证 明 ” 反 证 . 设 所 论 不 成 立 , 则 对 应 于 某 特征 值 入 有 无 限 多 个 线性 无 关 
的 特征 函数 {wr}. 不 妨 设 它们 在 Z2(2) 中 规范 正 交 . 由 特征 函数 的 定义 , 得 


[wr ll Qlwr] = Mlwllz = 和. 


故 {wi} 在 Hi(f) 中 有 界 , 从 而 在 La(0) 中 列 紧 , 因此 有 子 列 , 仍 记 为 fu, 它 
在 Ls(12) 中 收敛 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 因为 ||wx = wil|2 V2. 口 
定理 6.2.8 (基底 ) 算 子 一 人 的 特征 函数 列 {uw} 构成 空间 HH1(1) 的 规范 
正 交 基 , 其 中 , 各 wi (k = 1,2,.…) 对 应 于 互 不 相同 的 特征 值 . 
证 明 ”注意 到 Hilbert 空间 五 :(0) 中 的 两 个 函数 以 ,v 的 内 积 是 


[w, Jo] = | Du Dvas, 
人 2 
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则 由 定理 (6.2.5) 及 特征 函数 的 定义 式 , 便 知 特征 函数 列 {wx} 在 现 (2) 中 是 正 
交 列 , 不 妨 设 wxlla = 1 大 = 1,2,… .下 证 {wx} 是 (人 ) 的 基底 . 反 证 , 设 不 
然 , 则 存在 非 零 的 v € Hi(1), 它 与 所 有 的 特征 函数 正 交 , 即 [v,wx] = 0， = 
1,2,…. 因 wv 是 对 应 于 A, 的 特征 函数 ,由 上 式 知 0 = [wu] = An(wnu)， 
和 > 0, 所 以 (ww = 0, m = 1,2,…. 即 wv 在 LIL,(fn) 中 与 所 有 特征 
函数 正 交 .从 而 ，” 与 所 有 空间 span{wi, ua …… ,Um-1}，m = 2,3,…. 正 交 , 即 
v EV im == 2,3,…. 因此 
en 


™ vl 


令 mm 一 oo, 由 定理 6.2.6, 上 式 左 端 趋 于 +oo, 而 右 端 是 一 个 确定 的 常数 , 矛盾 . 口 


习 题 6 


1. 把 波动 方程 的 初 边 值 问题 

Ut = Us, 0<Z<1 0<t<T 

u(x,0) = p(7), Og x <1 

| wu(7,0) = wz), Og<z <! 
u(0,t) = wu(l,t)=0, 0gtg<T 
化 为 相应 的 算 子 方程 , 并 写 出 此 算 子 的 定义 域 . 试问 此 算 子 是 否 是 正 算 子 ? 

. 证 明 对 应 于 Neumann 问题 的 算 子 一 人 在 函数 集合 Do 上 是 正 算 子 . 
3. 设 Ls( 人 2) 中 的 线性 子 集合 


D= {ue (0) | ue (DD), OP,, -0 
其 中 ,2 是 902 的 单位 外 法 向 . 证 明 : 在 DD 上 定义 的 算 子 4: Au= -Au 
是 对 称 算 子 , 但 非 正 算 子 . 
. 证 明 : 若 常 微分 方程 
-la + 于 十 5v 一 llz2 一 3z 十 2 


在 边界 条 件 u(0) = u(1) = 0 下 的 解 存在 , 则 解 必 唯一 . 
. 写 出 微分 方程 


[3 


心 


Cn 


> CD 二 [Pg) = f(z) 


在 边界 条 件 
ua) =w(a) = … = uu" (a) = 
ub) = vw(b) = = um- (b) 三 从 
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10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


下 的 解 满足 的 算 子 方程 , 并 写 出 此 算 子 的 定义 域 . 当 PP.(z) > 0,k = 
1,2,.…. ;7, 并 且 P.(7z) 具有 正 下 界 时 ， 证 明 此 算 子 是 正定 的 . 


. 设 区 域 人 2 由 直角 三 角形 构成 , 浮 数 以 在 人 2 内 满足 Poisson 方程 一 7 


在 人 的 边界 0 上 满足 : 在 直角 边 上 u 二 0, 在 余 边 上 外 法 向 微 商 名 = 0. 
试 证 在 1 中 具有 二 阶 连续 微 商 且 满 足 上 述 边 界 条 件 的 函数 族 中 , 算 子 
一 人 是 正定 的 . 


. 证 明 例 6.1.3. 


[提示 : 见 例 6.1.3 后 的 提示 .] 


. 设 L»(12) 的 线性 子 集 


M = {uv € L,(1) | ue O°(0), vlen = 0}. 
试 证 定义 在 MI ee 

各 = 一 训 (+ 六 + 一 训 (名) 
是 正定 的 . 


. 设 工 ,2([0, 1]) 的 线性 子 集 


M = {uv € La([0,1]) | wv € C°([0,1)), wl1) = 0}. 
证 明 : 定义 在 M 上 的 算 子 
ee d,sdu 
vw 二 -下 人 本 


“是 正 算 子 , 但 不 是 正定 算 子 . 


证 明 泛 函 (6.1.6) 的 极 小 函数 唯一 . 

在 定理 6.2.1 的 证 明 中 , 请 完成 由 (6.2.12) 导出 (6.2.13) 的 过 程 . 
完成 定理 6.2.2 证 明 中 的 第 (3) 步 . 

证 明定 理 6.2.5 与 定理 6.2.6. 

设 二 阶 线性 自 伴随 一 致 椭 辆 ee 


SR | ) + c(z)u， 
其 中 
a (x) = oi(z) eClO)，clz) €E C(N), c(x) > 0， 
> a (7)Eéé; > al 和 Vr en, eeR" ay> 0. 
令 
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Blu, | / (> a (TF)us,vs; + c(z)uu)dz. 


若 有 实 雪 入 和 非 索 函 数 uz) E FE(D) 满足 
Blu,v] = Mu,v), vw eHi(N), 
其 中 ，(，) 表示 Za(8) 中 内 积 , 则 称 入 是 算 子 4 或 特征 值 问 题 
Au=AMu, TEN 
u=0, TEON 
的 (广义 ) 特征 值 , 称 以 是 对 应 于 入 的 (广义 ) 特征 函数 . 试 证 明 : 
(a) 存在 4 的 主 特征 值 Ai > 0, 对 应 的 主 特征 函数 以 > 0; 
(b) 对 算 子 A, 定理 6.2.2, 定理 6.2.5 至 定理 6.2.8 都 成 立 . 
[提示 : 记 @[u] = Blu, ul], 参考 6.2.1 和 6.2.2 小 节 的 证 明 .] 


第 7 章 ”特征 理论 偏 微分 方程 组 


7.1 方程 的 特征 理论 


在 第 3 章 对 弦 振 动 方程 Cauchy 问题 的 讨论 中 知道 , 当初 始 条 件 给 定 在 非 
特征 线 t = 0 上 时 , 定 解 问题 是 适 定 的 . 但 车 把 初始 条 件 都 给 定 在 一 条 特征 线 
上 时 , 一 般 说 来 解 不 存在 , 除非 初始 数据 满足 一 个 附加 的 条 件 . 另外 , 在 第 3 章 
中 对 依赖 区 域 、 决 定 区 域 和 影响 区 域 的 划分 也 是 依据 特征 线 ( 面 ) 做 出 的 . 这 些 
都 说 明了 解 与 特征 线 ( 面 ) 之 间 存 在 着 内 在 的 联系 . 因此 , 为 了 深入 了 解 解 的 性 
质 , 有 必要 进一步 探讨 特征 线 ( 面 ) 的 理论 , 简称 特征 理论 . 我 们 从 弱 间 断 解 入 
手 寻 出 特征 线 ( 面 ) 的 概念, 直接 把 解 和 特征 线 ( 面 ) 联系 起 来 . 


7.1.1 ” 弱 间 断 解 与 弱 间 断面 


在 第 3 章 3.1.3 小 节 中 , 讲 了 波 的 影响 区 域 , 并 指出 特征 线 > + at = zo 与 
7 一 at = z1 是 解 的 间断 线 . 对 二 维 波动 方程 进行 同样 的 分 析 可 知 , 特征 锥 面 ( 见 
3.7) 

(€—21) +(n— 22) = a(t—t) 

是 解 的 间断 面 . 这 些 例子 并 非特 殊 的 现象 , 解 沿 着 特征 线 ( 面 ) 间断 的 现象 具有 
普遍 的 意义 . 但 应 注意 , 并 非 解 的 任何 意义 上 的 间断 都 沿 着 特征 面 发 生 . 可 是 ， 
对 其 中 一 种 间断 , 即 所 谓 弱 间 断 , 解 的 间断 必 沿 着 特征 面 发 生 . 下 面 , 我 们 以 二 
阶 线性 方程 为 例 , 详细 阑 述 这 方面 的 基本 知识 . 

设 人 1 C RN(N>2) 是 连通 区 域 , 在 9 上 给 定 二 阶 线性 方程 


Ou a Ou 
订 i OU 和 
2 (7) Br Br, 生 2 (2z) Bz. +a(z)u = f(z), (7.1.1) 


其 中 , ai(z), ai(z), a(z) 及 f(z) 是 zx 的 连续 函数 . 另外 , 设 有 0 中 的 N-1 
维 光滑 超 曲面 9, 它 的 方程 是 p(x) = 0. 5 把 8 分 为 两 个 不 相交 的 区 域 2 和 

人 (图 7.1). 
定义 7.1.1 著 v(z) eClO)ncz(D USInc2(D US), 且 在 人 UP 中 
满足 方程 (7.1.1), 而 且 至 少 有 4 的 一 个 二 阶 偏 微 商 在 跨越 5 时 , 在 9 上 处 处 有 
.189. 


第 一 类 间断 , 则 称 是 方程 (7.1.1) 的 弱 间 断 解 ,9 叫 作 弱 间 断面 . 

由 定义 可 知 , 弱 间断 解 在 2 上 不 是 古典 解 , 但 可 把 它 看 作 古 典 解 在 最 弱 意 
义 下 的 推广 . 这 种 解 在 物理 上 是 有 意义 的 . 例如 , 第 3 章 的 弦 振 动 方程 (3.1.1)， 
按 力学 中 的 Hamilton 原理 , 真实 位 移 函 数 久 (7x,t) 是 泛 函 


1 t i 
= ;/ / (pu? — Tw + 2F'u)dzdt 
在 容许 函数 类 
K = {v(x, t ) | ve C"([0,1] x [0, +00)), 
uw (0,t) = wll,t) = 0} 
中 的 极 小 函数 ， 其 中 ， p; T 是 常数 ， 0 < t < 十 co. 可 见 ， 只 要 也 具有 一 阶 光 滑 性 
即 可 , 但 由 于 用 了 与 求 极 小 函数 等 价 的 弦 振 动 方程 的 边 值 问题 进行 求解 , 从 而 
提高 了 对 解 的 光滑 程度 的 要 求 , 即 要 求 具有 方程 中 出 现 的 二 阶 连续 微 商 . 
我 们 先 看 一 个 具有 弱 间 断 解 的 具体 例子 . 考虑 弦 振 动 方 程 
ut = 02 T ER!', +> 0. 
已 知 它 的 通 积分 是 v(z, = F(z 一 at) +G(z 十 at), 其 中 , FG 是 任意 的 二 阶 
连续 可 微 函 数 . 若 取 G = 0, 取 
| Jj[(z—at)? 一 1]?, 当 |z 一 at|<1 时 
He- {i 当 |z 一 at| > 1 时， 
则 w(z, 不 是 古典 解 , 但 它 是 弱 间 断 解 . 弱 间断 线 是 > 一 at = 土 1, 它们 恰恰 是 
方程 的 特征 线 (图 7.2), 这 并 非 巧合 . 对 两 个 自 变量 的 二 阶 半 线 性 方程 , 我 们 已 


引入 过 特征 线 的 概念 , 在 第 3 章 对 波动 方程 也 定义 了 特征 锥 面 . i 我 们 将 证 
明 解 的 弱 间 上 断 只 可 能 沿 特征 线 ( 面 ) 发 生 . 
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区 X 一 41 一 一 1 


x—at=]1 


15 
波 离 去 线 波 到 达 线 
图 7.2 弱 间 断 解 


7.1.2 ”特征 方程 与 特征 曲面 


设 光滑 曲面 S : p(x) = 0 (Dy 关 0) 是 方程 (7.1.1) 的 弱 间 断面 . 下 面 推导 
它 应 满足 的 条 件 . 由 于 Dy 关 0, 于 是 在 9 上 任 一 点 zo 的 附近 存在 一 个 可 道光 
滑 变换 y = y(z), 并 且 满 足 y, = plz)，u(zo) = 0,i = 1,2,… ,N. 在 新 坐标 
下 , S 的 方程 (在 ze 附近 ) 是 y, = 0, 而 yy,yo,… ,yn_i 各 轴 的 方向 位 于 5 的 
过 zo 点 的 切 平面 内 . 因为 4 在 5S 上 只 产生 弱 间 断 , 所 以 它 的 所 有 一 阶 偏 微 商 在 
5 附近 连续 , 从 而 ww (7 = 1,2,… ,NN 一 1) 及 wy,(ij 关 入 ) 在 S 上 唯一 确 
定 , 这 是 因为 v 的 二 阶 偏 微 商 分 别 在 2, 和 fn。 上 连续 到 5S 及 对 y; (7 关 N) 的 
偏 微 商 是 沿 5 的 切 平面 内 的 方向 的 . 于 是 , 由 于 v 是 弱 间 断 解 , 则 ww ,， 在 器 
越 5 时 必 产 生 第 一 类 间断 , 否则 v 及 其 所 有 一 阶 、 二 阶 偏 微 商都 在 9S 上 连续 , 
就 不 是 间断 解 而 是 古典 解 了 . 如 果 用 符号 


[ul = lim ,v 一 lim u 
表示 一 个 函数 久 在 5 上 zo 点 邻近 跨越 5 时 的 跃 度 , 则 根据 以 上 分 析 , 有 
四 =0, [lw] = 0, 1= 1,2,.…,N, 
[ws,] 二 0, 27 不 同时 为 V， [wyy,] #0. 


利用 上 面 引入 的 坐标 变换 y, = w(z), i = 1,2,… ,N, 在 xo 邻近 把 方程 
(7.1.1) 化 为 


D+) Ga 


其 中 , 省 略 的 各 项 对 yw 的 偏 微 商 至 多 是 一 阶 的 : 在 (7.1.2) 式 中 分 别 令 y、 一 0+ 
及 yn 一 0 ,得 到 两 个 极限 式 , 而 后 把 此 二 极限 式 相 减 , 并 注意 到 v 及 各 阶 偏 微 
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商 在 S$ 上 的 跃 度 , 便 得 


N 
” Oyv Oy Ou 
D> (0 (ly) Be Bo )luw-ol Boz] =0, 


,j=1 


Op Op 、 [0 
> (ev(0) a. 50 ) [Bz] =0 (7.1.3) 


在 S 上 zo 点 附近 成 立 . 由 于 在 m 邻近 [名 ] 六 0, 所 以 必 有 


> a 空 型 = 0. (7.1.4) 

由 zo 在 5S 上 的 任意 性 知 (7.1.4) 式 在 5 上 处 处 成 立 , 这 就 是 弱 间 断面 
所 满足 的 条 件 . 在 两 个 自 变量 的 情况 , (7.1.4) 式 与 第 1 章 中 定义 的 特征 方程 
(1.3.14) 一 致 , 而 它 的 通 积分 = c 就 是 那里 定义 的 特征 线 . 所 以 , 在 这 种 情况 
下 , 解 的 弱 间 断 线 就 是 方程 的 特征 线 , 即 解 沿 特征 线 产 生 弱 间断 . 对 于 多 个 自 变 
量 的 一 般 情况 , 我 们 有 

定义 7.1.2 方程 (7.1.4) 叫做 方程 (7.1.1) 的 特征 方程 ; 若 在 S 上 (7.1.4) 
或 处 处 成 立 , 则 称 S : p(z) = 0 是 (7.1.1) 的 特征 曲面 ; 若 在 点 To 处 的 方向 
(a a2,… ;Qn) 满足 


> az (zojaiaij = 0， (7.1.5) 
则 称 该 方向 是 方程 (7.1.1) 在 xo 点 的 特征 方向 . 

由 于 曲面 9 的 法 向 量 是 (pc。,p。.，…,wp。)， 于 是 通过 比较 (7.1.4) 与 
(7.1.5) 式 便 知 , 特征 曲面 就 是 其 上 每 点 的 法 向 都 是 该 点 的 特征 方向 的 曲面 . 
通常 也 把 方程 (7.1.5) 叫做 (7.1.1) 的 特征 方程 . 下 面 , 我 们 分 析 大 家 熟悉 的 几 
个 方程 的 特征 曲面 . 

例 7.1.1 三 维 热传导 方程 . 


Us = 02 (Uss + Uyy + Uzs). 
它 的 特征 方程 是 
ax 十 oa 十 as 一 0， 
其 中 , (ao ai az as) 是 RR 中 的 单位 向 量 , 即 
as 十 ad 十 as 十 oa3 一 1. 
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因此 ,oe = 1. 所 以 , 特征 方向 为 ( 士 1, 0, 0， 0,0), 从 而 ， 热传导 方程 的 特征 曲面 是 
i = 常数 . 
例 7.1.2 RN (N > 2) 中 调和 方程 


它 的 特征 方程 是 
N 
>》 ax 一 0. 


显然 a = 0, 有 = 4 2……,N. 所 以 , 调和 方程 没有 实 的 特征 方向 , 从 而 没有 实 
的 特征 曲面 . 
例 7.1.3 二 维 波动 方程 


Ut = Q? (Uzs + Uyy). 
它 的 特征 方程 是 
ao = a (aa + 02), 
其 中 ， (ao al az) 是 方向 余弦 数组 ， 即 有 


2 2 2 __. 
ao 十 al 十 az 三 |， 


于 是 
Qo 一 土 人 
i 
故 过 任 一 点 的 特征 方向 与 + 轴 的 夹 角 是 oe 特征 方向 是 
coSDO _ Sin0 | 


其 中 , 9 是 参数 . 由 此 可 知 , 波动 方程 在 任 一 点 有 无 穷 多 个 特征 方向 . 对 固定 的 
9 值 , 作 过 点 (zxo,yo,to) 且 以 此 点 的 特征 方向 为 法 线 方向 的 平面 


a(t—to)+(z— 20)cos0+ (yo— yo)sin0=0, (7.1.6) 
当 9 变动 时 就 得 到 一 平面 族 . 对 (7.1.6) 式 关于 0 求 导 , 得 
一 (zz 一 Zo)sin0 十 (7 一 yo)cosb = 0. 
将 此 式 与 (7.1.6) 联 立 消去 0, 便 得 平面 族 (7.1.6) 的 包 络 面 


(Z— zo) +(y— yo) = 0 (t— to)". 
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易 知 , 它 就 是 过 点 (zo yo, 如 ) 的 特征 曲面 (证 明 留 作 练习 )， 即 第 3 章 中 提 到 过 
的 特征 锥 面 . 

由 (7.1.3) 式 与 (7.1.4) 式 知 , 在 特征 线 ( 面 )S 上 给 定 尽 及 其 所 有 一 阶 偏 微 
商 的 值 不 能 唯一 确定 其 上 所 有 二 阶 偏 微 商 的 值 . 所 以 , 若 把 初始 数据 都 给 定 在 


同一 条 特征 线 ( 面 ) 上 , 则 Cauchy 问题 一 般 没 有 解 . 下 面 以 两 个 自 变量 的 二 阶 . 


拟 线性 方程 为 例 具体 说 明 这 个 事实 . 设 
Quzs + 2busy + cuyy = d, (7.1.7) 


其 中 , a,b,c 和 d 依赖 于 z,y,u, ws 和 w,. Cauchy 问题 的 一 般 提 法 是 : 求 函 数 
u(z,y), 使 满足 方程 (7.1.7), 并 在 一 条 已 知 光 清 平面 曲线 S 上 取 给 定 的 值 (这 些 
值 必须 是 相 容 的 ): . 

u=h(s), us = p(s), Ww = Y(s). (7.1.8) 
设 5 的 参数 方程 是 

2 一 2(s), y 二 Yy(s), 2z'(s) 与 yy(s) 不 同时 为 零 . 
等 价 地 , 也 可 用 条 件 
站 
Vr?(s) + ys) 
代替 条 件 (7.1.8)( 请 读者 自己 验证 等 价 性 ). (7.1.9) 中 第 二 个 等 式 左 边 即 是 久 沿 
S 的 法 何 微 商 . 
沿 曲 线 S 对 v 求全 微 商 , 得 
h'(s) = 2(s)z'(s) + p(s)y (s). 


这 就 是 初始 数据 应 满足 的 相 容 条 件 . 若 对 uw, 分别 沿 5 求全 微 商 , 同样 得 到 
dt 
Te = wee (8) + wy (8). 


= A(s) (7.1.9) 


= UssT’(s) + Usyy (s)， 


于 是 , 在 曲线 9 上 应 有 


TUsz + Y Usy 一 

TUsy + YUyy = WV.. 
此 即 的 二 阶 微 商 在 S$ 上 应 满足 的 相 容 条 件 . 但 若 系数 行列 式 在 S 上 取 零 值 ， 
即 


| Qss 十 2bu。 + cuy, = d, 


A=:ay’ — 2br'y + cr = 0, (7.1.10) 
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则 在 S 上 的 二 阶 偏 微 商 一 般 没有 解 , 从 而 Cauchy 问题 (7.1.7) 和 (7.1.8) 没 
有 解 . (7.1.10) 式 即 为 


ady’ — 2bdzxdy + cdz2 = 0， 
将 它 的 通 积分 p(x,y) = c 代入 , 得 
apz + 2bpspy + cp = 0. 


它 就 是 (7.1.7) 的 特征 方程 , S 是 特征 曲线 . 所 以 , 要 想 使 Cauchy 问题 (7.1.7) 
和 (7.1.8) 有 解 , 那么 Cauchy 数据 不 可 都 给 在 同一 条 特征 线 上 . 回忆 在 第 3 章 
中 波动 方程 的 Cauchy 问题 , 初始 数据 有 两 个 , 即 和 名 在 直线 + = 0 上 的 值 
这 里 , 平面 上 = 0 不 是 波动 方程 的 特征 面 . 但 由 于 t= 0 /热传导 方程 的 特征 线 
( 面 ), 所 以 在 第 4 章 讨论 热传导 方程 的 Cauchy 问题 时 , 只 在 超 平面 + = 0 上 给 
出 了 未 知 函数 的 值 , 而 不 能 再 附加 上 未 知 函数 在 t+ = 0 上 的 法 向 微 商 值 . 否则 ， 
如 上 所 论 , 解 一 般 不 存在 . 

对 一 般 的 m 阶 线性 偏 微分 方程 的 Cauchy 问题 , 类 似 地 可 以 证 明 : 只 要 光 
请 曲面 p(x) = 0 不 是 特征 曲面 且 Dyp(x) 承 0, 可 以 在 o(z) = 0 上 给 出 m 个 互 
相 独 立 的 Cauchy 数据 , 即 未 知 函 数 v 及 其 直到 mm -1 阶 的 法 向 微 商 值 , 则 该 
Cauchy 问题 的 解 存 在 . 


7.2 方程 组 的 特征 理论 


为 书写 简便 , 并 能 较 直 观 地 阐述 问题 , 我 们 考虑 两 个 自 变量 的 一 阶 线性 偏 
微分 方程 组 


Ou; 0 
Ow | Sou, +ci=0,1=1,2,. (7.2.1) 


了 7 一 1 j=1 


其 中 , a5，b5，ci 都 是 区 域 2 中 (zx,t) 的 充分 光滑 的 函数 . 车 引入 m 维 列 向 量 


和 m x m 维 矩阵 4 = (a)，B = (b3), 则 方程 组 (7.2.1) 与 下 列 向 量 方程 等 价 : 
U+AU,+BU+C=0. (7.2.2) 
由 7.1.2 小 节 的 讨论 , 大 家 已 了 解 到 特征 线 ( 面 ) 在 研究 单个 方程 中 的 重要 性 ， 
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而 特征 线 ( 面 ) 与 方程 的 弱 间 断 解 有 密切 的 关系 . 所 以 , 我 们 将 从 定义 方程 组 
(7.2.1) 的 弱 间 断 解 出 发 展开 本 节 的 内 容 , 讨论 方程 组 (7.2.1) 的 特征 理论 . 
7.2.1 ” 弱 间 断 解 与 特征 线 

定义 7.2.1 设 有 光滑 曲线 

T:zt=7(0), t=t(0), o1 &o <0, Er (0o)+t" (0)#0, (7.2.3) 

它 把 区 域 0 分 为 区 域 21 与 人 2 ( 见 图 7.1). 车 函数 U 在 人 2 与 人 2 内 满足 方程， 
在 全 附近 连续 , 但 U 的 一 阶 偏 微 商 至 少 有 一 个 在 越过 二 时 处 处 有 第 一 类 间断 ， 
则 称 丁 是 U 的 弱 间 断 线 ,U 叫做 方程 组 (7.2. 1) (或 (7.2.2)) 的 弱 间 断 解 . 

设 有 是 弱 间断 线 , 我 们 仍 用 符号 [用 表示 函数 f 在 跨越 时 的 跃 度 . 于 是 ， 
对 弱 间断 解 r, 有 [U] = 0，[U.] 与 [A] 不 同时 为 零 . 因 U 在 2, 与 人 中 满足 
方程 (7.2.2), 故 在 上 成 立 关系 式 


AIU,] + [U0] =0. (2 
另外 , 若 记 厅 在 0 上 为 忆 , 在 0, 上 为 Us, 则 跃 度 [VU] 可 以 表示 为 
[V] = U(x(0), t(0)) — Ui(zx(0), t(0)). 


于 是 , 沿 全 有 
d U OU, 0 i /7 OU2 OU / 
= ( 苹 - 全 |) | 和 


= [Djz'(c) + [DJz(o)， 
注意 到 沿 有 [U0] = 0, 便 得 
[Us]z’'(0) + [Ut'(0) = 0. (7.2.5) 
联 立 (7.2.4) 与 (7.2.5), 这 是 一 个 关于 [U5,] 与 [04] 的 线性 齐 次 方程 组 ， 因 为 


[05] 与 [0] 不 同时 为 零 ， 人 
零 , 即 


4 ， 
| 
也 即 
4 dz 
a”7— 0 7 一 2 (7.2.6) 


其 中 , I 是 m x m 维 单位 阵 . 于 是 得 到 
定理 7.2.2 若 由 (7.2.3) 表示 的 曲线 是 方程 组 (7.2.1) 或 (7.2.2) 的 解 的 
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能 间断 线 , 则 沿 三 成 立 (7.2.6). 

(7.2.6) 是 一 个 关于 衬 的 m 次 多 项 式 . 车 记 4 的 mm 个 (包括 重 数 ) 特征 
， 值 是 入 (zx, 引 ，A2(z,t),… ,和 (7z,t), 则 当 工 是 弱 间 断 线 时 , 由 (7.2.6) 知 
衬 = Na， i=1,2,.…,m 
至 少 对 某 个 i 值 成 立 . 

宙 广 7.2.3 称 方程 (7.2.6) 是 方程 组 (7.2.1) 的 特征 方程 ; 满足 (7.2.6) 的 
方向 5 一 和 (a 芭 二 1,2,… ,m, 叫做 方程 组 (7.2.1) 的 特征 方向 ; 处 处 与 特 
征 方向 相 切 的 曲线 叫做 (7.2.1) ye i 

于 是 , 方程 组 (7.2.1)( 或 (7.2.2)) 的 解 的 弱 间 断 解 只 可 能 沿 着 特征 线 发 生 . 
类 似 于 方程 的 情形 , 对 方程 组 (7.2.1) 也 依 它 的 特征 的 性 态 进 行 分 类 如 下 : 

定义 7.2.4 车 方程 组 (7.2.1) 在 内 一 点 的 特征 方向 ( 即 4 的 特征 值 ) 都 
是 实 的 , 则 称 方 程 组 (7.2.1) 在 该 点 是 双 曲 型 方程 组 , 若 它 在 内 每 点 都 是 双 曲 
型 的 , 就 称 它 在 人 中 是 双 曲 型 方程 组 ; 进而 车 特征 方向 ( 即 4 的 m 个 特征 值 ) 
互 异 , 称 (7.2.1) 是 狭义 双 曲 型 的 . 若 (7.2.6) 在 内 一 点 或 内 没有 实 的 特征 
方向 , 则 称 它 在 该 点 或 2 内 是 椭 园 型 方程 组 . 

例 7.2.1 考察 Cauchy-Riemann 方程 组 


fs 车 


Vz 十 Uy 二 0. 


根据 (7.2.6) 的 形式 , 可 写 出 它 的 特征 方向 是 


即 


所 以 (7.2.7) 没有 实 的 特征 方向 , 它 是 椭圆 型 方程 组 . 
例 7.2.2 在 静止 气体 中 , 设 声波 速度 为 v(x,) 气体 密度 为 p(X,t), 其 中 ， 
ZX € 民 . 则 成 立 下 面 的 声波 方程 组 : 


Vv i =0 
人 (7.2.8) 
pi + povz = 0, - 


其 中 , co 和 po 都 是 正 的 常数 . 


它 的 特征 方程 是 


解 得 实 7 _ +co, 即 方程 组 (7.2.8) 在 每 一 点 都 有 两 个 互 异 的 实 特征 方向 , 所 以 


它 是 狭义 双 曲 型 方程 组 , 其 特征 线 方程 是 x 土 oh = 常数 , 故 过 区 域 中 每 一 点 有 
两 条 不 同 的 特征 线 . 


7.2.2 ”狭义 双 曲 型 方程 组 的 标准 型 


在 方程 组 (7.2.1) 中 , 若 a5 = A 入 6i; (7 = 1 2…… ,m), 即 在 (7.2.2) 中 矩阵 
为 实 对 角 阵 


入 1 0 
4=4= 2 ， 入 (i 二 1,2,… ,m) 互 异 ， 


\0 Mm 
则 (7.2.1) 与 (7.2.2) 分 别 具 有 形式 
Ou; . Ou; 
a (7.2.9) 
和 
Ut+AUVU.+BU+C=0. (7.2.10) 


我 们 称 (7.2.9)( 或 (7.2.10)) 是 狭义 双 曲 型 方程 组 的 标准 型 . 它 的 特点 是 组 中 每 
个 方程 的 主 部 只 含 一 个 未 知 函 数 , 这 给 理论 研究 和 求解 都 带 来 方便 . 具体 将 一 
个 一 般 狭 义 双 曲 型 方程 组 化 成 标准 型 的 办 法 如 下 . 

记 (7.2.2) 中 4 的 mm 个 相 异 特征 值 为 和 (x,t), i = 1,2,… ,m. 不妨 设 


Ai(T,t) < M1,t) < … < Mn (7,t). (7.2.11) 


AL 0 
0 和 Am 


而 4， = (N,N … , 入) 是 对 应 于 入 的 特征 向 量 , 它 是 向 量 方程 
ne 
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的 解 . 用 4 (i = 1,2,… ,m) 组 成 矩阵 


入 和 了 
刘 A ee AS™ 

3 . . , . 9» 
A A® ... A 


易 知 了 是 满 秩 的 . 用 了 左 乘 (7.2.2) 式 , 得 
TU, 十 T4T-ITU + TBU +TC=0, 
即 
TU + ATU, +TBU+TC =0. 
上 式 可 进一步 化 为 
: (TU); + A(TU)s, + (TB-T AT)UV+TC=0.. 
令 TU =V, 因 了 满 秩 , 故 有 U =T-!V, 均 代 入 上 式 , 得 
V+AV+DV+E=0, (7.2.13) 
其 中 , D = TBT-1 一 TT-!1 -AT,T-!, E= TC. 
方程 (7.2.13) 就 是 (7.2.2) 的 标准 型 ， 车 把 它 写成 方程 组 


各 +2 名 + i= 1,2,. (7.2.14) 
的 形式 ， 就 得 到 (7.2.1) 的 标准 型 . 

， 例 7.2.3 考虑 例 7.2.2 中 的 方程 组 . 

已 求 得 特征 方向 是 ce 和 一 co( 即 系数 矩阵 的 两 个 特征 值 )， 对 应 的 特征 向 量 
分 别 是 (po, co) 和 (po, 一 co), 于 是 


作 变 换 
a 
p p 
便 可 将 例 7.2.2 中 方程 组 化 为 标准 型 
Ov Oo 0 
| 于 t+ os 一 
85 .85 
a 
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”函数 5(z,t) 沿 特征 线 z+ cot = & (图 7.3) 对 上 求全 微 商 , 并 利用 上 式 , 得 


图 7.3 沿 特征 线 求解 


dp 6 Opdr Op Op 

UH a Ht “or 
所 以 , 在 特征 线 z+cot = 上 < 上 5= 常数 = f(&), 其 中 , f 是 5 的 初始 函数 . 从 
而 , 5(z,t) = f(x 十 cot). 可 进行 类 似 的 分 析 , 求 出 5. 然后 通过 代数 运算 就 得 到 
解 v 与 p. 故 车 已 知 v 和 p 在 t= 0 时 的 初 值 , 利用 标准 型 就 较 容易 地 求 得 例 
7.2.2 的 解 . | 


7.3 双 曲 型 方程 组 的 Cauchy 问题 


首先 指出 , 并 非 对 一 切 类 型 的 方程 组 都 可 以 提 Cauchy 问题 , 有 例子 表明 ， 
当 特 征 方程 (7.2.6) 有 复 根 时 , 方程 组 (7.2.1) 的 Cauchy 问题 的 解 是 不 稳定 的 . 
所 以 我 们 仅 限于 讨论 双 曲 型 方程 组 的 Cauchy 问题 . 为 便于 理解 和 令 述 , 这 里 仅 
讨论 两 个 自 变量 的 对 角 型 方程 组 的 Cauchy 问题 . 


7.3.1 ” 解 的 存在 性 与 唯一 性 


考虑 对 角 型 方程 组 的 Cauchy 问题 


Ow; Ov; We 
Fy +N = ci(z,t)v;(z,t) + di(z,t), 


j=1 


| (7.3.1) 
TER,t>0, 


vi(7,0) = gi(7), 1=1,2,...,m, ZE€R. 


车 以 Vg 和 分 别 记 以 wv:，g; 和 d; 为 元 素 的 m 维 列 向 量 , C = (ci;) 表示 
m x m 维和 矩阵 , 并 设 (7.2.11) 成 立 , 4 如 (7.2.12) 所 示 , 则 (7.3.1) 取向 量 形式 
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和 全 
V(x,0) = g(z), zx € R. 
我 们 分 以 下 几 步 完成 解 的 存在 唯一 性 的 证 明 . 


(1) 先 将 方程 组 (7.3.1) 化 成 等 价 的 积分 方程 组 . 任意 取 定 一 点 (z， ERx 
(0, 十 oo), 以 下 用 (XX,7) 表示 动 点 坐标 . 记 以 (zx,t) 为 终 入 所 的 第 ii = 1,2,:… ,m) 
条 向 后 的 特征 线 为 (图 7.4): 


6 


yi: X=aAT; x, 1) 


图 7.4 过 点 (z, 的 第 i 条 特征 线 y 


Yi :X= oT,t), 


它 满足 他 二 Xi(X,T)， 函数 wu(X,r) 在 上 述 上 可 表示 为 vi(Qi(T; 1,t), 7). 
于 是 , v; 沿 y 对 r 求全 微 商 得 


do _ 避 + 滤 Ov; dX 
. dr7 or 0 


(7.3.3) 
二 > Ci (Qi( (7; 7， t), T)v; (ai(7; 2， t), 7T) 十 


di(a(r;s, 区 5 人) 和 2 
上 式 沿 y; 关于 在 [0, 4 上 积分 , 得 


t mm 
vi(2,t) = gi(os(0;2,t)) + / (Dj cv + di)dr, 1=1,2,.. 
0 j=1 


,Mm, (7.3.4) 
其 中 ， Ciy, OV}; 和 d; 的 自 变量 (X, 7) 一 (oi(T; 1,t), 7). 用 向 量 记号 把 积分 方程 组 
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(7.3.4) 写成 
V(z,t)=W+FV, (7.3.5) 


其 中 ,W 是 以 w(i = 1,2,… ,m) 为 元 素 的 m 维 列 向 量 , 而 


YUi 一 ti( 2 t) 


l (7.3.6) 
= g(a;(0; x,t)) +/ di(ai(T;i ,1)),7)d7, i = 1,2,.…* ,m,; 
.ZV 是 以 (.ZV); (i = 1,2,… ,m) 为 分 量 的 列 向 量 , 其 中 
(FV); = 人 Dorner 7,t),T)d7, a 


i= 1,2,.… ,m. 
易 知 , (7.3.1)( 或 (7.3.2)) 的 解 必 是 (7.3.4)( 或 (7.3.5)) 的 解 ; 反之 , 若 (7.3.4)( 或 
.(7.3.5)) 的 解 属于 C1 类 , 则 必 是 (7.3.1)( 或 (7.3.2)) 的 解 . 所 以 , 要 证 Cauchy 
问题 (7.3.1)( 或 (7.3.2)) 的 解 存在 唯一 , 只 须 证 问题 (7.3.4) (或 (7.3.5)) 存在 唯 
一 的 C! 类 解 即 可 . 
(2) 为 此 , 记 
f={(r,t) |0g tgn, |z| < ooh， (7.3.8) 


其 中 ， 常数 7 > 0. 设 9i， Qi d;, cij (2,3 一 1, 2， ey ,mm) 及 其 一 阶 微 商 在 12 上 连 
续 且 一 致 有 界 . 下 证 当 0 < t < nm, 7 足够 小 时 , (7.3.5) 存在 唯一 CO?! 光滑 解 . 
引入 向 量 空间 
CO:* = {V(x,t) |V 及 记 在 9 上 连续 且 一 致 有 界 }， 


并 规定 其 范 数 
上 YI = max{|V|, IVl}, 


其 中 
IV| 一 SUp lv (7, #)|, 
. 1&kgm 
(zt)ER ， 
Se (7.3.9) 
网 = sop | 各 (人 
(zt)E8 
易 知 , C* 是 Banach 空间 . 
令 


VN(BD 二 (g(a1(0; x,t)), i ,gm (Om (0; 1,t))) 
VV,t) = TVN(z,t), n= 1,2,.…. 
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其 中 , 了 是 CO? 到 自身 的 映像 : 
Ty=W+.F9, VopeECY. 


下 证 了 是 压缩 映像 . 因为 对 yp, we C7?, 有 Ty 一 Ty = .9 一 .FY 所 以 ,只 须 
证 .Y 是 压缩 映像 即 可 . 由 .9 的 定义 式 (7.3.7) 知 , .2 是 Ci 到 自身 的 线性 映 
像 . 另外 , 对 .> 的 范 数 , 有 估计 


171 = | 
-mas{lzVl (FV),l} 
< sup ci;(7z,t)|+ 

j=1 Sep 


"(Dl(s sup |eis, (7, t)| sup la s(7; 1,t)|+ 


j=1 (2 tjen os 


sup lcs(w,D)| sup |asa(r;o,D)|)) 


(st En or 


一 710 ? 
其 中 


Oc;; Oa 
Or WT Or _ 

由 对 各 已 知 函 数 记 设 知 9* < co. 取 正 数 7 = mm 足够 小 ,使 Pq* = g0 < 1 
于 是 , 当 9 的 定义 式 (7.3.8) 中 的 取 作品 时 , . 色 便 是 C* 中 的 压缩 映像 . 从 
而 ， 7 也 是 压缩 映像 

(3) 由 压缩 映像 原理 知 , 存在 唯一 的 不 动 点 V e C?, 使 得 TV = V， 


即 V = W + .FV， 这 就 证 明了 (7.3.5) 存在 唯一 解 V e C*， 对 此 解 V， 
由 (7.3.4) 得 


Cij, z 一 


vi(7,t) = wi(z,t) + | > (7;7,t), Tv (oT; zx,t),T)dT, (7.3.10) 


其 中 , 0 < t < mm. 由 所 设 , w， 0 oai 关于 + 上 连续 可 微 , v; 关于 XX 连续 可 微 , 于 

是 由 (7.3.10) 便 得 到 连续 的 3 有 死 . 综 上 所 述 , 我 们 得 到 
定理 7.3.1 (存在 唯一 性 ) 车 在 Cauchy 问 题 (7.3.2) 中 ,，A(zx,t), C(z,)， 
d(z,t) 和 g(z) 在 0<<t< ,|z| < oo 上 本 身 及 其 所 有 一 阶 偏 微 商 连续 且 一 致 有 
界 , 则 存在 常数 "7 > 0, 使 Cauchy 问 题 (7.3.2), 也 即 (7.3.1), 当 0 < tm, |z| < 
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co 时 , 存在 唯一 的 C1 类 解 
V(z,t) = (vi(z, t), v2(T, t), aa ,Vm (2,t)) . 
7.3.2 ” 解 的 稳定 性 


设 对 应 于 初始 条 件 go(z) 与 g(x) 的 Cauchy 问题 (7.3.2) 的 C1 类 解 分 
别 是 VD 与 V%. 于 是 , 由 (7.3.5) 知 


VD = 全 十 FVD, 7 = 1,2, . (7.3.11) 
其 中 ， WW 的 元 素 wt) (@ -= 1, 2， re ,mm) 由 (7.3.6) 式 确定 ， 只 是 那里 的 i, gi 
分 别 以 w ?和 g 代替 (1 = 1,2), i =1,2,… ,m. 由 (7.3.11) 得 
IV® = vo < lg® -go + lV VO) 
<lle®? 一 9 十 四 一 Ye 
所 以 


-AONV®Y -VO < lg -go 


于 是 , 对 任意 给 定 的 正 数 e, 当 gD - 92| < 8 时 , 就 有 VD 一 V3 < 
Ee/(1 一 g), 从 而 得 到 

定理 7.3.2 (稳定 性 ) Cauchy 问 题 (7.3.2) 的 解 在 函数 空间 CY 的 范 数 下 对 
初始 数据 是 稳定 的 , 即 对 Cauchy 问 题 (7.3.1), 当 gi(z),g'(z) (i = 1,2,.…,m) 
的 绝对 值 都 变化 微小 时 , 解 Vi;(7T,)(i = 1,2,… ,m) 及 其 对 工 的 偏 微 商 的 绝对 
值 也 都 变化 微小 ，-… 

附注 由 该 定理 的 结论 及 定理 7.3.1 关于 问题 中 已 知 函数 的 假设 , 通 
过 (7.3.10) 式 可 以 发 现 这 时 解 对 t 的 偏 微 商 的 绝对 值 也 变化 微小 (证 明 禄 
作 练 习 ). 


.7.4 Cauchy-Kovalevskaja 定理 


本 节 介 绍 偏 微 分 方程 理论 中 一 个 经 典 但 又 十 分 重要 的 定理 , 即 Cauchy- 
Kovalevskaja ( 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 ) 定 理 以 后 简称 C-K 定理 . 它 指出 : 任意 
阶 C-K 型 方程 组 的 Cauchy 问题 存在 唯一 的 局 部 解析 解 , 只 须 预 先 假设 出 现 
在 方程 组 中 的 已 知 函 数 和 给 定 在 非特 征 解 析 曲 面 上 的 初始 函数 ( 即 Cauchy 数 
据 ) 关于 各 自 的 自 变量 是 局 部 解析 的 . 
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7.4.1 Cauchy-Kovalevskaja 型 方程 组 


Cauchy-Kovalevskaja 型 方程 组 , 简称 C-K 型 组 , 是 指 形 如 
Ow, 
Ot™: 
的 方程 组 , 其 中 , i,j = 1,2,…,N, a = (aa , Qn) 是 多 重 指 标 ,& 是 非 负 
整数 ， lal 十 尼 荆 mi, k < Mmi,T= (Bi m3; Se , Tn) 是 n 维 自 变 量 ， 记号 
A OO Blal 
D+ = Ber’ De = Bor dpe. .Oran 

这 类 方程 组 的 特点 是 : 

(i) 方程 的 个 数 与 未 知 函 数 的 个 数 相同 ， 都 是 NN 人 个 ; 

(i) 自 变量 上 有 特殊 的 地 位 : 在 第 i(i = 1,2,… , N) 个 方程 中 对 + 的 最 高 
阶 微 商 的 阶 数 就 是 该 方程 的 阶 , 并 且 对 该 微 商 是 解 册 的 . 

例 7.2.1 中 的 Cauchy-Riemann 方程 组 和 例 7.2.2 中 的 声波 方程 组 都 属于 
此 种 类 型 , 第 3 章 讨论 的 波动 方程 就 是 此 种 方程 组 (N = 1) 的 特例 , 而 第 4 章 
讨论 的 热传导 方程 不 属于 此 种 类 型 . 

” ”考虑 方程 组 (7.4.1) 的 Cauchy 问题 
Ou; 


= F(t, 7, U1, V2, JUN, , DDew,,:..) (7.4.1) 


ee 一 F(t, 7, WUa UN; , Dr Dew,, Ee )， 
ee (7.4.2) 
a = pg), k;=0,1,.… ,mi—1,1i=1,2,..…,N. 

* lt=to 


对 Cauchy 问题 (7.4.2), 我 们 有 | 

定理 7.4.1(C-K 定理 ) 著 玉 在 点 (tozo ,Dg (zo),…) 的 某 个 令 
域内 解析 , oj (ZT) (i 二 1,2,… TV) 太一 01 一 1) 在 点 zo 的 一 领域 内 
解析 , 则 Cauchy 问 题 (7.4.2) 在 点 (to, zo) 的 某 个 邻 域 内 存在 唯一 的 解析 解 . 

附注 因为 C-K 型 组 对 t+ 的 最 高 阶 微 商 是 解 出 的 , 而 关于 x 的 最 高 阶 微 
商 不 跨越 超 平面 + = to, 所 以 该 平面 就 不 是 特征 面 . 但 是 , 若 Cauchy 数据 给 在 
特征 面 上 , 这 个 定理 不 成 立 . 另外 , 车 Cauchy 数据 给 在 一 非特 征 解 析 超 曲面 

2 仿 z) = 0 上 , 则 对 曲面 ” = 0 上 任 一 点 , 存在 可 逆 的 解析 变换 把 该 点 的 一 个 

邻 域 变换 到 超 平面 上 = 如 上 某 点 的 一 个 邻 域 . 所 以 , Cauchy 问题 (7.4.2) 的 提 
法 具有 代表 性 . 


7,4.2 ”Cauchy 问题 的 化 简 


我 们 要 把 高 阶 非 线 性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 (7.4.2) 简化 为 一 个 与 它 等 
价 的 一 阶 拟 线性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 . 于 是 , 在 证 明 C-K 定理 时 , 只 须 对 
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后 一 个 问题 进行 证 明 即 可 , 这 将 使 证 明 简 化 . 

首先 , 把 高 阶 非 线性 C-K 型 组 Cauchy 问题 化 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 非 线 
性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 . 这 只 要 把 最 高 阶 微 商 以 外 的 各 阶 微 商 都 取 为 新 的 
未 知 函 数 即 可 . 我 们 通过 下 例 来 说 明 . 

设 有 Cauchy 问题 


| wst = F(t, ,dU, Ws, Way Uts) Uzs)) a 
由 = = p(T), utlto = zh)， 
其 中 , w = u(t, x). 为 使 方程 降 阶 , 令 
V = WU, W = Us, 
于 是 (7.4.3) 可 写 为 
Wi SD 
vt = F(t, 7, u,v, Un Wes), - (7.4.4) 


“we = vs, 

‘u(x,0) = p(x), v(x,0) = P(x), wz,0) = oz) 
显然 , 若是 (7.4.3) 的 解 , 则 必 满 足 (7.4.4); 反之 , 设 是 (7.4.4) 的 解 , 由 
(7.4.4) 中 前 两 个 方程 得 


Wt = F(t, ,dU, Ue W, Uts, Ws ). (7.4.5) 


再 由 (7.4.4) 中 的 第 一 个 和 第 三 个 方程 得 守 (us 到 ) = 0, 故 w 一 也 与 t 无 
关 , 又 当 t = 0 时 , ws = w'(z) = w, 所 以 , us 三 w. 将 此 式 代 入 (7.4.5), 便 得 到 
(7.4.3) 中 方程 式 . 由 (7.4.4) 中 初始 条 件 易 知 % 满足 (7.4.3) 中 初始 条 件 . 所 以 ， 
问题 (7.4.4) 与 (7.4.3) 是 等 价 的 . 
其 次 , 我 们 可 以 把 一 个 一 阶 非 线 性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 化 为 一 个 与 其 
等 价 的 一 阶 拟 线性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 . 方法 是 将 所 有 对 空间 变量 的 偏 微 
商 取 作 新 的 未 知 函 数 , 然后 这 些 新 的 未 知 函 数 对 时 间 变 量 求 偏 微 商 , 并 利用 已 
知 方程 式 即 得 . 我 们 也 用 一 个 例子 来 说 明 . 
设 下 和 CG 都 是 六 个 自 变量 的 函数 ， 即刻 = F(t, z,p, qd,7, 5)， G = Glt, z,p, d， 
r, 5), 未 知 函数 v 和 v 是 两 个 自 变量 t,x 的 函数 . 考虑 Cauchy 问题 
us = F(t, 2, u,v, Uz, Vs)) 
| vs: = G(t, x, u,v, Uz, Vs), (7.4.6) 
uls=o = p(x), viso = (7). 
按 上 面 所 说 方法 , 可 令 届 二 us, T= vs, 于 是 (7.4.6) 化 为 
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ut = F(t,7, u,v,w,T), 
ve = G(t, 7, Vv,v, ww, TT), 
= Za Fus tt Fovs + Fws tt Fl, 
=G,+ Gous + Govs 十 Go + GT,, 
u(7,0) = p(7), v(z,0) = wv(7), 
w(x, 0) 3 p'(7), T(z, 0) = y'(z). 


不 难 证 明 问题 (7.4.6) 与 (7.4.7) 是 等 价 的 ( 留 作 练习 )， 
于 是 , 取代 考虑 问题 (7.4.2), 我 们 只 须 考虑 一 阶 拟 线性 C-K 型 组 的 Cauchy 


(7.4.7) 


问题 


Ou 二 这 Ou; ,; 
的 BH =D + ve), ee 


Usli=to = i(7), i = 1,2,、…. ,NN; W = (Ui, , UN). 


不 失 一 般 性 , 设 Ce 是 坐标 原点 (0,0), 否则 只 要 作 一 次 坐标 平移 即 可 . 
又 可 设 所 有 .wo， (Zz) = 0, 否则 , 令 v; = wi; 一 pi, i 二 1,2,.… ,NN, 转 而 考虑 wv, 的 方 
程 组 . 另外 , 可 在 (7.4.8) 中 添加 一 个 新 方程 st = 1 和 一 个 新 的 初始 条 件 
UN+i|lt=o = 0, 其 中 ， un+i 三 志 所 以 ， 不 失 一 般 性 , 可 设 (7.4.8) 中 的 Qik 与 六 都 
与 自 变 量 t 无 关 . 至 此 , 我 们 已 把 Cauchy 问题 (7.4.2) 化 为 如 下 形式 的 一 阶 拟 
线性 C-K 型 方程 组 的 Cauchy 问题 : 


国 人 一 一 一 -之 之 Qi (7, wo 0 bi(z, u), (7.4.9) 
Uil:=0 = 0, 1 = 1,2,. N; WU = (Wi ,Un). 


于 是 , C-K 定理 7.4.1 可 等 价 地 叙述 为 

定理 7.4.2(C-K 定理 ) 车 aik(ZU) 与 大 (zu $j = 1,2,...,N; k= 
1,2,… jm, 在 了 Rn+' 的 原点 的 某 个 邻 域内 解析 , 则 Cauchy 问 题 (7.4.9) 在 到 "+ 的 
原点 的 领域 内 存在 唯一 的 解析 解 V(z,t. 

C-K 定理 的 证 明 用 的 是 强 函数 方法 , 即 用 一 个 明显 可 解 出 的 问题 与 所 考虑 
的 问题 相 比 较 , 这 样 一 来 , 复杂 的 估计 便 可 用 简单 明显 的 计算 来 取代 . 故 须 先 介 
绍 强 函 数 的 概念 . 


7.4.3 ” 强 函 数 


定义 7.4.3 设 p(z) 与 8(7z) 都 在 原点 的 一 邻 域内 无 穷 次 可 微 , 若 对 任意 

多 重 指 标 a 有 |D*p(0)| < D*$(0), 则 称 @(z) 在 原点 的 邻 域内 是 p(T) 的 强 通 
数 , 记 为 p < 女 G6. 
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例 7.4.1 设 m 元 函数 plz) 在 原点 的 一 邻 域内 解析 , 则 存在 常数 有 > 


0，M > 0, 使 得 i 
人 凡 一 (Zi 十 Za 十 .… 十 Zn) 
是 p(T) 的 强 函 数 . 
事实 上 , 由 于 w(z) 在 原点 的 一 邻 域内 解析 , 故 它 可 在 原点 的 一 邻 域 中 展开 


为 收敛 的 容 级 数 : i 
2(z) = 2 0), Jo 


设 它 在 点 p 一 (p1, p2,* ,pn), pi zz 0, ?1 = 1,2,.… ,n, 绝对 收敛 ， 则 必 存 在 
AM > 0, 使 对 一 切 多 重 指标 a, 有 
Dep(0) 。 
i 


<M, 


即 
ID*y(0)| < 5 A (7.4.10) 
取 h= in |pil, 则 当 |zi| 十 |zz| 十 … 十 |z| 过 hh 时 , 有 
M 
h 


SN (ZE 十 Za 十 十 Zn 
DD 


更 (Z) = 


于 是 
Mlall 、Ma! 


hel lo"| 
比较 (7.4.10) 与 (7.4.11) 天 或 知 ， ID*e(0)| < D* 6(0) 对 任意 多 重 指 标 a 成 立 ， 
故 p(xz) < 5(z). 


De5(0) = 


(7.4.11) 


7.4.4 “Cauchy-Kovalevskaja 定理 的 证 阴 
(1) 唯一 性 ( 甘 级 数 解法 ). 设 
U(Z, 丰 一 (ztua(Z 四 ,un (7,t)) 
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是 问题 (7.4.9) 在 了 "+: 中 原点 邻 域内 的 解析 解 . 于 是 , 利用 初始 条 件 , 对 任意 多 
重 指标 a, 可 得 


De (7, t)| cw,#)=(0,0) 一 0, ?4 一 |， 2, a ,NY. (7.4.12) 
进而 , 对 正 整 数 , 利用 (7.4.9) 中 方程 得 
D:Deu, (7, t)|(a,t)=(0,0) 
=De Dtw(z, t)|(a,=(0,0) 


NonDk-1 RS i Ou i 
De Pa 
J 


kl 


(7.4.13) 


(2,t)=(0,0) 


(z,t)=(0,0) 


由 些 式 出 发 , 对 用 归纳 法 ; 基于 (7.4.12) 式 , 对 任意 多 重 指标 a 及 正 整 数 
可 求 出 (7.4.13) 式 的 值 . 于 是 得 到 问题 (7.4.9) 的 宕 级 数 形式 的 解 


wz 及 =》 >》， DD ui(0, 0)trz°, i = 1,2,...,N. (7.4.14) 
k=0 |a|>0 
(7.4.12) 与 (7.4.13) 两 式 中 的 各 个 值 恰恰 是 wz, 在 原点 令 域 内 展开 成 收敛 的 
医 级 数 的 系数 , 由 于 展开 是 唯一 的 , 而 展开 系数 是 由 方程 组 (7.4.9) 中 的 已 知 函 
数 及 初始 数据 按 (7.4.12) 和 (7.4.13) 唯一 确定 的 . 所 以 , 车 (7.4.9) 在 原点 附近 
有 解析 解 , 则 必 是 (7.4.14), 故 解析 解 唯一 . 以 上 这 种 解法 叫 款 级 数 解 法 . 但 需 
注意 , 在 解 的 存在 性 尚未 知道 之 前 , 这 个 解 只 能 是 形式 解 . 
(2) 存在 性 ， 据 上 所 述 , 我 们 已 经 利用 方程 和 初始 数据 通过 (7.4.12) 与 
(7.4.13) 式 构 造 了 问题 (7.4.9) 的 一 个 形式 宕 级 数 解 (7.4.14). 显然 , 若 它 在 原 
点 的 一 邻 域 中 收敛 , 则 必 是 问题 (7.4.9) 的 在 原点 邻 域内 的 解析 解 . 因此 , 存 
在 性 的 证 明 归 结 为 证 明和 宕 级 数 (7.4.14) 的 收敛 性 . Ws 
一 证 明 . 
设 存在 函数 Ai, (7x,w) 与 Bi(zx,)， j=1,2,..….,N; k= 1,2,… ,n, 它们 
分 别 是 gi (z,w) 和 bi(z,) 的 强 函数 . 于 是 我 们 就 得 到 一 个 所 谓 问题 (7.4.9) 的 
强 问 题 


“k=1 j=1 (7.4.15) 
U.(z, 0) = 0, i = 1,2,. N, 


全 Br = A 


如 果 这 个 问题 在 了 "+1 中 原点 的 一 邻 域 中 存在 解析 解 U(x,t), i = 1,2,… ，N， 
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并 且 它 们 分 别 是 (7.4.14) 中 对 应 的 w(x,t) 的 强 函数 , 则 (7.4.14) 收敛 , 从 而 完 
成 证 明 . 

事实 上 , 上 述 U.(i = 1,2,… ,和 N) 的 确 是 (7.4.14) 中 对 应 的 w(z,t) 的 强 函 
数 . 因为 , 我 们 完全 可 以 仿照 计算 (7.4.12) 与 (7.4.13) 的 过 程 计 算 DsU,(z,t) 
和 D*DsU,(z,t) 在 R"+! 中 原点 的 值 , 用 以 构造 (7.4.15) 的 形式 窜 级 数 解 ， 由 
(7.4.15) 局 部 解析 解 的 唯一 性 知 U;(i = 1,2,… , 入) 就 是 这 样 的 解析 解 , 于 是 
形式 寡 级 数 解 就 是 此 解析 解 U:， 进一步 的 分 析 发 现 , (7.4.13) 中 诸 值 都 是 由 
ai,(z, 4)，b:(x,wu) 和 初始 值 的 各 阶 微 商 在 原点 的 值 相 乘 相 加 而 得 到 的 , 再 注意 
到 4i.，B: 分 别 是 a 和 b: 的 强 函 数 便 知 , 在 RR"+! 中 原点 处 , 对 任意 多 重 指标 
a 和 任意 非 负 整 数 天 , 成立 不 等 式 


[De?w| < DU,, IDr Dew,| < DrD®U,, 4 一 1,2, 2 , 人. 
所 以 , Ui(i = 1,2,… ,N) 是 wii(z 的 强 函 数 . 
于 是 , 剩 下 的 事情 只 是 证 明 (7.4.15) 的 上 述 解析 解 0;(i = 1,2,… , 入) 的 存 


在 性 . 因为 ai; 和 万 在 原点 的 邻 域 中 解析 , 由 例 7.4.4 知 存在 常数 h > 0, M > 0， 


使 函数 
Mh 


n N 
h— (Dz;+ 22%) 
i=1 j=1 


是 qi 同时 也 是 b: 的 强 函数 ， 人 了 一 1, 2 …， ,N; k= 1,2,... ;1. 将 它 代 入 
(7.4.15) 后 得 到 


4(z， 由) = 


OU, Mh nw OU, 
Ot | 忆 N (77 0 
hrto U0) (7.4.16) 
U(x, 0) =0,1=1,2,.…,N. 
我 们 寻找 (7.4.16) 的 具有 形式 
U(x,t) = U(s,t), =12 
的 解 , 其 中 , s = zi 十 zz 十 … 十 xn. 则 (7.4.16) 变 为 
OU Mh OU 
HT a 1) (7.4.17) 
U(s,0) = 0. 


由 第 2 章 例 2.1.2, 便 得 (7.4.17) 的 解 
a nm -s- Van tMNA). 
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它 是 s,t 的 初等 函数 , 当 s 与 t 的 绝对 值 充分 小 时 ， 它 显然 能 在 (s,t) 平面 原点 
的 邻 域内 展 成 关于 s,t 的 绝对 收敛 的 宕 级 数 . 从 而 , 当 +> |<p 时 (p 是 


仅 由 M,N,h,n 人 U.,(z,t) 能 展 成 关于 z t 的 收 多 和 级 数 
即 解析 解 UV.(z,t) (i = 1,2,.… , N) 存在 . 

附注 1 该 定理 断 言 解析 解 的 局 部 存在 唯一 性 ， 二 
性 . 它 既 不 排斥 同一 个 Cauchy 问题 存在 非 解析 解 的 可 能 性 , 也 不 排斥 在 离开 
初始 曲面 一 定 距 离 之 外 解析 解 变 成 非 解析 解 的 可 能 性 . 

附注 2 由 证 明知 , 若 方程 右 端 项 及 Cauchy 数据 是 各 自 变 元 的 解析 函数 ， 
则 在 初始 超 平 面 上 = 如 上 任意 点 的 邻 域内 都 存在 一 个 解析 解 . 由 唯一 性 知 , 在 
它们 公共 区 域 上 任意 两 个 这 种 解 是 相同 的 . 把 这 些 解 粘 合 在 一 起 , 就 得 到 超 平 
面 t= 如 的 一 个 邻 域 中 的 解析 解 . 

附注 3 C-K 定理 不 能 保证 解 对 初始 数据 的 连续 依赖 性 , 只 要 把 第 1 章 
中 Hadamard 的 例子 ( 例 1.2.5) 改 为 Cauchy 问题 (去 掉 边 界 条 件 , 令 |z| < 
co Yy > 0 即 可 ), 就 可 以 看 出 这 一 点 . 另外 , C-K 定理 的 证 明 本 质 上 依赖 于 解析 
性 假设 . 定理 在 任意 较 弱 的 光滑 性 假设 条 件 下 不 成 立 . 


习 题 7 


1. 车 平面 曲线 7 分 区 域 为 信和 人 f2 两 部 分 (图 7.1), 函数 wz,y) 在 人 和 
4 上 分 别 二 次 连续 可 微 , 且 满足 调和 方程 Au = 二 0, 又 4 在 人 和 人 2 上 有 
直至 ? 的 一 阶 连续 偏 微 商 . 试 证 明 : 函数 wz,y) 在 上 也 具有 二 阶 连 续 
偏 微 商 , 且 满 足 方程 Au =0 

. 求 下 列 方程 的 特征 方程 和 特征 方向 : 

(a) Uz z) 十 Uz rz, 一 Uz,z, 十 Uz,z,) 
(b) ws = Uz,s, 十 Wei, 十 Wan 
(©) Us = Uss 一 Uyy. 

3. 证 明 经 过 可 逆 坐 标 变换 zi 一 天 (y，,… ,yn), 1 二 1，2,… ,入 ， 原 方程 的 特 
征 曲 面 变 为 变换 后 的 新 方程 的 特征 曲面 . 此 性 质 称 为 特征 曲面 关于 可 逆 
坐标 变换 的 不 变性 . 

4. 证 明 二 阶 偏 微分 方程 解 的 m 阶 弱 间 断 ( 即 直 至 m 一 1 阶 偏 微 商 连 续 , 至 
少 有 一 个 了 mm 阶 偏 微 商 在 跨越 曲面 5 时 间断 ) 也 只 能 沿 特征 曲面 发 生 . 

5. 试 定 义 m 阶 线性 偏 微分 方程 

,aalz)Du= f(z), zeRw 


lalgm | 


iD 
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的 特征 方程 、 特 征 方向 及 特征 曲面 . 其 中 ,a 是 多 重 指标 . 
6. 证 明 平面 族 (7.1.6) 的 包 络 面 是 二 维 波 动 方程 的 特征 曲面 . 
. 求 三 维 波动 方程 Vit 一 a? (Uzz 二 Uyy 十 Uzz) 的 特征 曲面 . 
8. 设 (7.1.7) 是 线性 方程 ( 即 系数 a, b,c 和 右 端 项 仅 是 X,Y 的 函数 ) , 系数 
在 开 集 中 中 连续 , 又 设 Y :ZX 二 p(y) 是 人 中 一 段 绝 , 它 把 人 2 分 为 两 个 不 
”相交 的 开 集 02i 与 22. 车 u(z,y) 是 (7.1.7) 的 在 7 上 间断 的 弱 间 断 解 . 试 
证 明 : 
(a) 在 Y 上 4 的 二 阶 偏 微 商 的 跃 度 满足 


[ww 十 [wzy] = 0， 
[we 十 [wu = 0; 


PR | 


(b) 车 在 1 f 和 02。 上 有 直到 的 三 阶 连续 偏 微 商 ， 并 记 入 一 [uss], 则 
若 系数 光 滑 , 入 必 满 足 


2( 一 cp')X 十 (ao 一 20.p 十 ccp 2 一 cp ) 入 = 0. 


9. 求 下 列 一 阶 方程 的 特征 线 及 沿 特征 线 应 成 立 的 关系 式 : 
(a) wu: + a(z;t)us + b(z,t)u + ec(z,t) = 0; 
(b) w+ a(z,t)us + b(z,t,u) = 0. 
10. 求 下 列 一 阶 方程 的 Cauchy 问题 : 
(a) w+ us = 0, |z| < oo, t > 0, wu(z,0) = yp(2); 
(b) w+ us = uu, |z| < co, t > 0, u(x,0) = p(7). 


11. 判断 方程 组 
Oui 
= az 有 有 ~ + b(z, De 2 + hl t), 
me = te 上 aa 前 2 + (wD 
属 何 种 类 型 . 


12. 把 下 列 方程 组 化 为 标准 型 : 
(a) | ut (1+sinz)us +2vs +7= 0, 
-1 十 4 一 0; 
(b) | Us = TUs 十 Un， 
Vs = aUs TVs, o>0. 
13. 证 明 方程 组 (7.2.1) 在 未 知 函 数 任 何 实 系数 的 可 逆 线 性 变换 下 特征 方 
.向 (从 而 特征 线 ) 不 变 , 故 (7.2.1) 的 类 型 不 变 . 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


证 明 方 程 组 (7.2.1) 在 每 一 点 的 特征 方向 {特征 曲线 ) 经 过 自 变 量 的 可 闻 
坐标 变换 后 就 变 成 变换 后 方程 组 在 对 应 点 的 特征 方向 (特征 曲线 ) , 即 特 
征 对 可 逆 坐 标 变换 具有 不 变性 

证 明 方程 组 (7.2.1) 的 伴随 方程 组 


(二 
Du Si 
0 %=1, 2,. 


和 原 方程 组 (7.2.1) 有 相同 的 特征 方向 (特征 曲线 ) , 因此 属于 同一 类 型 . 
证 明 对 于 两 个 未 知 函 数 (两 个 自 变量 z 和 的 函数 ) 的 任 一 线性 椭圆 型 方 
程 组 ， dhe 

如 一 ac 有 hed) + hh 


如 = b(z, Ja + a(z, 有 人 f, 
其 中 ， b(z, t) 天 0, fi 与 f2 i 
证 明定 理 7.3.2 后 面 的 附注 . 


考虑 两 个 自 变 量 的 线性 方程 组 

it A(z,t)v, = 0, 

vi 十 Ws = 0. 
车 A(7z,t) > 0, 在 直线 x = 0 外 处 处 二 阶 连续 可 微 , 在 直线 z= 二 0 上 具有 
第 一 类 间断 . 证 明 对 此 类 具有 间断 系数 的 线性 方程 组 , 如 果 初 始 函 数 有 连 
续 的 一 阶 微 商 , 当 直线 Zz 二 0 穿 过 区 域 G 时 , 则 在 G 上 的 Cauchy 问题 也 
存在 唯一 的 连续 解 , 此 解 在 直线 7X = 二 0 上 可 能 具有 弱 间 断 , 而 在 TX 关 0 时 
处 处 连续 可 微 . 
验证 (7.3.8) 所 示 区 域 2 中 , 问题 (7.3.1) 的 解 必 满 足 (7.3.4); 反之 , 若 积 
分 方程 组 (7.3.4) 的 解 在 0 上 连续 , 且 在 2 内 属于 C1 类 , 则 必 是 (7.3.1) 
的 解 . 
把 波动 方程 的 Cauchy 问题 

1 = Q2 (Uss + Uyy + Uzz), —00 < X,Y,z < 十 oo 过 > 0， 
uli=0 plz, y, 2 Ut|s=0 二 V(r,Yy, z) 

化 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 方程 组 的 Cauchy 问题 . 
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21. 试 把 弹性 力学 方程 组 的 问题 


ora 间 (> 和 ne po 放生 4 


一 = wi(71, T2, Za)， 


Wili=0 = pi(T1, T2, Ts), — 
1 一 1,2,3 
化 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 方程 组 Cauchy 问题 . 其 中 , ui, 局, i 二 1,2,3 是 
t,X1,T2 和 Zs 的 函数 ;1 和 AD 是 常数 . 
22. 把 二 阶 非 线性 C-K 型 方程 的 Cauchy 问题 
| Wet = (Ua) + (Wy) 
ulio = 0, wiliso = esiny 
化 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 拟 线性 C-K 型 组 的 Cauchy 问题 . 
23. 证 明 方程 组 的 定 解 问题 
Ut, = Fb, t2, Uy V, Ue, Ut,» Us,s Vt,s Ut ts Utsts), 
Vt, = G(ti, tz, U,V, Ur, Vs, Ue,y Ve Vestas Vets )) 
vl,=0 = pt2), urls,=0 = W(tz), 
vls,=0 = $(t1), Vs, |,=0 一 v(t) 


可 以 化 为 同类 型 的 且 与 其 等 价 的 一 阶 方程 组 的 定 解 问题 . 


24. 证 明 函 数 
Mh 
宇和 
二 (7) 太一 (Xzi 十 Za 十 十 Zn 


是 例 7.4.1 中 9 的 一 个 强 函 数 . 
25. 用 鹤 级 数 解 法 求解 下 列 Cauchy 问题 : 
Us = Us 十 UUy 十 7, 
(a) Vs = VUy + Uvs + Y, 
uls=0 = T+ sin (zy), vliso = Y + eos (ry), 
计算 到 和 需 级 数 的 二 次 项 , 在 点 (X,Yy,t) 二 (0,0,0) 附近 ; 
Ui 二 + Uz 一 1 
(b) 4 vo — vs = 
uli=0 = sin x, vli=0 = cosz, 
计算 到 需 级 数 的 三 次 项 , 在 点 (7,t) = (1,0) 附近 . 
26. 证 明 问 题 (7.4.6) 与 (7.4.7) 的 等 价 性 . 
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27. 设 4= (Wi, Uz， … UN) 是 2 = (Ziz2… Zn) 的 nn 元 函数 . 考虑 非 线 
性 方程 组 的 Cauchy 问题 


二 河 = Gi(z,u, Du), i=1,2,..:7N, 
Wi(T1, 72 ,Tn1,0) = 
其 中 , G; 关于 它 站 加 不 人 为 让. 而 有 
函数 法 证 明 上 述 问题 存在 局 部 解析 解 . 
28. 试 说 明 对 于 定 解 问题 
De = R(t ty on Dnt ss tye se, 
dw oo us) 
Ox,’” OT Ot : 
(0 Vi,"*"* ,Vv 
Bt — rr\ti,t2, wi) yn Wi1) ) “Ni V1) “和 Na2， 


Ouj Ov, Che 
、 DZ DZ， ti 人 
ui =0 pi(t2, T1, 人 Ss ); 


vr ls,=0 = pr (ti, T1, ) Tn) 
1,7 = 1,2,..: ,Ni; 7) 8 一 1,2,... , IV2; k=1,2,... ,nN, 
其 解析 解 存在 唯一 . 


29. 对 于 一 阶 线性 方程 组 的 广 义 Cauchy 问题 
Ny Ou; 立 Ou; 习 
2 7 ais(t, 7) + 2 bij(t, 2) 7 十 2 7 ci( 志 2Z) 十 
了 一 1 j=1 j=1 
di(t, 7)=0, 1=1,2,...,N, zx ER, 
Ui|p(,2)=0 = pi(t, x), i 一 1,2, 四 jy. 


斌 证 明 : 只 要 op 人 bz) = 0 在 点 (to,zo) 近 旁 是 非特 征 拘 线 , 则 CLK 定理 成 
立 . 即 当 Qiy, Dis, Ci pis 都 是 解析 函数 时 ， 问题 在 (to， Zo) 近 党 存在 唯一 
的 解析 解 . 
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第 8 章 “广义 函数 与 基本 解 


8.1 基本 空间 


8.1.1 引言 


至 此 , 我 们 已 讨论 了 偏 微分 方程 古典 理论 的 一 些 基 本 概念 和 问题 . 回想 起 
来 , 它 有 诸多 令 人 不 满意 之 处 , 其 中 一 条 就 是 对 解 的 光滑 性 要 求 过 高 , 这 不 仅 党 
常 不 合 实际 问题 的 要 求 , 而 且 影响 了 理论 的 进一步 发 展 . 在 第 3 章 和 第 5 章 中 ， 
曾 分 别 引 入 弱 解 的 概念 , 以 便 降低 对 解 的 光滑 性 要 求 . 但 我 们 并 不 满足 于 仅仅 
对 个 别 问题 分 别 引 入 弱 解 , 而 希望 对 一 般 的 方程 及 定 解 问题 统一 地 扩充 解 的 概 
念 . 这 首先 需要 扩充 函数 的 概念 . 

在 第 4 章 , 大 家 已 经 看 到 Fourier 变换 在 求解 定 解 问题 时 的 重要 作用 , 它 是 
求解 偏 微 分 方程 诸多 问题 的 有 力 工具 . 但 是 , 能 作 Fourier 变换 的 函数 是 不 多 
的 . 一 般 的 Ze(Rx)(p > 1) 函数 未 必 属 于 Li(RN), 从 而 可 能 不 能 作 Fourier 变 
换 . 最 简单 的 函数 f(z) = 1, 就 不 存在 它 的 Fourier 变换 . 鉴于 Fourier 变换 在 
偏 微分 方程 中 的 重要 作用 , 我 们 希望 拓 广 它 的 使 用 范围 , 从 而 也 需要 扩充 函数 

扩充 函数 概念 有 其 更 深刻 的 原因 . 方程 及 其 定 解 问题 原本 来 自 物 理 和 一 些 
技术 领域 , 而 它 的 研究 成 果 又 给 物理 和 技术 的 发 展 提供 理论 指导 和 启迪 . 但 是 ， 
当 物 理学 家 Dirac( 狄 拉克 ) 为 了 量子 力学 的 需要 引入 了 很 有 用 的 6 函数 6(zx) 
时 , 数学 和 物理 的 这 种 紧密 关系 便 出 现 了 和 裂隙. 物理 学 家 原本 定义 的 6 函数 是 


这 样 的 [1 函数 ” : 
“jo 0， 
0(z) = | 人 上 (8.1.1) 
oe , 
/ 6(z)dz = 1, . (8.1.2) 


且 “ 证 明 ” 了 对 任意 连续 函数 p(z), 有 
十 co 
/ 6(z)p(z)dz = p(0). (8.1.3) 


一 De 
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由 通常 的 函数 的 定义 , (8.1.1) 式 不 是 函数 ; 由 Lebesgue 积分 的 概念 , (8.1.1) 与 
(8.1.2) 矛盾 . 但 从 物理 的 观点 看 , 5(z) 的 意义 十 分 明确 , 它 表 示 质 量 等 于 1 个 
单位 的 质点 置 于 z = 0 处 (其 他 处 无 质量 ) 时 , 沿 > 轴 的 密度 分 布 函 数 , 这 种 集 
中 量 的 分 布 在 物理 上 常常 遇 到 . 物理 学 家 在 20 世纪 30 年 代 就 广泛 使 用 5 了 
数 讨论 问题 , 并 获得 相当 的 成 功 . 直到 20 世纪 40 年 代 末 , Schwartz 等 人 建立 
了 广义 函数 基础 理论 , 才 为 这 类 奇异 “函数 ”建立 了 严格 的 数学 理论 , 而 数学 
家 们 对 这 类 “函数 ” 的 研究 扩大 了 它们 的 应 用 范围 , 同时 也 推动 了 数学 本 身 的 
发 展 . z 
仅 从 以 上 三 个 方面 来 看 , 扩充 函数 概念 是 十 分 必要 的 了 . 由 (8.1.3) 式 可 以 
获得 推广 函数 概念 的 启迪 . 设 实数 p > 2, 其 共 杷 指数 为 g, 即 了 吕 - =1. 记 0 
为 R* 中 有 界 区 域 , 取 空间 L,(2). 由 泛 函 分 析 的 知识 知 , 对 任意 f(z) < Zu(D)， 
它 按 方式 


FIpl = (f,9) = 上 jzjp(zjdz yp € Ls(0) (8.1.4) 


定义 了 Za(8Q) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ; 反之 , 对 L,(2) 上 任意 一 个 线性 连 
续 泛 函 , 按 Riesz 表现 定理 , 存在 唯一 的 f(z) e L,(0) 将 此 泛 函 表 为 (8.1.4) 
式 . 于 是 , L,(f) 上 的 线性 连续 泛 函 与 工 (2) 中 元 素 一 样 多 . 因 p > 2, 所 以 
0<4<2, 故 Ze(2) 中 元 素 比 L,(2) 中 元 素 多 . 如 果 我 们 把 .二 (2) 上 的 线性 
连续 泛 函 称 为 “函数 ”, 则 就 得 到 比 二 (2) 中 的 函数 多 得 多 的 “函数 ”, 从 而 扩 
充 了 函数 的 范畴 . 并 且 p 越 大, 即 函数 空间 的 性 质 越 好 , 忆 ,(2) 上 的 线性 连续 泛 
函 的 数量 越 多 . 于 是 , 我 们 有 

”定义 8.1.1 称 确定 在 某 些 具体 的 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 为 广义 函数 ， 
这 些 具体 的 函数 空间 叫 基 本 空间 . 形 如 (8.1.4) 的 广义 函数 , 即 通 过 一 个 积分 建 . 
立 的 广义 函数 , 叫 正 则 广义 函数 , 其 它 的 叫 奇 异 广义 函数 . 

附注 奇异 广义 函数 是 存在 的 ， 事实 上 , 若 函数 空间 的 性 质 足够 好 , 例 

如 C(2), 则 到 (2) 中 任 一 函数 仍 可 按 (8.1.4) 式 确定 一 个 C(F) 上 的 线性 连 
续 泛 函 , 即 正则 广义 函数 ; 但 是 ，C(Z) 上 的 线性 连续 泛 函 不 一 定 能 用 一 个 
f(z) E L1( 人 2) 表 为 (8.1.4) 的 形式 (此 时 , yp 是 8 上 的 连续 函数 ). 例如 6 函数 . 
设 原点 在 区 域 2 内 ，5(z) 函数 的 定义 是 


(6(z), el) = p(0), vp es C(D). (8.1.5) 


易 知 , 它 是 广义 函数 , 但 它 不 是 正则 的 . 

下 面 介绍 几 个 常见 的 基本 空间 ， 所 有 讨论 在 及 w 上 进行 , 除 基本 空间 
.2(R>) 必须 在 RY 上 讨论 外 , 其 它 两 个 基本 空间 9(RN) 和 8(RN) 都 很 容易 
地 推广 到 及 wx 中 的 一 个 开 集 上 去 . 5 
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在 介绍 基本 空间 之 前 , 我 们 把 使 用 过 的 和 将 要 使 用 的 重要 记号 罗列 如 下 ， 
以 便于 查 对 . . 8 . , 

Z 一 (Zuh72 ZN) E RY, € = (61,62,.** ,én) E RY 都 是 V 维 自 变量 ; 

a = (aa aa …… ,Qn) 是 多 重 指标 , 其 中 , ai (i = 1,2,… ,和 N) 是 非 负 整数 ; 


al = aa + aa 十 … 十 QN，al! = Ql 02!: aN!; 


N 
[z= 7 72:€= Tk + Tbs t+ rnén; 
i=1 
了 - = De: D3 De De .. ， 符 号 De 二 Bor 


在 自 变 量 比 较 明显 的 情况 下 , 常 D2 和 De 的 不 标 而 简 记 为 D”, 把 
D。 和 De 写作 DD;. 


8.1.2 ”基本 空间 G(Rx) 和 6(R"™) 


上 面 提 到 , 函数 空间 的 性 质 愈 好 , 其 上 广义 函数 愈 多 . 因此 , 首先 考虑 到 的 
基本 空间 当然 是 C?(Rx), 即 具有 紧 支 集 的 无 限 次 可 微 函 数组 成 的 空间 . 所 谓 
一 个 函数 f(z) 的 支 集 , 是 指 集合 {z e RN | f(zx) 冯 0} 的 闭 包 , 记 作 spt f(z). 
在 C 它 ( 臣 *Y 中 定义 收敛 概念 如 下 : 

定义 8.1.2 如 果 函 数列 {pn(7)} C C>(R"N), 且 满 足 条 件 

(i) 存在 紧 集 五 ,使 得 sptpn(Z) C K, n=1,2,.……，; 

(ii) 对 任意 多 重 指标 o 成 立 


lim sup |D“*wp。(z)| = 0, 


则 称 函 数列 {p(X)} 在 CF(RN) 中 收 伍 于 零 , 记 为 pn,(T) 一 0( 多 ), 车 pn(7) 一 
p(z) 一 0( 多 ), 则 称 pu(Z) 一 p(T)( 多 ). 赋予 这 种 收敛 概念 的 空间 CF (RNY) 叫 
作 基 本 空间 多 (RN), 简 记 为 基本 空间 儿 . 

例 8.1.1 第 5 章 5.3 节 中 所 述 的 函数 1(z) < 多, 1e(Z) € 9 乡 . 

并 且 , spt n(x) = B1(0)，spt me(z) = 五 (0), 这 里 及 后 文 , B,(0) 表示 以 原 
点 为 心 、 以 7 > 0 为 半径 的 开 球 . 

利用 n.(z) 可 以 得 到 许多 9 中 的 函数 . 例如 , 设 w(z) 是 下 中 局 部 可 积 函 
数 , 定义 


we(Z) = | 、 u(y)ne(T — Y)dy, 


则 w.(z) e C~(RN). 进而 若 w(z) 有 紧 支 集 , 则 we(z) e 多 . 所 以 , 中 元 素 是 


”很 多 的 . 
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例 8.1.2 设 虽 >'1, Xa(z) 是 了 RN 中 球 Br 二 万 2(0) 的 特征 函数 了 


Ce 1, lz|<R 
< 0，|z| > A. 


patz) = [ xa(e ~ no)at 
/ Xan = bd 


易 知 Ja(z) E C™“(RN); 且 spt Br(7) = Brii(0), 故 Br(z)€ 多， 且 在 球 BBr_1(0) 
中 恒 等 于 1. 
定义 8.1.3 设 {pu(z)} C Ce(Rw). 如 果 在 任 一 紧 集 所 上 有 


lim sup [De (z))| 一 0, V 多重 指标 a， 
Poo ZE 下 


则 称 函 数列 {pa(Z)} 在 C~(RN) 中 收 敏 于 零 , 记 为 pu(z) 一 0(@), 如 果 p(2) 一 
2(z) 一 0(@), 则 称 pn(z) 一 p(z)(B)， 我 们 称 赋予 这 种 收 华 概念 的 空间 
C= (了 Rv) 为 基本 空间 GE(RN)， 简 记 为 8. 

附注 作为 函数 空间 , 9 C 8 是 显然 的 . 另外 , 易 知 9 中 的 收敛 性 比 8 中 
的 收敛 性 强 , 即 在 中 收敛 的 函数 列 必 在 8 中 收敛 ; 反之 未 必 对 . 例如 , 取 
1(Z) 为 例 8.1.1 中 函数 , 并 且 定 义 


pr(z) = N01 一 mr 2 


易 证 p,, 一 0(8), 但 yp,, 太 0(9)( 证 明 留 作 练习 ). ; 

定义 8.1.4 设 基本 空间 ( 或 下 文 的 广义 函数 空间 )4 C B, 车 {pa} C 
4 pr 一 0 于 4 中 , 则 必 有 Topn 一 0 于 B 中 , 就 称 A 连续 位 入 万 记 为 
4 一 已 其 中 , 恒 等 算 子 了 叫做 谋 入 算 子 . 

现在 考查 9 与 8 的 关系 . 作为 函数 集合 , 显然 有 9 c 8; 从 收敛 性 方面 
看 , 车 po。 一 0( 乡 ), 由 基本 空间 中 收敛 性 的 定义 , 易 知 p。 一 0(8). 于 是 , 可 定 

义 一 个 线性 算 子 了: 9 一 @, 使 得 对 任意 pe 9, 有 Jo = p e 8. 由 上 所 说 , 当 

pn 一 0( 作 ) 时 , 有 Ip 一 0(E), 即 嵌入 算 子 了 是 连续 的 . 于 是 得 9 -，&. 不 仅 
如 此 , 多 在 8 中 还 是 稠密 的 . 事实 上 , 任 取 p e 8, 定义 pw = Bp, 其 中 , 0 
是 例 8.1.2 中 的 函数 , 显然 pe 多 . 由 于 6 在 球 万 ,,_,(0) 中 恒 等 于 1, 所 以 对 
任意 取 定 的 紧 集 KK, 当 mm 充分 大 时 , 在 KK 上 y,, = p. 从 而 , 对 任 一 多 重 指标 
Q, 当 m 一 co 时 , 有 


SP ID*(p,, > 9)| 一 0， 
819. 


即 ov 一 2(&). 综 上 所 述 , 我们 得 到 
定理 8.1.5 多 一 8B, 上 且 多 在 8 中 稠密 


8.1.3 基本 空间 .9 (RN) 及 其 上 的 Fourier 变换 


前 面 提 到 , Fourier 变换 是 求解 偏 微分 方程 及 其 定 解 问题 的 有 力 工具 . 但 是 ， 
基本 空间 乡 过 小 , 它 的 元 素 的 Fourier 变换 一 般 不 再 属于 多 ; 而 基本 空间 8 太 
大 , 它 的 很 多 元 素 , 例如 三 角 函 数 等 , 不 能 作 Fourier 变换 . 下 面 , 我 们 引入 一 个 
适中 的 空间 , 使 得 其 中 的 任何 函数 均 可 作 Fourier 变换 , 且 变 换 后 的 函数 仍 在 该 
空间 内 . 

首先 , 我 们 考虑 一 类 所 谓 速 减 函数 : 车 定义 在 了 上 的 函数 o(z) 满足 条 件 

(De(z) € C™*(R™); 

(i) 对 任意 多 重 指标 a 和 6, 存在 常数 c(a,，B) > 0, 使 

Iz*DSp(z)| 和 cl(a, PB), Vz €E 了 及， 
则 称 它 是 速 减 函数 . 不 难 证 明 ( 留 作 练 习 ), 速 减 函数 定义 中 条 件 ( 边 与 下 述 任 
意 一 个 条 件 等 价 : 
( 痢 ) 对 任意 多 重 指标 a 和 6, 有 


Jim zc“D4Ao(z) = 0; 


(iv) 对 任意 多 重 指标 6 和 正 数 k, 存在 常数 c(kx，B) > 0, 使 
(1 + |z|)*|D p(x)| < cl(k, PB). 
在 速 减 函 数 集 合 中 引入 下 述 收敛 概念 : ， 


定义 8.1.6 称 达 减 函 数列 {prm(Z)} 收 化 于 零 , 车 对 任意 多 重 指标 a 和 有 
当 m 一 oo 时 , 都 有 


sup |z“D' pw(z)| 一 0, 
RN 


记 为 pm(z) 一 0(.9). 若 om(z) 一 p(7z) 一 0(78)， 则 称 pm(zZ) 一 p(7)( 六 ). 
对 上 述 收 化 概念 的 过 减 画 数 集合 叫 作 基本 空 间 .YH(RN) ,并 简 记 为 基本 空 
FF. 

例 8.1.3 er €.%. 

例 8.1.4 车 fz) g(z) = 则 它们 的 堆积 


站 / f(z — Wg(y)ay 


存在 且 属 于 .9 . 
220， 


证 明 因为 F(z),g(z) e .7, 所 以 它们 绝对 可 积 . 记 
Be [ fldz, 0 = [ lolde 
则 对 任意 多 重 指标 w, 有 
pees 9) ol < lor ffs -wotlay 
= 2 WA | 册 二 二 dy 十 
| |f(z — yo(y)ldy 
21o . d 
人 | |f(z — yg(y)ldy 
< 2 / ylg(W I Cz — lay+ 
lz-y|< 辟 


9lal 人 一 lal 多 一 d 
人 -se-alogy 
< 2 a ee 人 + ca sup 7 
< 2 (cr sup{(1 + lv)'™ ?lg(W)}+ 

casup{(1 + Iyl)'™ IFW)D)) 


< O(a). 


上 式 最 后 一 步 是 因为 f(zx) 与 g(z) 均 属 于 .9. 特别 地 , 取 a = 0, 便 知 卷 积存 
在 . 另外 , 对 任意 多 重 指标 6, 由 速 降 函 数 定义 中 条 件 (i) 的 等 价 条 件 (iv), 不 
难 证 明 下 式 成 立 : 


DeU rs)= | De1te 一 9)o(0dy 
由 于 Df e .9, 于 是 同上 证 明 可 知 
7zD' (f*g) 一 0 当 |z| 一 00 时 ， 
所 以 ， f*ge.. 口 
例 8.1.5 设 @(z) 为 多 项 式 ， P(D) = 元 QaD” 是 常 系数 线性 偏 微分 算 


子 , 其 中 , a 是 多 重 指标 , m 是 正 整 数 , a。 是 常数 若 v(z) e .9, 则 不 难 验证 
Q(z)P(D)u(z) € 9. 
对 于 两 个 基本 空间 仿 和 .多 的 关系 ， 我 们 有 
定理 8.1.7 急 乙 .7, 且 儿 在 .8 中 稠密 . 


I 
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证 明 ”作为 函数 集合 , 显然 有 9 C .Y， 若 函数 序列 {pm} C 9 且 

wm 一 0( 多 ), 即 存在 紧 集 K, 使 得 对 任意 m, 有 spt pw C K, 且 对 任意 多 重 指 
标 上 当 m 一 co 时 , 有 
mplD gl. 


于 是 , 对 任意 多 重 指标 9, 有 
sup|z’D” pn (1)| = sup|zeD*pn(z)| 
< c(B) sup ID” pm (2)| 
一 0, 当 se 时 ， 
其 中 ，c(6) 是 ze 在 KK 上 的 上 界 . 此 即 yp 一 0(.29), 所 以 有 9 一 上. 


再 证 稠密 性 . 对 任意 p(z) € .9, 作 函 数 pn(z) = p(x)Bm(z), 其 中 , B,(z) 

是 例 8.1.2 中 的 函数 , 则 ce 9. 对 任意 多 重 指标 a, ”yy， 有 
rz°D’ (pm 一 p) = 7°D"{(Bn, 一 To] 
= 5 TierD'(p, ~ DD"y, 
ta 
上 式 中 , s 和 mp 都 是 多 重 指标 . 注意 到 B,, 一 1 及 其 各 阶 导 数 在 |z| < m 一 1 时 
等 于 零 , 并 且 D"(Bm 一 1) 被 一 个 仅 依赖 于 空间 维 数 六 及 阶 |s| 的 正常 数 界定 ， 
故 有 
sup|z“Dr(pn 一 ?)| <e sup >》，|z“Dzop| 
人 Lpzl<ln| 


本 当 mm 一 oo 时 . 


最 后 的 极限 过 程 用 了 yp(x) e .9 这 一 事实 . 此 即 pj, 一 2(.9), 从 而 乡 在 .ZZ 
稠密 . 

与 定理 8.1.5 和 定理 8.1.7 类 似 , 我 们 有 

定理 8.1.8 .9 一 8B, 且 .8 在 8 中 稠密 . 


证 明 留 作 练 习 . 
对 任意 f(z) E 9, 定义 它 的 Fourier 变换 为 
?= 人 rosedr (8.1.6) 
对 g(€) e .F(RN), 定义 它 的 Fourier 逆 变 换 为 
9 (z) = (2m-w / g(é)e'™ de. (8.1.7) 
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注意 到 基本 空间 .Y 中 的 函数 绝对 可 积 , 所 以 (8.1.6) 式 与 (8.1.7) 式 都 
有 意义 , 再 由 定理 8.1.9 及 .9 中 函数 的 无 限 次 可 微 性 知 , F~1[F[f] = f 及 
FE-:[g] = 9. 这 里 为 了 强调 Fourier 变换 本 身 , 便 将 f(z) 的 Fourier 变换 记 
为 下 [有 1], 而 将 其 道 变 换 记 为 -1![f]. Fourier 变换 有 以 下 性 质 : 

(1) 线性 性 质 | 

若 f(z),， g(x) e .799, 则 对 任意 常数 Ql, az 有 

有 [oj + Q29] = oF[f] + osFlg]. 
(2) 微 商 性 质 
FID, | 一 ii; 三 [月 ， 
此 因 f(z) e .多 , 故 当 |z| 一 oo 时 , 有 ff 一 0, 于 是 
FD- 月 = | DJ)ereedz 
=— | Cie)yerreda 
=ié,F[f]. 
一 般 地 , 对 任 一 多 重 指 标 a, 有 
FID* 用 =ieteePI 有 

这 个 性 质 说 明 Fourier 变换 可 把 微 商 运算 转化 为 乘积 运算 . 因此 , 可 用 它 把 
偏 微分 方程 转化 为 常 微 分 方程 求解 . 这 就 是 称 Fourier 变换 是 求解 偏 微分 方程 
的 重要 工具 的 原因 . 

(3) 竹 乘 性 质 

Flz;f] = iDe FIf]. 
通过 简单 的 积分 运算 便 知 此 式 成 立 . 一 般 地 , 对 任 一 多 重 指标 a, 有 
Flz°f] = i*ID* FIf]. 
(4) 平移 性 质 
FIf(z ~ a)] =e Ff), 

其 中 , ae RN 是 常 向 量 . 

(5) 卷 积 性 质 

Flf *9] = F[f]Flg), 
Flfg] = (2x) “FIf] * Flgl. 
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事实 上 , 因 f 和 9 都 是 .9 中 函数 , 由 例 8.1.5 知 f*g € .9 , 且 Fubini 定理 的 
条 件 和 结论 都 成 立 , 从 而 有 


FIf * 9g] = 人 。 ( 人 (rz 一 bg(bdt)e ”dz 
= / | (/ f(z ~ tetdz)o(D)dt 
- 人 (f Hajerierosdzjg(bdt 
(f a 人 ， f(z)e "dz) 


= F[flFlgl. | 
由 后 文 的 定理 8.1.9 知 , 若 f € .7, 则 FF[f] e .9. 所 以 , 上 式 两 边 同 作 Fourier 
道 变换 , 便 证 明了 对 .9 中 的 任意 两 个 函数 上 和 g, 有 


FF [fg] = F "(ff * FF"[g]. 


类 似 地 , 可 证 该 性 质 中 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
定理 8.1.9( 自 同 构 ) ”Fourier 变换 F 矿 是 .7 到 自身 的 同 构 . 
证 明 ”对 任意 fe .9, 必 有 F[f] € .7. 事实 上 , 因 fe .多 , 故 对 任意 多 重 
指标 6， ze jj e .9, 故 积分 
/ rfe-édz 


绝对 且 (关于 &) 一 致 收敛 . 由 Fourier 变换 的 性 质 (3), 有 
上 Ze8jfe-isedz = ilelD4P[ 月 ， 


即 微 商 DeF[ 有 存在, 故 FIf| E Ce(Rw)， 另外, 对 任意 多 重 指标 w，6, 函数 
D*(x8f) e .9, 故 它 绝对 可 积 . 由 Fourier 变换 的 性 质 (3) 和 (2), 有 


放 DePIII= le* Phe? 
-IFD(oejs< /De(eej)laz 
< sop {(1+ oP) DCD} 人 G+ePrvda 
= caup{Q+lzPiDe(oeP} : 
<C(N,a,pP), :- 


于 是 F[f] € .再 证 变换 的 连续 性 . 设 {f.} C 9, 且 当 mm 一 oo 时 , 有 
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万 一 0(.), 则 对 任意 多 重 指标 a 与 8, 类 似 前 面 的 计算 , 当 m 一 oo 时 , 有 
ED 和 | 
< Sup {(1 十 |z|?)*|D° (zs f.,)|} fa + |z|?)-*Ndz 
. 一 0， 


即 FF[f,] 一 0(.9), 所 以 Fourier 变换 下 是 连续 的 . 由 于 Fourier 道 变换 与 

Fourier 变换 公式 相似 , 同样 可 证 逆 变 换 也 是 . 到 自身 的 一 个 线性 连续 映照 . 

于 是 , Fourier 变换 下 是 .9 到 自身 的 同 构 . 口 
由 该 定理 可 知 , 基本 空间 . 是 讨论 和 使 用 常 义 函 数 Fourier 变换 的 理想 框 

架 . 但 该 定理 更 重要 的 作用 是 保证 了 广义 函数 空间 .7' 上 的 Fourier 变换 也 是 

.9' 到 自身 的 同 构 , 后 面 将 具体 讨论 . 

” 设 f,ge.9, 于 是 二 重 积 分 


| fg)e -waeas 
绝对 收敛 利用 Fubini 定理 ,得 
ff soosatas 
= | soas /Tered 
= /eae { sles, 
若 不 着 意 区 分 Fourier 变换 前 后 的 自 变量 , 由 上 式 得 
加 fatz= 人 和 aftodz 
同样 , 对 一 重 积分 
("ff 10 eratas 
进行 逐次 积分 , 可 得 
[son 人 Seeagdz 
=- 00 SG( Toerednjde 


综 上 所 证 , 我 们 得 到 
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定理 8.1.10(Parseval ( 帕 塞 瓦尔 ) 等 式 ) ” 设 记 ge.9F, 则 有 
softz= /Sofadr 
四 人 yjzojdz= Ga fF (ede), 


定理 中 的 第 一 个 等 式 将 是 下 文 建立 广义 函数 Fourier 变换 的 基础 . 
例 8.1.6 考虑 Parseval TN 
对 ve CFm(RN), 定义 范 数 


oe |/ (w+ Dul)az| . 
红 


Cy(Rx) 按 上 述 范 数 完备 化 所 得 的 Banach 空间 记 为 Hi(RN). 由 Parseval 等 
式 , 对 we CoF(R”), 有 


julls, = 区 + 


一 co 从 |? 十 ie vu ie ié, 1) dé 


= en EP+kePlt pa 
= Cn f+) Par. 
于 是 得 空间 (RN) 的 等 价 范 数 
ull = [ /G+ elt (oPas] ， 


这 是 一 个 含 权 L? 范 数 . 由 此 延伸 开 来 , 可 以 导出 分 数 指数 的 Sobolev 空间 . 
Parseval 等 式 的 重要 性 由 此 可 见 一 疯 . 
例 8.1.7 设 f(€)=e-'?,t>0,t€eRr"™. 求 了 的 Fourier 反 变 换 下 -:![ 月 . 
解 ”由 定义 知 : 


F-1[f] = (2n)-™ 上 el ei<edt 
RN 
= (2m) -we 各 [ ed 
RN 
1 、N2 _ ia / 2 
= (一 一 Be 一 全 e 7 dn 
(7 5 RN 
= (4rt)-N/2e- 生 . 
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8.2 广义 函数 空间 


8.2.1 ”概念 与 例子 


依次 把 基本 空间 今 .多 和 & 上 的 线性 连续 泛 函 叫 作 9 广义 函数 、.92 广义 函 
数 和 2' 广义 函数 , 它们 各 自 的 全 体 分 别 组 成 9，.Z 和 & 广义 函数 空间 . 有 时 我 
们 分 别 简称 为 广 画 和 广 函 空间 . 广义 函数 又 叫做 分 布 , 广义 函数 空间 又 叫 分 布 空间 . 
例 8.2.1 设 f 是 民 V 中 局 部 可 积 函 数 , 记 为 1 & 1, 即 对 任意 紧 集 区 ， 


积分 
/ |f (a)lds < o0, 
则 f(z) 按 下 述 方式 确立 了 一 个 "广义 函数 大 
fF(p)=(f9) = / f(s)p(r)dz, vp e 9 (8.2.1) 


证 明 和 大 显然 是 线性 的 , 下 证 连续 性 . 设 pu(z) 一 0( 多 ), 即 存在 紧 集 
K, 使 spt pw C K, m = 1,2,: .， 且 对 任意 多 重 指标 a 当 m 一 00 时 ,有 
suplO"pn| — 0. 于 是 ， Se 时 有 


(pn)| = 1(f, pm)| 


< / |f pmldz 
< sup pm / If(z)laz 


— 0, 


即 f(z) 的 确 按 上 述 方式 确立 了 一 个 9' 广义 函数 大 口 

附注 若 把 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 积 函 数 视 为 同一 , 则 妃 . 与 9' 按 本 例 - 
方式 建立 的 对 应 是 一 对 一 的 , 但 并 非 在 上 的 . 事实 上 , 由 (8.1.5) 式 定义 的 5 函 
数 6(z) 是 9' 广义 函数 , 但 它 并 不 能 由 一 个 局 部 可 积 函数 f(z) 通过 (8.2.1) 式 
来 表示 . 所 以 说 9' 含有 比 函 数 空间 Li 更 多 的 元 素 . 

基于 此 , 我 们 才 把 乡 ( 类 似 地 , .8' 或 8') 中 的 元 素 称 为 广义 函数 . 每 一 个 局 
部 可 积 函 数 按 (8.2.1) 式 对 应 一 个 广义 函数 . 今后 , 凡 将 一 个 局 部 可 积 函 数 看 成 
广义 函数 时 , 都 按 这 种 方式 定义 , 并 称 为 广义 函数 f(z). 值得 注意 的 是 , 并 不 是 
所 有 的 函数 都 可 看 作 广 义 函数 , 例如 , 普通 的 不 可 测 函 数 并 不 能 看 成 是 广义 函 
数 . 广义 函数 只 是 局 部 可 积 函 数 的 推广 . 
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例 8.2.2 对 任意 p E 多, 按 (8.1.5) 式 定 义 的 6 函数 是 9' 广义 函数 . 
事实 上 , 6 的 线性 是 显然 的 , 而 且 当 mm 一 oo, pw 一 0(9) 时 , 有 wn(0) 一 0， 
从 而 
(6, pm) = pm(0) 一 0， 当 m 一 oo 时， 
即 5 是 连续 的 , 故 5 e 9'. 同样 可 证 , 6 是 .9' 和 & 广义 函数 . 
例 8.2.3 设 flz) eC(RY), 若 存在 常数 及 > 0，c> 0, 使 
|f(z)| < ce(1L+lz 六 7 Vz € R”, 
则 称 f(z) 是 缓 增 连续 函数 . 缓 增 连续 函数 f(T) 按 方式 
Re / jzjplzjdz Vp EF 
确定 了 一 个 .9' 广义 函数 三 
证 明 “对 任意 pe .7, 由 .9 空间 的 定义 知 , 存在 常数 c, > 0， ,使 
(1+ |z)*t |p(z)| < cu 
于 是 
7 FOI= pO < {ligle 


< ed, 
Rw (1 十 |z|?) 计 


若 {pm} C 7, 且 pm 一 0(.9), 便 有 
(pn)l= 1 pm)l =| /fonds 


N+1 c 
< sup ((1 + |zl2)*+ |p [re 
一 0, 当 m 一 oo 时 . 


所 以 , Fe .92 不 加 区 分 地 就 说 f(r e .9 口 
8.2.2 ”广义 函数 的 收敛 性 


现在 在 广义 函数 空间 中 引入 弱 * 收敛 . 以 9' 为 例 , 有 
定义 8.2.1 称 {T}C 多 ' 弱 * 收敛 到 TE 9', 若 m 一 00 时 
(Trns O) 二 《To， OP) v Pp E 乡 . 
此 收 化 记 为 研一 胞 ( 罗 )， 或 简 记 为 也, 一 下. 
完全 类 似 地 可 定义 .y' 和 &' 上 的 弱 * 收敛 性 . 这 种 收敛 性 是 非常 弱 的 , 请 
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看 下 面 几 个 例子 . 
例 8.2.4 在 RR! 上 , 函数 列 


fulz )= -2 > 
是 Li,.(R') 中 函数 列 ， 从 而 可 看 威 是 分 广义 函数 列 ， 则 有 
fn = 6(9'). 


证 了 明 ”对 任意 e 9, 有 
Um 由 = /fren)de 


= { floes 


其 中 , spt p CI-A, 4 A>0. 
另外 , 由 

A . 
lim :| es le 


4 一 十 oo TC 2 化 


故 对 任意 给 定 的 s > 0, 可 取 4 足够 大 , 使 -4, 4] 不 但 包含 p 的 支 集 , 且 有 
Sin a i 
/ee < 


|Cfris 9) 一 %(0)| 
<|:/ oo) ~ vOlas| + Slo(o)| 


=1| | “nm p(T) + p(-7) ~ 2p(0) 
ul Z 


于 是 


dz 十 了 lp(0)| 
固定 4, 由 Riemann-Lebesgue 定理 , 存在 正 整数 Nu, 当 mm > Ni 时 , 有 
| / “ in mz + (7) ~ 2p(0) dz a 
元 刀 ~ 2)， 


从 而 当 m 一 co 时 , (f, yp) 一 p(0) = (6, p), 也 即 ,一 6(9'). 口 
例 8.2.5 考虑 下 w 中 的 函数 


1 
Em <h 
0 
0， 其 他 ， 
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其 中 , |B| 是 N 维 球 Bh(0) 的 体积 . 作为 广义 函数 , 当 h 一 0 时 , 6 一 6 在 
多 '，.9' 及 CE 中 都 成 立 . 

这 是 因为 无 论 在 上 述 哪 一 个 广义 函数 空间 中 , 对 相应 的 基本 空间 的 任 一 函 
数 2(z), 都 有 


| i z 
Oh, 一 On d = ee d 一 9 
GD = [500s = =v) 
上 面 最 后 一 步 用 了 积分 中 值 定理 , z* 是 B; (0) 中 某 点 . 令 h 一 0, 便 得 
(6n, Pp) = p(0) = (6, p)- 
所 以 , 6 一 5 分 别 在 2， .7 及 & 中 . 


例 8.2.6 设 {f%.(z)} 是 RN 中 局 部 可 积 函 数列 , 并 且 对 任意 紧 集 区 ,存在 
常数 Mx > 0, 使 得 


|fm (72)| < Mx, vr E 五 ， m = 0, 1, 2,.…- 》 


且 当 m 一 oo 时 , f(T) 几乎 处 处 收 化 到 万 (z)， ZE 了. 则 作为 乡 广义 函数 ， 
有 fm 一 fo. 

证 明 留 作 练习 (提示 : 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ). 

下 面 考虑 三 个 广义 函数 空间 的 关系 . 设 fe .9', 因 BZ C .9, 故 对 pm € 9， 
(f，pm) 有 意义 . 车 pw。 一 0(92) (m 一 00), 由 定理 8.1.7 知 pw 一 0(.9), 于 是 
(六 pm) 一 0. 所 以 fe9', 即 .9'C 2. 

另外 , 车 {f} c .9', 且 fi 一 0(.8') (m 一 co), 即 对 任意 PE .Z， 
有 (及 ，o) 一 0， 由 于 多 Cc .9, 故 对 任意 p e 9 也 有 (f%，y) 一 0, 即 
fn。 一 0(B')， 也 就 是 说 , 嵌入 算 子 T : .8' 一 9' 是 连续 的 , 这 就 证 明了 
.Vy' 一 9'. 同 理 可 以 证 明 8' 一 .Y' 于 是 得 到 

定理 8.2.2 Cl 一 .7 9'. 

有 了 广 义 函 数列 的 收敛 概念 . 类 似 于 数学 分 析 中 的 作法 , 可 以 定义 一 个 广义 函 
数 级 数 》、f 收敛 到 一 个 广义 函数 f 的 概念 . 即 对 任意 we 多 , 当 mm 一 co 时 , 有 


j=1 


(Dh) (f, 9), 


其 中 , 所 有 广义 本 数 是 9 广义 函数 同样 可 以 定义 7 或 4 空 间 上 广义 本 娄 
”级 数 的 收敛 概念 


8.2.3 ” 自 变量 的 变换 


由 广义 函数 的 定义 知道 , 讲 广义 函数 逐 点 的 值 是 没有 意义 的 . 但 它 又 是 局 
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部 可 积 函 数 的 推广 , 当 f(z) 局 部 可 积 时 , 按 以 上 约定 我 们 就 称 广义 函数 f(z). 
那么 , 当 f(z) 作为 局 部 可 积 函 数 作 了 自 变 量 的 线性 变换 或 仿 射 变换 时 , 此 时 它 
所 对 应 的 广义 函数 作 何 理解 呢 ? 为 此 我 们 有 以 下 概念 : 
定义 8.2.3 对 某 广 函 空间 元 素 f(z) 和 一 个 非 奇 异 线性 变换 4 : RN 一 
RN, 规定 F(4z) 仍 为 同一 广 函 空间 的 元 素 ， 即 对 相应 的 基本 空 间 中 任意 函数 
2(z)) 有 
(f( 


其 中 , |4| 是 变换 矩阵 4 的 行列 式 . 

不 难 验证 这 个 定义 是 确切 的 , 并 且 它 是 局 部 可 积 函 数 积分 时 自 变 量变 换 的 
合理 推广 . 对 自 变 量 的 仿 射 变换 , 上 述 定义 同样 适用 ， 只 须 用 变换 的 Jacobi 式 
代替 |4|. 

例 8.2.7 对 称 变 换 A:zr 一 zx, |4| 二 (一 1)", 于 是 


《人 To #7)) = (f(z), p(—2)). 
例 8.2.8 相似 变换 4:zry Arz， 入 > 0 为 常数 , |4| = X"， 故 有 
(f(Az), 2(z)) = 和 "(f(z)，P(A-1z)). 
以 上 两 例 都 是 线性 变换 , 下 例 是 一 个 仿 射 变换 . 
例 8.2.9 平移 变换 4:z 记 了 一 几 瑚 为 常数 ; 变换 的 Jacobi 为 1 故 有 
dz 一 内 92(z)) = (f(z), po(z 十 门 ). 


对 下” 上 的 连续 函数 f(z,y), 固定 y 的 一 个 值 就 得 到 一 个 一 元 连续 函数 
f(.,y). 于 是 , 按 这 种 方式 /就 确定 了 一 个 了: 一 C(R!) 的 连续 映照 . 对 三 义 函 
数 工 (z,y), 我 们 有 类 似 的 结论 . 以 乡 广 函 为 例 , 我 们 有 

定理 8.2.4 设 ze RN ye R™, T(z,y) e Gy(Rx x R™), 则 广义 通 数 
T(z,y) 确定 了 一 个 图 (RY) 到 9'(RN) 的 线性 连续 映照 “ 

证 明 ”对 任意 固定 的 y(y) e BZ(R*)， es 9 乡 上 的 广义 函数 
(T(z,9y), 00 对 任意 we (RN), 规定 


(Tc 2 (7)) = (Tz,y), pr) (Y)). 


此 定义 显然 确定 了 一 个 9'(RN) 广义 函数 ， 事 实 上 , 线性 是 显然 的 ， 又 若 
{on} © FRY), pm = 0(9), 则 wo(oyG) 一 002 x RY). 于 是 , 
m 一 00 时 , 有 


((T(z,9), (WN)), em(z)) = (T(z,Y), pn (zr)V(Y)) 


一 0. 
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这 说 明 (lz, 力 ，W( 人 Je 9'(RN).， 同 理 可 知 , 若 当 {yw} C 2Z(R”), 且 当 
m 一 00 时 ,一 0(9(R”)), 则 必 有 
(T(z,Y), ba(W)) 一 0， 

即 T(z,y) 确定 了 一 个 9(R”) 到 F(R*) 的 线性 连续 映照. 口 

通过 同样 的 分 析 , 我 们 也 可 以 认为 T(z,g) 确定 了 一 个 9(R™) 到 9'(R™”) 
的 线性 连续 映照 . 

如 果 我 们 把 6(z)6(y) 规定 为 两 个 广 函 5(z) 与 5(y) 作用 的 复合 , 即 对 基本 
空间 的 任意 函数 p(z, y), 有 


(6(2)5(y), P(x,Y)) = (6(7), (6(Y), p(T,Y))), 
请 大 家 证 明 , 必 有 5(z,y) = 5(z)6(y) 成 立 . 


8.2.4 “广义 函数 的 微 商 与 乘 子 


对 三 个 广 函 空间 gr，& 和 .9 来 说 , 微 商 的 定义 和 运算 性 质 都 是 一 样 的 . 
为 确定 起 见 , 我 们 仅 对 9' 广 函 来 讨论 
设 fe9， 规定 5 仍 为 9' 广 函 , 它 由 


(2 =-(h EE) we 
确定 . 一 般 地 有 
(Dj p) = (-D"™(f,D"p), Vo e 2, 


其 中 , a 是 任意 一 个 多 重 指 标 . 这 个 定义 的 确切 性 读者 可 以 自己 验证 . 我 们 称 
D*f 是 广义 微 商 或 分 布 意义 下 的 微 商 . 按 定义 式 知 , 当 f 是 a 次 连续 可 微 的 常 
义 函 数 时 ， 人 义 微 商 是 一 样 的 . 这 个 定义 式 保留 了 常 义 函 数 积分 
时 分 部 积分 的 有 效 性 . 

另外 ; 由 定义 知 , 广 义 函 数 的 可 微 性 是 通过 对 侦 地 转移 到 基本 空间 的 函数 
身上 来 实现 的 . 由 于 基本 空间 中 的 函数 具有 很 好 的 性 质 , 从 而 广 函 的 微 商 运算 
有 很 灵活 的 特性 . 例如 , 广 函 有 任意 阶 微 商 , 混合 微 商 与 求 导 次 序 无 关 等 . 广义 
函数 的 运算 通过 对 偶 地 转移 到 基本 空间 上 来 实现 , 例如 微 商 运算 , 可 以 说 是 广 
义 函 数 研究 中 最 基本 的 原则 之 一 . 

广义 函数 的 微 商 有 下 述 性 质 : 

性 质 1 广 函 有 任意 阶 微 商 . 
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性 质 2 者 ww， 8 是 两 个 多 重 指标 , 则 
D“+ = D*(D4 = D4(D?)， 
即 混合 微 商 与 求 导 次 序 无 关 . ， | 
性 质 3 若 f 一 了 (多 ), 则 Df 一 D*f (9')(m 一 00), 可 见 求 广义 微 
商 与 求 极限 的 先后 次 序 总 可 以 交换 . 
这 些 性 质 的 证 明 都 是 直接 的 , 留 给 读者 完成 . 
例 8.2.10 ”Heaviside( 赫 维 赛 德 ) 函数 


1，2Z 之 0 
ao- jw<0 


作为 常 义 函数 , 吾 (z) 在 z = 0 点 不 可 微 . 但 它 是 局 部 可 积 的 , 于 是 
H(z) < 9'(R'), 对 任意 wp(z) < F(R'), 有 


( 委 '9=-(E )=-/ a 
了 (6, (7)), 


所 以 五 (xz) 有 广义 微 商 5(z)， 即 4 oe = 8(£). 

在 介绍 下 一 个 例子 之 前 , 先 引 入 乘 子 的 概念 . 设 a(z) e 0~, 对 任意 9' 广 
函 f(z)，a(z)f(z) 由 下 式 定义 : 

jj, 内 = (f(z),a(z)p), vpe 2. 

易 知 a(z)f(z) e 9'. 我 们 称 a(z) 是 9' 冬 子 . 类 似 地 可 定义 .7 乘 子 与 8' 乘 
子 . 任何 一 个 C~(RN) 函数 都 是 9' 乘 子 和 2' 乘 子 , 但 未 必 是 .2' 乘 子 . 例如 ， 
a(z) = e” 就 不 是 .9' 乘 子 . 因为 若 取 p(z) = er 一 e .9 , 则 a(z)o(lz) = 工 就 
不 属于 .了 . 不 难 验证 , 多 项 式 函数 和 组 增 连续 函数 是 .y' 乘 子 . 

有 了 乘 子 概念 就 可 知道 , 以 C~ (RN) 函数 为 系数 的 线性 偏 微分 算 子 


P(D)= 》, au(z)D 
la 和 mm 
作用 于 任意 一 个 9 或 8' 广 函 都 有 意义 , 它 把 9 或 8' 空间 分 别 连续 映照 到 
本 身 . 同 理 , 当 au(z) 是 .2' 乘 子 时 , P(D) 是 .9' 到 自身 的 一 个 线性 连续 映照 . 
例 8.2.11 设 f(z) 在 xz =a 点 有 第 一 类 间断 ， 其 跃 度 为 h, 其 常 义 微 商 
[fi 在 (-co, al U[o +oo) 上 连续 , 计算 f(z) 的 广义 微 商 户 . 
显然 f(z) 与 [f1] 都 是 局 部 可 积 函数 , 从 而 分 别 确定 了 一 个 9' 广义 函数 
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则 对 任意 e 9(R'), 有 
(f',9) = —(f, 9'") 
=-/ yawedz- 人 TowGdr 


a 0 (a / [Fleda 


十 oo 
= pla)+/ [Flvar 
= (hd(zx — a) + [f"], p(7)). 
于 是 , f 的 广义 微 商 f 与 常 义 微 商 所 确定 的 广义 函数 有 关系 
f=[f]+hi(r— oa). 

此 式 习 惯 上 称 为 跃 度 公式 . 它 表 示 在 古典 意义 下 某 点 不 可 微 的 函数 , 其 广 
义 微 商 多 了 奇 性 . 由 例 8.2.10 和 例 8.2.11 可 以 看 出 , 这 种 奇 性 仅 发 生 在 函数 的 
常 义 微 商 不 存在 的 点 处 . 

有 了 广 函 微 商 的 概念 和 自 变量 的 线性 变换 以 及 乘 子 的 定义 , 我 们 就 可 以 定 
义 含 参数 的 广 函 对 该 参数 的 收敛 性 . 设 f(z) e 9', 对 任意 取 定 的 e 9, 令 
zi = 1,2,…… ,N) 轴 方 向 的 单位 向 量 为 ei, 则 有 
其 中 , h 是 其 绝对 值 充 分 小 的 实数 . 易 知 , 当 h 一 0 时 

p(T—hei)— yz) Ov 
人 0 
从 而 


jm (f+ FE), (fe), PF) 
= (BL, 9) 
因此 四 
ia {et he) ~ fe) _ Of 


h—0° Oz; 
8.2.5 “广义 函数 的 支 集 
前 面 提 到 , 谈 一 个 广义 函数 逐 点 的 值 是 没有 意义 的 , 但 是 我 们 有 
定义 8.2.5 设 人 是 RN 中 开 集 , f e 9 (RN). 若 对 任意 PE 多 (人 2), 都 有 
(f, yp) = 0, 则 称 广 画 在 12 内 等 于 零 或 在 [2 内 取 零 值 . 车 两 个 广 浮 下 与 9 之 
. 894: 


差 1 一 g 在 人 内 取 零 值 , 则 称 与 9 在 也 内 相等 , 记 了 = 9 于 加 

关于 广 函 局 部 取 零 值 与 全 局 取 零 值 的 关系 , 我 们 有 

定理 8.2.6- : 设 f e929'(RN)， 对 任意 ZE 及 v, 存在 邻 域 O。, 使 得 f= 二 0 于 
O。 中 , 则 f=0 于 RrN 中 . 

证 明 ” 取 定 pe 9, 记 KK = spt p. 对 任意 ze 的 由 已 知 ， 存在 邻 域 0 
使 得 f = 0 于 O.。 中 . 于 是 U 0O。 覆盖 了 K. 因 spt p = KK 为 紧 集 , 由 有 限 


履 盖 定理 , 存在 有 限 个 邻 域 , 设 为 0,，0O,,.… , 0 覆盖 了 KK. 由 单位 分 解 定 
理 知 , 对 pe 9， 存在 从 属于 该 洲 六 的 单位 分 解 {pi, i 二 12 m} 满足 
ps E (0O;), pi 之 0， 且 对 ze€K， 有 和 vi(z) = = 1. 于 是 ， pip E D(O;), 从 而 


所 以 f=0 于 RN 中 . . 口 

例 8.2.12 5(z) =0 于 RN\ {0} 中 . 

定义 8.2.7 广 函 了 取 零 值 的 最 大 开 集 的 余 集 称 为 有 的 支 集 , 记 为 spt 六 

由 定义 知 spt 了 是 闭 集 . 由 例 8.2.12 得 

例 8.2.13 spt 5(z) = {0}. 

例 8.2.14 设 2e 多 , 记 它 对 应 的 F' 广 函 为 本 则 spt p = spt 本 

大 家 知道 , 在 实 分析 和 复 分 析 中 , 紧 集 给 讨论 问题 带 来 了 诸多 方便 . 因此 ， 
寻找 或 构造 紧 集 有 时 就 成 为 解决 问题 的 关键 所 在 . 在 广义 函数 中 , 我 们 有 

定理 8.2.8 E' 广 函 具有 紧 支 集 . 

证 明 任 取 f € @', 因为 spt f 为 闭 集 , 故 只 需 证 明 支 集 有 界 ， 设 不 
ee ， 且 当 k 一 co 时 , |zk| 一 50， 对 每 个 
Zk， 二 1,2,.…, 作 球 体 B, (zx)， 其 中 半径 pk < 1. 于 是 必 有 pi € 2B(B,,(z;)), 
使 得 (f，yi) 冯 0, 否则 , 与 we spt 了 矛盾. 作 函 数 

Pk 
gx = (ho) k = = 1,2,.…: 
于 是 (六 gr) = 1; spt ge C 万 (zn), k = 1,2,- . 为 一 方面 , 对 任意 紧 集 KK， 
当 充分 大 时 , K Nn spt p= 所 以 0 -0 于 K 上 从 而 ， 9 一 0(E), 于 是 


lim (J, g) =0, 


这 与 (J, gx) = 1, k= 1,2,.… 矛盾 . 所 以 ] 有 紧 支 集 . 口 
有 了 广义 函数 取 零 值 的 概念 , 说 广义 函数 f 在 开 集 0 上 等 于 一 个 Ce 函数 
2 即 fl = y, 就 有 意义 了 . 此 时 的 9 应 理解 为 它 所 对 应 的 9'(2) 广义 函数 , 而 
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该 广义 函数 的 取 值 规律 是 由 形 如 (8.1.4) 的 积分 决定 的 . 换言之 , p 是 一 个 正则 广 
. 义 函 数 . 既然 在 Q 上 与 p 相等 , 则 了 在 Q 上 就 没有 奇 性 . 于 是 我 们 有 

定义 8.2.9 使 多 广 函 了 等 于 一 个 C0” i SA 的 
奇 支 集 , 记 作 sing spt ff. 

由 定义 可 知 , sing spt f 是 闭 集 , 且 sing spt f spt f. 

例 8:2.15 sing spt 肪 (x) = {0}, 其 中 , 吾 (z) 是 例 8;2.10 中 的 Heaviside 
函数 . 显然 , sing spt H(z) = {0} Cspt H(zx) = [0,+o0). 

例 8.2.16 sing spt 6(z) = spt 5(z) = {0}. 


8.2.6 ”广义 函数 的 卷 积 
为 给 出 广义 函数 卷 积 的 合理 定义, 我 们 先 从 常 义 函数 ,9 & .2 讲 起 . 由 例 
8.1.4 知 
f*o(s)= {fle -wotWay eS, 


由 它 局 部 可 积 , 故 可 视 fj * g(z) 为 9' 广 函 . 则 对 任意 p e 9, 有 
(f *g, 9) = / 2(z)( / ， f(z — yg(y)dy) dz 


a 1/ | fe- y)p(z)dz)g(y)ay 


二 人 f(z)( 人 g(Y)P(T+ y)dy)dz 
= (f(z), (g(y), ple +))). 


于 是 , 若 使 广 函 卷 积 是 常 义 函数 卷 积 的 合理 推广 ， 应 把 两 个 广 函 f 与 g 的 卷 积 
定义 为 


(f *g, p(7)) = (1z)， (90 p(z +))), Vp E 乡 (8.2.2) 


进一步 的 观察 发 现 , 对 上 述 规 定 须 加 以 限制 . 因为 当 f 与 g 都 是 乡 广 函 
时 , (g(y)，p(z 十 切 ) 未 必 属 于 9, 从 而 上 述 定义 没有 意义 . 造成 此 种 现象 的 原 
因 在 于 y(z 十 y) 不 一 定 在 (z, y) 空间 中 具有 紧 支 集 . 另 一 个 问题 是 对 常 义 函 
数 卷 积 成 立 的 交换 律 , 如 果 不 加 条 件 , 对 广 函 卷 积 未 必 成 立 . 解决 这 些 问 题 的 办 
法 是 在 (8.2.2) 式 中 选择 一 个 广 函 , 例如 g, 具有 紧 支 集 . 我 们 通过 下 述 两 个 命 
题 说 明 这 种 做 法 的 有 效 性 : 

命题 8.2.10 若 gE@', olz)e92 则 W(z) = (9(y), p(X+Y)) E YY. 

证 明 ” 先 证 小 (z) e Ce=. 对 任意 取 定 的 zo, 当 z 在 zo 邻近 变化 时 , 作为 y 
的 函数 , p(z 十 的 支 集落 在 同一 个 紧 集 天 中 . 故 当 z 一 xo 时 , 对 任意 一 个 多 
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重 指标 a; 在 KK 内 一 致 地 有 
Dyv(z+%) — Dyy(zo +Y), | 
即 pg(z 十 胃 一 p(zo 十 切 (2)， 由 定理 8.17 知 BB, 所 以 yp(z 十 y) 一 
po(zo 十 9g)(G). 从 而 , 当 z 一 zo 时 , 有 
(g(Y), 2(z 十 切 ) 一 (g(y), p(xo 十 切 )， 
即 当 z 一 zo 时 , W%(z) 一 V(zo). 所 以 W(z) 连续 . 沿 zr(k =.1,2,.…… ,和 N) 轴 方 
向 作 差 商 加 


多 (zo 十 AiZ) — V(ro 和 Zo 十 Ai — p(zo 
人 yp( a p(To + 以 + 


同上 分 析 , 当 |Axz| 充分 小 时 , 作为 y 的 函数 ， 
p(Tot Arz+Y) — pro+Y) 


Ar 
的 支 集 含 于 同一 个 紧 集 K 中 , 且 对 任意 多 重 指标 a , 当 Akz 一 0 时 , 极限 
D= Pro 十 AkZ 十 9 一 (Zo 十 切 De 22 
人 ,7 D, Or 


在 KK 内 一 致 成 立 . 这 说 明 
p(To+ ArzT+Y)— pr +Y) Ovp 
0) 
于 是 , 基于 与 证 明 %(z) 的 连续 性 时 同样 的 推理 , 当 一 0 时 ,有 
VTo 十 Akz) — V(ro) 
Ne — (g(y), 1 
即 了 存在 . 类 似 地 , 递归 证 明 下 去 知 , 对 任意 多 重 指标 w， Dey(z) 存在 , 所 
以 J EO 
再 证 V(z) 有 紧 支 集 . 因 g € &/， 帮 是 通 让 g(y) 有 紧 支 集 K. 取 
”6《(y) € (RY), 且 在 天 中 5(y) = 二 于 是 
y(z) = (g(y), plz +Y)) 
= (C(y)g(y), p(x +Yy)) 
= (9(y), CY P(r + vy)). 
” 当 |zx| 充分 大 时 , spt yp(z 十 Y) 站 spt C(y) = 故 对 |z| 充分 大 的 zx, 有 C(y)p(z++ 
y) = 0， 因 此 , %(z) = 0, 即 %(z) 有 紧 支 集 . 
综 上 所 述 , (7) e 2. 口 
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由 这 个 命题 的 建立 便 知 , 在 (8.2.2) 式 中 只 要 g e,@', 不 管 三 属 于 哪个 广 函 空 
广 函 卷 积 的 定义 都 有 意义 . 另外 , 设 f(z) e 9', {pn(7z)} C 99, 且 当 mm 一 00 
时 , eu(z) 一 0( 多 ). 于 是 , 所 有 pw(z) 的 支 集 含 于 一 个 共同 的 紧 集 内 车 记 
m7) = (9(Y), pm(z +Y)), 
并 取 上 面 用 过 的 函数 C(y), 则 有 


pn(7¥) = (CY)g9(Y), pm(lz + Y)) 
= (g(y), CY Pm(T + Y))- 
可 以 证 明 ; 所 有 w(x)(m = 1,2,…) 的 支 集 含 于 一 个 共同 的 紧 集 内 , 且 
tn(z) 一 0(9) (证 明 留 作 练习 ) . 于 是 , 当 m 一 co 时 , 有 
(f #9, pm(z)) = (Fo 人 oz)) = 0(D), 
即 得 f+*+ge 9 乡 . 口 
命题 8.2.11 形 如 GO (mn 是 任意 正 整 数 ) 的 函数 集合 在 
G(RN x RM) 中 稠密 , 其 中 , px(z) < (RN), Wi(y) < D(RY). 
证 明 ”对 任意 h(z, y) e 9(R*N x RX), 必 存 在 1 > 0, 使 
spt h CQ= {zi| <,, A 1,2,... ,NN; 
j=1,2,.… ,M}. 


在 Q \ spt h 中 令 h = 0, 而 后 以 21 为 周期 将 定义 在 @ 中 的 函数 hh 延 拓 到 
RY x R” 中 , 则 he C™(R” x R™). 于 是 , 有 Fourier 展开 
jz 用 = DD, cape Te Yr, 
lal>018l>0 | ee 
其 中 , a, 6 分 别 是 N 重 与 M 重 指标 . 此 级 数 及 其 各 阶 微 商 在 RNY x Rx 上 分 
别 一 致 收敛 到 h(x, y) 及 其 相应 的 各 阶 微 商 . 取 &(z) € 2(RS), 4(y) € DZ(Ry), 
使 在 spt h(z, y) 上 满足 5(z)6(y) = 1, 于 是 


h(x, y) = (x)C(Y)h(z, y) 


二 > >》 cupE(z)e YC(yer. 
|al 之 0 181 关 0 
则 此 级 数 的 部 分 和 函数 即 为 所 求 形 式 的 函数 , 并 且 在 9(Ry x Rx) 中 收敛 到 
h(x, y). 口 
现在 , 我 们 说 明 广 函 卷 积 的 可 交换 性 .由 命题 8.2.10 知 , f *+g 有 意义 , 类 
似 于 命题 8.2.10 的 证 明 可 得 , 当 f(z) e 9', g(y) e 8@' 时 , 对 任意 we 多 , 有 
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(f(z),p(z 十 四 ) E @, 从 而 | 
(g* f, p) = (g(y), (f(z), pz +Y))) (8.2.3) 
有 意义 . 
下 面 证 明 f*g=g*f. 对 pe (RN) 和 w(y) e 9B(RN), 显然 有 
“(f(z), (g(y), p(z)Y(y))) 
= (f(x), p(x)(g(y), wy))) 
= (f(z), p(x))(g(y), w(Y)), 


(g(y), (f(z), p(z)w(y))) 
= (g(y), y(W f(z), p(2)) 
= (g(y), By) f(z), p(z)), 
所 以 : | 
(F(z), (g(y), p(s) (WN))) = (g(y), (f(z), pz)p(9))). 


利用 广 函 的 线性 性 质 , 对 形 如 > pr(z)yrly) 的 函数 , 其 中 为 任意 正 整 
数 , pe(z) < (RNY)， Yi(y) < F(RY), 利用 上 式 可 得 


(f(z), (g(y), yn 


= (g(y), (f(z), 2 pr(z)pi(y))). 


于 是 , 对 任意 h(z, y) € 9(R》 x R”), 由 上 式 及 命题 8.2.11 可 知 等 式 


(f(z), (g(y), h(x, 9))) = (g(y), (f(z), h(x, Y))) 

成 立 . 利用 上 式 , 对 任意 p(z) < B(RN), 有 
(f * 9g, p(2)) = (f(x), (g(y), plz +y))) 

= (f(z), (C(y)g(y), p(z +Y))) 

= (f(z), (g(y), C(y)p(z + Y))) 

= (g(y), (f(x), (yp(z + Y))) 

= (g(y), C(y) (f(z), plz + Y))) 

= (6(Y)g(y), (f(z), p(x + Y))) 


= (g(y), (f(z), pz 十 切 )) 
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= (g*f, p(z))， 


其 中 ，C(y) 是 命题 8.2.10 中 的 函数 C(y), 以 上 推导 用 了 乘 子 的 概念 . 所 以 
f*9g 二 g* 下 即 卷 积 满足 交换 律 . 

至 此 , 我 们 就 能 给 出 广 函 卷 积 一 个 明确 的 定义 如 下 : 

定义 8.2.12 设 广 函 了 与 9 至 少 有 一 个 是 8@' 广 函 , 则 它们 的 卷 积 是 一 个 
乡 广 函 , 并 由 下 式 决定 : 


(T*5, p(7)) = (Ts, (S$,, yp (7 +9))), Vp(7) € 9. 
这 里 及 下 文 , 广 浮 的 下 标 表 示 该 广 沸 所 作用 的 基本 涵 数 的 自 变量 ， 
现在 看 广 函 与 常 义 函数 的 卷 积 . 设 fe 2B' ge9( 或 feE@', ge6), 则 g 
决定 了 一 个 8' 正则 广 函 , 仍 记 作 g. 由 定义 8.2.12 知 , 对 任意 pe 9, 有 
(f *g, p(7)) = (fe, (g(y), p (z+ Y))) 
= (fs, / g(y)p(z + Yy)dy) 


= Us, | sles)pla)as) 


= | ,gl ola)de. (8.2.4) 


最 后 一 步 是 将 积分 写 为 Riemann 和 的 极限 后 , 把 极限 及 Riemann 和 移 到 括号 
外 面 , 并 用 了 广 函 是 线性 连续 泛 函 这 一 事实 而 得 到 (这 种 做 法 的 合理 性 请 读者 
自己 验证 ). 从 而 


(f *g, p(z)) = ((f,, g(z — 72)), pg(2)), Vy(z) € 9. 


于 是 , 我 们 有 

定义 8.2.13 设 fE9B ,geE9( 或 feEB', gE@B), 规定 

f *g(7) = (f,, g(7 — Y)). (8.2.5) 

于 是 , 当 fe 99', ge 9 (或 fe 8', ge8) 时 , 卷 积 f*g 具有 性 质 : 

(i) f *g(z2) EC (及 >) 

(i) 者 将 卷 积 视 为 一 个 映照 (f,g) 一 有 *g, 则 它 是 一 个 双 线 性 且 关 于 了 与 
9 分 别 连续 的 映照 . 

若 f e.9G gE€ .9, 对 任意 wp € .98, 易 知 函 数 (g，y(z 十 y)) 也 是 .9 中 的 
函数 , 故 (8.2.4) 中 的 推导 仍然 成 立 , 所 以 也 成 立 (8.2.5) 式 . 

关于 广 函 的 卷 积 , 下 列 性 质 成 立 : 
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(1) 满足 结合 律 : 
(R*S)*T = Rx*(S*T). 
这 是 因为 等 式 两 边缘 指 (R,,(S,,(T,, yp(z 十 y+ 2z)))). 
(2) 了 了 =6* 了 . 
因为 对 任意 we 9, 有 
(6*T, p) = (T*6, 9) 
= (Ts, (0,, p(Z 十 切 )) 
={T,, p(2)) “ 
= (T, p). 
(3) D;T = (Dj;6) * T. - 
(4) D;(S*T)= (D;5)*T = 5S*(D,T). 
将 此 性 质 用 于 常 系数 线性 偏 微分 算 子 P(D) = a。D”, 得 


P(D)(S # T) = (P(D)S) ps 
此 式 在 讨论 偏 微分 方程 及 其 Cauchy 问题 基本 解 时 是 很 有 用 的 . 
(5) 对 平移 算 子 7 成 立 
mT = 6 *T 
其 中 , mT(z) = T(x 一 h). 这 些 性 质 的 证 明 留 作 练习 . 
8.2.7 .9' 空间 上 的 Fourier 变换 


” 鉴于 Fourier 变换 在 偏 微分 方程 研究 中 的 重要 作用 , 有 必要 把 常 义 函 数 的 
Fourier 变换 推广 到 广义 函数 空间 上 去 . 由 于 .> 空间 中 常 义 函数 的 Fourier 变 
换 具 有 好 的 性 质 , 自然 会 想到 利用 这 些 性 质 , 根据 对 偶 的 原则 去 获得 .9' 广 函 
的 Fourier 变换 的 一 些 好 的 性 质 . 于 是 , 我 们 有 

定义 8.2.14 设 f Ee.9', 它 的 Fourier 变换 六 由 


(f, p)=(f, ,vpey 


确定 . 

由 定理 8.1.9 知 ， fe .9'. 对 常 义 函数 ,wp e .7, 由 定理 8.1.10 的 第 一 个 式 

子 知 (f, p) = (记分 , 所 以 ， 广义 函数 与 常 义 函数 的 Fourier 变换 是 一 臻 的 ， 
类 似 地 , 定义 .2 广 浮 『 的 Fourier 逆 变 换 f 为 


(f, 9) =(f, PD. vey. 
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同样 由 定理 8.1.9 知 ， fe F. 

有 时 为 了 强调 这 个 映照 , 我 们 用 [有 表示 f, 用 -![ 有 i 表示 了 

定义 8.2.15 ”Fourier 变换 已 是 .7' 空间 到 自身 的 一 个 同 构 . 

证 明 ”由 定义 知 , 当 f € .7' 时, 有 [有 | e 97', 并 且 显然 保持 线性 关系 不 
变 . 另外 , 由 定理 8.1.9 知 , 当 yp € .加 时 , Flyp] e .8, 故 当 fi 一 0(.9') 时 , 有 


(Flfn], 9) = (fn, Flpl) = 0 (m 一 oo)， 
即 映射 玉 是 连续 的 . 所 以 是 .9' 到 自身 的 线性 连续 映照 ， 同 理 可 证 F-! 
是 .9' 到 自身 的 线性 连续 映照 , 于 是 Fourier 变换 玉 是 .9' 空间 到 自身 的 一 个 
同 构 . | 癌 
广 函 的 Fourier 变换 有 以 下 性 质 : 
(1) 线性 性 质 
对 任意 f, 9e .9' 和 常数 a, 8 有 : 
Flaf + 6B9| = aFlf| + BFlgl. 
(2) 还 原 性 质 | 
对 任意 fe .9', 有 
FIF [f= 7, FF) = f. 
因为 对 任意 pe .9, 利用 .9 函数 Fourier 变换 的 性 质 , 有 
(F™ [FA)), 9) = (F[f], F™ [yp)) 


= (f, FIF™ [pl]) 
i = 人 9). 
同 理 可 证 另 一 式 成 立 . 
(3) 微 商 性 质 
对 任意 fs .9', 有 


FID;f] = ié, Flf]. 
因为 对 任意 o € . 史 , 利用 .9 函数 Fourier 变换 的 性 质 有 

(FP[D;f], 2) = (D;f, Fly)) 
=—(f, D;Flyl)) 
=—(f, F[-ié,pl) 
= (FI[f], ié;y) 
= (iéFlf], »). 
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一 般 地 , 对 任意 多 重 指标 a, 有 : 
FID®f] = (ié)° FA]. 
(4) .大乘 性 质 
对 任意 fe .78', 有 
Flx;f] = iD; Ff), 


一 般 地 , 对 任意 多 重 指标 a, 有 
Flz°f] = il*ID* FA]. 

这 个 性 质 的 证 明 留 给 读者 . 

为 任意 两 个 .9' 广 函 的 卷 积 不 一 定 存在 , 所 以 类 似 于 常 义 函数 卷 积 性 质 
(5) 的 式 子 不 一 定 成 立 , 只 能 在 附加 条 件 下 进行 讨论 . 例如 , 若 f € .9',， wpe .9， 
则 利用 (8.2.5) 式 可 以 证 明 Fe * 月 存在 , 且 Flp* f| = FIp]F[fj， 又 如 , 当 
J € .9', gE 8' 时 , 也 成 立 等 式 FIf * gj = F[f]Flgl. 

例 8.2.17 求 . 史 ' 广 函 = eo? 的 Fourier 变换 . 此 处 a 为 .NV 维 实 常 向 
量 ,TZERva.2 为 数量 积 , 

解 ” 任 取 yp(&) e .9 (RN), 则 有 


(Fle**], gle)) = (ee 他 


一 : / p eiozdy 
= Cw)" [2n)" {Geerag] 
= (2r)>p(a) 
= (6(€ — a), (2r)* p(é)) 
| = ((2n)*6(é — a), p(é)), 
所 以 
Flei®*] = (2x)*6(é€ — a). 


- 例 8.2.18 Fl[1] = (2x)v6(6). 
在 例 8.2.17 中 令 a = 0 即 得 . 
例 8.2.19 求 正 [sin az]. 
利用 例 8.2.17 知 

站 Fle "= (2n) "6(é + 0). 
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- 册 由 Fourier 变换 的 线性 性 质 , 立 得 
Flsinazx| = 二 Fe 一 e- “=?] 
= (Ple*"] Fle) 


= (2n) "(6(€ — 0) ~ 6(é + 0)) 

= i2>- (6(E +a)— 6(€ — a)). 
例 8.2.20 FI6(z)] =1. 
因为 对 任意 p(€) e .7 (RS)， 有 

(PC eol) = (6, $) =$(0) 
= | p(E)dE 
= (1,. p(8)), 
于 是 , F[6(z)] = 1. 


在 应 用 中 , 对 比较 复杂 的 广 函 的 Fourier 变换 , 查阅 有 关 的 Fourier 变换 表 
即 可 . 


8.3 基 本 解 


本 节 讨 论 常 系 数 偏 微 分 方程 (特别 是 读者 已 熟悉 的 三 个 基本 方程 ) 及 其 定 
解 问题 的 基本 解 , 用 以 说 明 广义 函数 在 偏 微 分 方程 中 的 应 用 . 除非 特别 说 明 , 本 
节 所 说 的 解 都 是 9 广义 函数 解 . 


8.3.1 ”基本 解 的 概念 

对 上 节 引 入 的 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 P(D) = BS 我 们 有 

定义 8.3.1 称 忆 (zx, y) €E FZ'(RN) 是 定义 在 R~ 上 的 P(D) 的 基本 解 , 若 
它 满足 

P(D)E(z, y) = 6(7z —Y). (8.3.1) 

其 中 , VE 下 > 是 参数 , 称 为 基本 解 E(x, Y) 的 极点 ， 若 y = 0， 区 E(x, Yy) 
为 E(z). . 

P(D) 的 基本 解 也 叫做 方程 P(D)w = 0 的 基本 解 . 基本 解 不 唯一 因为 一 
个 基本 解 加 上 方程 P(D)u = 0 的 任意 一 个 解 也 满足 方程 (8.3.1), 故 也 是 基本 


解 . 但 如 上 所 述 , 基本 解 以 y 点 为 极点 , 换言之 , 它 在 y 的 邻 域 中 具有 奇 性 , 故 
通常 可 以 把 基本 解 中 满足 齐 次 方程 的 线性 秋 加 部 分 去 掉 . 在 后 文 求 重 调和 算 子 
和 多 调和 算 子 的 基本 解 时 , 我 们 将 用 到 这 个 约定 . 


例 8.3.1 Heaviside 函数 万 (Z) 是 一 阶 常 微分 算 子 | 或 齐 次 方程 简 
0) 的 基本 解 . 
解 ”由 例 8.2.10 和 一 -= 和 


例 8.3.2 求 方程 2 dr toy=0 的 基本 解 , 其 中 a 是 常数 , ZE RR!. 
解 ”在 方程 | ee 
; a +akE = 6(7) 
的 两 边 乘 以 e**, 并 注意 到 作为 9' 广 函 有 e**6(z) = 5(z), 便 得 
dns 二 
由 例 8.3.1 知 , Ber* = 万 (x), 故 有 已 (z) = e-“* 玉 (zx), 它 就 是 所 求 的 基本 解 . 
例 8.3.3 求 R? 中 信 要 分 算 子 二 一 二 的 基本 解 ， 即 求 (zi，za), 使 满足 


OE 


Or1072 二 6(z1, 72). 


解 ” 设 Ee Ii.(R?), 方程 两 边 同 时 作用 于 pe 0 得 


EE 
(S(T1, £2), #) = 由 ot i 


即 
‘B, 元 和 2(0 0). 
若 取 
E(x1, 72) = Es | 人 (8.3.2) 
则 


人 让 Ds | OriOr2 Bo 


一 一 一 dzlidz> 


Op 
/ >0, z2>0 Brom, 
= p(0, 0). 
即 (8.3.2) 为 所 求 的 基本 解 . 
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以 上 三 例 中 的 基本 解 都 以 原点 为 极点 , 此 因 我们 在 求解 时 把 基本 解 定 义 
中 的 极点 y 取 作 原 点 之 故 . 车 极点 为 原点 时 , 齐 次 方程 P(D) = 0 的 基本 解 是 
EB(z), 则 当 极 点 y = & 不 是 原点 时 它 的 基本 解 是 B(x - 6. 事实 上 , 由 已 知 ， 
P(D)E(z) = 6(z), 则 对 任意 的 p(z) e.9, 我 们 有 
(P(D)E(z —é), (zx)) = (P(D)E(z), p(7 + é€)) 

= (6(7), p(z + é€)) = p(é) 

= (6(z — é€), p(7)) 
所 以 , P(D)E(z -= 6(z 一 各 . 据 此 , 以 例 8.3.1 为 例 , 当 极 点 y = & 关 0 时 的 
基本 解 是 


He 切 = H(r -A - . > 


请 读者 写 出 此 时 例 8.3.2 和 例 8.3.3 的 基本 解 . 可 见 , 极点 y 关 0 时 的 基本 解 可 
以 由 极点 为 零 时 的 基本 解 经 过 自 变量 移 变换 而 获得 ， 故 在 下 文中 一 律 取 极点 
为 原点 . 

基本 解 在 偏 微分 方程 的 理论 研究 中 有 重要 作用 ， 这 里 就 不 讲 了 . 下 面 介 绍 
它 在 求解 偏 微分 方程 中 的 应 用 . 我 们 有 

定理 8.3.2 设 fE (RN), 妃 是 P(D) 的 基本 解 , 则 已 (Z)* F(z) 是 方程 
P(D)w = f 的 解 . 

证 了 明 ” 令 w=B(z)* f(z), 则 有 

P(D)u = P(D)(E(z) * f(z)) 
= (P(D)E(z)) * f (2) 
= 6(7x) * f(7) 
= f(z). 
故 v = E(x) * f(z) 是 方程 P(D)w = f(x) 的 整体 解 , 即 在 RN 上 的 解 . 以 上 
我 们 实际 上 已 假设 了 卷 积 B(z) * f(z) 存在 . 如 果 此 卷 积 不 存在 . 对 任意 紧 集 
K CR”, 取 多 中 函数 C(z), 使 在 天 上 C(x) = 1, 则 <(z)f(z) e @', 于 是 卷 积 
(ZT) *C(z)f(z) 必 存 在 , 且 为 
P(D)(E(z) * C(z)f(7)) = C(7)f (7). 
局 限于 天 上 , 就 有 
P(D)(E(z) * C(7)f(7)) = jz)，ze 天， 

这 说 明 w= EE(z) * f(z) 是 方程 的 局 部 解 . | 口 
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基本 解 的 概念 来 源 于 物理 , 它 早 就 被 物理 学 家 使 用 了 ， 敌 统 地 说 在 线性 系 
统 中 , 基本 解 表示 由 集中 量 的 分 布 所 产生 的 物理 效应 . 而 连续 量 的 分 布 f(z) 所 
产生 的 物理 效应 自然 应 该 是 上 述 效应 的 又 加 , 这 就 是 定理 8.3.2 的 物理 意义 


8.3.2 ”热传导 方程 及 其 Cauchy 问 题 的 基本 解 
考虑 热传导 方程 


(S$ — A)u(z,t) =0, zeRN +>0. (8.3.3) 


按照 定义 , 方程 (8.3.3) 或 算 子 (5 - A) 的 基本 解 E(z, 如 满足 

(5 —A)E(z,t) = 6(7x,t). (8.3.4) 
我 们 想 用 Fourier 变换 求解 ,自然 要 求 E(z， t) 关于 z 属于 .9', 当然 也 是 2/ 
广 函 . 另外 , 前 面 说 过 , 5(z,t) = 5(z)5(， 于 是 ， (8.3.4) 式 两 边关 于 变量 x 作 
Fourier 变换 , 得 


+ |e B (é,t) = 6().- 


d EB (é,t) 
dt 


由 例 8.3.2 知 


B (€,t) = H(t)e-ttr. 


由 例 8.1.7 易 知 
E(z,t) = FP-1[H(t)e-tsd] 
= H(t)F- [els] (8.3.5) 
一 (4rt)-N2H(t)e-lst/(). 


用 求 得 的 (zx, 如 , 按 定理 8.3.2 可 求 得 (8.3.4) 式 的 右 端 项 为 9' 广 函 时 的 解 
如 果 我 们 考虑 一 个 均匀 的 同一 材料 做 成 的 无 限 长 细 杆 , 假设 1 = 0 以 前 杆 
上 各 点 温度 为 零 . 则 在 t = 0 时 刻 在 原点 z = 0 处 放出 一 个 单位 热量 时 , 沿 杆 引 
起 的 温度 分 布 就 是 基本 解 (8.3.5)(N = 1). 但 由 于 基本 解 中 因子 五 (t) 的 出 现 使 
得 EE(z,t) 在 t < 0 时 取 零 值 , 所 以 只 能 得 到 t > 0 时 的 解 . 
现在 看 Cauchy 问题 


(Gore een 


(8.3.6) 
u(z, 0) = p(z). 
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定义 Cauchy 问题 (8.3.6) 的 基本 解 B(x,t) e 9'(RN) 是 问题 
0 
(FA)B(,t)=0, (8.3.7) 
E(z,0) = 6(7) 
的 解 . 利用 Fourier 变换 , (8.3.7) 变 为 问题 


SEED ep fl(e,t) =0 人 


解 得 
BE (é&,t) 一 人 


作 Fourier 道 变换 , 便 得 、 
E(x,t) = (4x 的 -2e-Iel 7 
它 就 是 热传导 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 . 
对 一 般 的 m 阶 线性 常 系数 抛物 型 算 子 5 - P(D) = 总 部 osD” 的 
Cauchy 问题 


lals<m 


ot 
u(x,0) = vo(7) € YZ'(RN), 


其 基本 解 定义 为 问题 


| (5S — P(D))u(z,t) =0, z € RY, t>0, ee 


(5 — P(D))E(z,t) =0, z € RY, t>0, 


| E(x,0) = 6(z) € D'(RN) 


的 解 B(z,b) < "(RY)，t 为 参数 .其 中 , 玉 (z1) 关于 + 变量 弱 连 续 , .规定 为 
差 商 算 子 当 At 一 0 时 的 弱 极 限 . 若 求 得 了 基本 解 B(x,t), 对 问题 (8.3.8), 有 
定理 8.3.3 车 万 (7,t)* wo(T) 存在 , 则 = 二 忆 (Z;t)*Uo(T) 是 Cauchy 问 
题 (8.3.8) 的 解 
证 明 留 给 读者 . 利用 该 定理 便 得 到 热传导 方程 Cauchy 问题 (8.3.6) 的 解 


2 = E(z,t) * p(7) 
= 4rd) vl)e dy 


这 个 公式 在 第 4 章 已 推导 出 来 , 并 验证 为 真 解 . 但 这 里 已 是 广义 函数 意义 下 的 
解 , 因为 广义 函数 具有 非常 好 的 性 质 , 故 不 必 验 证 , 公式 自然 成 立 . 
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(8.3.9) 


8.3.3 ”波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 


求 波动 方程 的 基本 解 将 涉及 更 多 的 广义 函数 的 知识 ， 已 超出 本 书 的 内 容 范 
围 . 下 面 讨论 三 维 波 动 方程 Cauchy. 问题 的 基本 解 . 我 们 定义 Cauchy 问题 


0?  ; 
| (5 — A)u(z,t) =0, £ = (21,72, 23) € Rs, t > 0, (8.3.10) 
u(x,0) = 0, wu(z,0) = %(z) 
的 基本 解 是 问题 
Ca ~ oA) BE(z,t) =0, 2 = (21,22, 23) € Rs, t > 0, (8.3.11) 
E(x,0) = 0, E,(x,0) = 6(z) 


的 解 BE(z,t) e Z'(R:). 不 难 验证 (8.3.10) 的 解 是 E(z,t) * yw(z). 

我 们 仍然 用 Fourier 变换 求解 问题 (8.3.11)， 设 El(z,t) E .9 (了 2)， 对 
(8.3.11) 各 等 式 两 边 的 广义 函数 作 Fourier 变换 , 并 记 EE (&,t) = F[E(z,t)], 
则 得 


2 人 


国信 
dz 十 Q |é| a +>0, 
人 dE 
二 0， 一 一 一 工 . 
让 人 0 一 0 SE(e,0) 
解 得 


(0) = en 


于 是 
BE(z,t) = FB (él),t)] = (2n)-s | edt 


注意 到 这 个 积分 在 坐标 轴 的 旋转 下 是 不 变 的 , 我 们 使 é 辅 过 z 点 , 并 记 lt#| = %, 
利用 球 坐 标 计算 得 


oo 。 2r T 
E(z,t) = co / prdp [ do 上 eilslecos0 sin Gd0 
0 4 0 0 


三 Crolcl) / sin(|z|p) sin(apt)dp 
f .六 (8.3.12) 
加 ralzl om/ [cos(|z| ~ at)p — cos(|z| + at)pldp 
1 sin A(|z|—at) sinA(|z|+at) 
a a | 
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二 [6(z| 一 ob 一 6(z| + ot)] 


-me 


dz| — ot). 


= 读 癌 


上 面 的 计算 用 了 例 8.2.4 和 + > 0 这 个 事实 . 
利用 基本 解 (8.3.12), 便 得 Cauchy 问题 (8.3.10) 的 解 是 


uot) = Bz,t) + pl) 
= | Ble- wt)way 


ed 


4ralZ 一 引 
Ee | 1 g(r - sr = tyas, | (8.3.13) 
-= r6(r — at)[ 二 | wv(y)ds,|d 


= - 三 ro(r — at)lywldr = tly at, 
其 中 , 5. 是 以 z 为 中 心 、 以 rx > 0 为 半径 的 球面 , [yj. 是 vy 在 5, 上 的 球面 
平均 值 . 

类 似 地 , 可 以 定义 波动 方程 Cauchy 问题 


Be 
(ga 一 Q ?A)ulz, t) = 0, z= (71,72,73) € RS, t>0, (8.3.14) 
v(x,0) = p(z), us(2,0)=0 


的 基本 解 , 并 利用 求 基本 解 的 方法 求 得 (8.3.14) 的 解 是 u(z,t) = Stole). 这 
个 结果 请 读者 仿照 推导 (8.3.12) 和 (8.3.13) 的 方法 自己 完成 . 于 是 , 用 求 基本 
解 的 方法 及 登 加 原理 最 后 得 到 波动 方程 Cauchy 问题 


ot2 


(8.3.15) 
u(x,0) = p(7), u(x,0) = (7) 


| 人 Ss aA)ju(z， t) =0, z= (71,72,73) € R, t >0, 
的 解 
u(z,t) = 邑人 [gl 十 t[W]。 


这 就 是 第 3 章 中 获得 的 Poisson 公式 , 不 过 这 里 已 经 是 广义 函数 解 了 . 
.2060 ， 


8.3.4 ”调和 、 重 调和 及 多 调和 算 子 的 基本 解 


首先 , 在 RN(N > 2) 中 考虑 调和 算 子 的 基本 解 (rz,y) E 9Z'(RN), 即 方程 
一 AB(z,y) = 6(z 一 y) 的 ' 广 函 解 . 由 于 A 和 5 函数 在 坐标 系 的 旋转 变换 下 
具有 不 变性 , 我 们 求 形 如 妃 = 已 (r) 的 基本 解 , 其 中 r = jz- yl, 即 有 


dE N-1dE 
dr2 本 一 —6(7). (8.3.16) 


方程 两边 同 乘 以 nx, 注意 到 rw-16(r) = 0 并 记忆 = rw:GE, 便 得 t =0， 
解 得 守 二 cr-n. 于 是 
7 
oe fn N >2， 
cnr，WN =2， 


其 中 , e 是 待定 常数 . 当 N > 2 时 , 在 公式 (5.1.10) 中 取 = ee 多 (2), 其 中 8 
是 RN 中 包含 spt yp 及 y 的 任意 有 界 区 域 , 得 


2(y) = | bz 一)Apdz 


二 es |z — yl >Aodz. 
男 一 方面 , 对 E(r) = cr?-N(N > 2), 有 
p(y) = (6(7 — Y), p(7)) 
= (~ABE(r), yp(7)) 
= ~c(Ar”™”, g(z)) 
= -cr ", Ap(z)) 


3 sa lz — yl -Apdz. 
2 


比较 上 面 两 式 , 得 


“NV 2)wow’ 
当 N = 2 时 , 类 似 地 可 求 出 c 二 -去 所 以 -A 的 基本 解 是 


N > 2. 


1 

re 2 N 9 

E(r)=4N 人 -ww (8.3.17) 
一 元 也 N= 2. . 

当 N = 3 时 , 基本 解 有 明确 的 物理 意义 . 如 果 用 P(x,y,z) 表示 空间 静 
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电场 的 电荷 分 布 密度 ,u(z,y,z) 表示 电位 , 则 w 满足 Poisson 方程 Aw = 

4rp(z,y,z). 如 果 仅 在 点 y 有 一 单位 电荷 ( 乘 以 因子 二 ) ,其它 处 无 电荷 分 布 

则 此 时 电场 电位 函数 满足 方程 (8.3.16), 即 基本 解 是 此 种 状态 下 的 电位 函数 . 
对 重 调和 算 子 A?, 我们 直接 定义 它 的 基本 解 是 方程 


A?E(r) = 6(7) (8.3.18) 
的 解 已 (r) e 9', 其 中 ,7 的 意义 如 前 所 述 . 利用 一 人 的 基本 解 (8.3.17) 知 
cvwyr2-N，N>2 
AE(r) = | LInn, N=2, (8.3.19) 


其 中 
和 
Wo NO Ne 


从 (8.3.19) 式 出 发 求 A? 的 基本 解 . 当 WV > 2 时 , 有 
1 dywnidb 
rr 


对 此 式 积分 两 次 , 得 


当 V = 2 时 , 类 似 地 推导 , 可 求 得 A? 的 基本 解 为 
E(7r) = 二 人 jn 7. 


对 多 调和 算 子 A™(m > 2 是 整数 ), 可 以 用 与 推导 重 调和 算 子 的 基本 解 一 
样 的 方法 , 递归 地 得 到 
二 cmNT2"-NInr， 当 2m 一 入 > 0 上 且 为 偶数 
a 其 他 ， 


其 中 , cx 是 仪 与 m,N 有 关 的 常数 . 证 明 留 作 练 习 . 

现在 我 们 就 结束 对 基本 解 的 讨论 . 值得 注意 的 是 , 本 节 求 得 的 一 切 解 都 是 
广义 函数 , 推导 过 程 中 的 积分 均 应 理解 为 广义 函数 对 此 基本 解 的 取 值 . 所 以 , 本 
节 中 的 推导 不 再 是 形式 的 , 得 到 的 解 也 不 是 形式 解 , 而 是 广 函 空间 中 的 广义 函 
数 解 . 所 以 就 不 必 像 求 古 典 解 那样 , 先 推导 出 形式 解 , 而 后 再 对 初始 数据 或 边界 
数据 甚至 非 齐 次 项 作 一 定 的 光滑 性 假设 后 证 明 形 式 解 是 真 解 ; 也 不 必 像 在 前 几 
章 那 样 个 别 地 引进 广义 解 ( 即 弱 解 ). 由 此 可 见 , 广义 函数 的 引进 使 偏 微分 方程 
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(8.3.20) 


这 一 学 科 获 得 了 新 的 活力 , 并 且 在 理论 和 应 用 两 方面 都 促进 了 它 的 发 展 . 


pa 


心 0 属 


CI 


Oy 


Oo 一 


© 


11. 
12. 


习题 8 


设 Uu(Z) 是 民 ” 中 局 部 可 积 函 数 , 用 第 5 章 5.3 节 中 定义 的 光滑 子 从 (z) 得 


的 光滑 化 函数 We. 证 明 : 当 e 一 0 时 下 列 各 命题 成 立 : 
(a) 若 u EC(RN), 则 vw 一 wu(C(RN)); 

(b) 车 ve Lr(RN), 则 we 一 wv(L?(RN)); 

(c) 若 u EE(RN), 则 we 一 wu(@ (RN)); 

(d) 车 we 9B(RN), 则 vu(Z(RN)). 


. 证 明定 义 8.1.3 后 的 附注 . 
. 证 明 Ce (RN) 在 Lr(RN) 及 C(RN) 中 稠密 . 
“车 fm€ 9(R2), g € D(RY), 则 fg € D(RN) x YZ(Ry), 且 当 fh 


0( 乡 R。 )) 时 ,jg — 0(D(RY) x BD(RY)). 


` 证 明 8.1.3 小 节 中 达 减 函数 的 定义 中 条 件 (ii) 与 那里 的 条 件 (iii) 或 条 件 


(iv) 等 价 . 


. 证 明 例 8.1.5 的 结论 ， 
. 证 明定 理 8.1.8. 
. 证 明 空间 (RN) 是 序列 完备 的 ， 即 若 {pm} C DB(RN), 且 pa(m = 


1,2,.… ) 的 支 集 一 致 有 界 , 对 任意 多 重 指标 a, 有 
sup |D*p。 一 Doo| 一 0 (m, nao 00), . 
TERN 


则 必 存 在 p E 9(R"), 使 Pr 一 2( 9(RN))， 


. 证 明 空间 .F(RN) 也 是 序列 完备 的 . 
10. 


同 例 8.1.5 的 记号 , 证 明 当 m 一 co 时 ， pm(Z) 一 0(.9) 的 充分 必要 条 件 
是 对 任意 @(z) 和 任意 P(D), 有 

Q(z)P(D)pm(z) 一 0(9) 
在 民 N 上 一 致 成 立 . 
设 w(z) < ,ur 是 以 的 光滑 化 函数 . 证 明 当 e 一 0 时 , uc(z) 一 ulz)(.2)， 
设 m(z) 是 第 5 章 5.3 节 中 定义 的 光滑 子 , {2,,} 是 趋 于 无 穷 的 一 一 个 4 点 列 ， 
jzn+l| > |zm| 十 2， 试 证 : 


NT — Tm N 
(wj > SE FR"). 
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13. 设 刀 9eE.9 ,证 明 其 乘积 的 Fourier 变换 具有 性 质 
Flfg] = (2r) ™ FI[f] * Flgl. 
14. 证 明 当 f, gE. 时 ,有 
Ff #9] = (2 FFF [gl]. 
15. 设 f E .8， a 是 任意 一 个 多 重 指标 , 证 明 : 
Flze 月 = ielIDs 严 [月 


16. 证 明 
Fle-l*"/2] 所 (2n) /2e- ls 12. 


”利用 这 个 事实 证 明 : Fourier 变换 书 : .9 一 .FZ 有 连续 的 逆 变 换 
p+ : flo) = 9” 人 Fede. 
17. 判断 下 列 一 元 函数 属于 哪些 广义 函数 空间 : 


(a) sinz; 
(b) z; 
(c) e” 
2 
(@) 1 = 1 0 Sl 


18. 有 天 广 文 娄 民 了 只 个 广义 秀 数 空间 : 
(a) jz) = er cos es 


0) f(D) = 1 1 ~ 


(c) (f, 9) = 三 Pp®(0), vp € CO™(R'). 
19. 证 明 {EN 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 紧 集 开 ， 存在 常数 c 及 非 负 整数 m， 
使 得 
|(f, p<ce >», sup|D°w(z)|, Vp € 2, spt p CK. 


lalgm™ 
20. 证 明 在 广 函 空间 多 ' 中 下 列 收 合成 立 : 


E 
(a) rp = 6(7); 


Wm) 
21. 证 明 例 8.2.6. 
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22. 


23. 


24. 


25， 
26. 


27. 


28. 


设 f(z) 是 广义 函数 , a(Z) 为 相应 py 证 明成 立 Leibnitz 公式 
D(af) = 2 ma oD) 
其 中 ， Qo, b 是 多 重 指标 . 


设 有 广义 函数 | 
Z2，72 | 

df df df 
试 求 3， Ue 
设 

_J1,z7z>0,y>0, 
f(z, -人 其 他 ， 

Of 8f , Of 
试 来 中 下 和 记 扩 
证 明 8.2.4 小 节 中 广义 函数 微 商 的 性 质 2 与 性 质 3. 


记 广义 函数 f(z) = j(z), 若 六 = f(z)(f = 一 f(z)), 则 称 / 为 人 ( 奇 ) 

广义 函数 试 证 明 : 

(a) 6(7) 与 常数 都 是 偶 广 义 函 数 ; 

(b) 偶 广义 函数 的 一 阶 微 商 是 奇 广义 函数 ; 

(c) 任 一 多 广义 函数 可 唯一 地 分 解 为 一 个 偶 广义 函数 与 一 个 奇 广义 
函数 之 和 : 

f= 3(f + 月 + 3 一 月 

(d) f € 3 是 偶 广义 函数 ， 当 且 仅 当 对 任 一 i E 多 , 均 有 
(f, ¢)=0. 

斌 证 明 a(Z) < C~(R”) 是 .9' 乘 子 ( 即 对 任意 VE .7 有 ayp E .7) 的 


.必要 条 件 是 : 对 任 一 多 重 指标 B, 必 存 在 多 项 式 Ps(z), 使 得 |Dsa(zj| < 


|Ps(z)|. 
设 p E Cm(R!), 试 计算 : 
(a) (Z*60"m (7Z)， yp(7Z)), k,m 是 正 整 数 ; 
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(b) (6(az),， p(T));， a 是 常数 ; 
(oO (6 (2), p(T)), $ EO™,; 
(d) lim > coskzx, p(7)). 

29. 定义 RN 上 的 Heaviside 罗 数 为 


0 We 
| Rh 


0， 其 他 . 
证 明 
H(x) = H(zxi1)o H(z2)o0:..o H(zn) 
Bs oH 
让 = 6(71) 0 6(72) 0...o6(TN) 


一 0(0Z1， a , TN), 
其 中 , 符号 o 表示 广泛 作用 的 复合 . 
30. 证 明 例 8.2.14. 
31. 写 出 (8.2.4) 式 最 后 一 步 的 详细 证 明 . 
32. 证 明定 义 8.2.13 后 面 郑 积 的 性 质 (i) 与 性 质 (i 
33. 证 明 8.2.6 小 节 中 广 函 卷 积 的 性 质 3、 性 质 4 与 性 质 5. 
34. 设 fe.9y 证 明 下 列 各 条 件 等 价 : 
(a) Df E [2(RN), |a| < m, a 是 任 一 多 重 指标 ; 
(b) 和 f (©) EL(RY), lal < m; 
(©) P(é) Fe 多 对 所 有 次 数 科 人 m 的 多 项 式 P(E&) 成 立 ; 
(d) (十 全 P)m/ f (€) € LI2(R®). 
35. 设 实数 s > 0, 若 将 .9' 中 满足 条 件 


(1 + |é)"? f (€) € L2(R™) 
的 广 浮 全 体 记 为 及 "(RN), 并 定义 内 积 
作风 = 人 GE 条 和 dt 


试 证 明太:(RN) 是 一 个 Hilbert 空间 . 
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36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 
42. 


43. 


44. 


多 项 式 P(z) = > ak E .7 求 它 的 Fourier 变换 . 

证 明 奇 广 义 函 数 的 Fourier 变换 也 是 奇 广义 函数 ( 见 26 题 ) . 
直接 利用 Fourier 变换 导出 三 维 调和 方程 的 基本 解 . 

证 明定 理 8.3.3， 


利用 热传导 方程 的 基本 解 将 定 解 问题 
| 到 ， + a(z,t)ut+b(z,t), |z| <o%,t>0 
wlio =0 
化 为 积分 方程 . 
给 出 问题 (8.3.14) 的 基本 解 的 定义 并 求 之 , 进而 求 出 问题 (8.3.14) 的 解 . 
利用 三 维 波动 方程 的 基本 解 (8.3.12) 给 出 点 (79, 29, 729) 的 影响 区 域 , 并 说 


明 其 中 常数 a 是 波 的 传播 速度 . 


求 下 列 问 题 的 基本 解 . 
a 一 Qu 二 0, ZERL +t > 0, a 为 常数 
u(x, 0) = 0, ui(7, 0) = 2(Z). 


推导 多 调 算 子 Am(m > 3) 的 基本 解 . 
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H'(0), 158 
Hi(0), 158 
A?, 178 
Am, 252 
oa, 93 
a, 93, 218 
D*, 93, 218 
Zz", 93, 218 
a 次 弱 微 商 , 154 
6(x), 216 
7, 220 
2, 218 
多 广义 函数 , 227 
€, 219 
&' 广义 函数 , 227 
.2 广义 函数 , 227 
大 次 弱 可 微 , 154 
伴随 边界 条 件 , 152 
伴随 边 值 问 题 , 153 
伴随 微分 算 子 , 152 
半 线 性 方程 (组 ), 1 
边界 条 件 , 5 
边 值 问题 , 5 
变 分 方法 , 170 
变 系数 , 1 
标准 型 , 9, 198 
波 的 弥散 , 76 
波动 方程 , 2, 36 
不 适 定 的 , 7 
常 系数 , 1 
超 双 曲 型 , 9, 18 
乘 子 , 233 
神 基 原理 , 72 
初 边 值 问 题 , 5 
初始 条 件 , 5 
初 值 问题 , 5 


208 ， 


引 


传输 方程 , 32 
次 平均 值 等 式 , 123 
第 二 标准 型 , 9 
第 二 类 边界 条 件 , 6 
第 二 类 边 值 问题 , 6 
第 三 类 边界 条 件 , 6 
第 三 类 边 值 问题 , 6 
第 一 标准 型 , 9 
第 一 个 特征 值 , 58 
第 一 类 边界 条 件 , 6 
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第 一 章 绪 论 


8S1 基本 概念 


1.1 定 党 与 例子 
一 个 偏 微分 方程 就 是 一 个 形 如 


如 
lis Ros rs Drs Ws 7 "sy ee -= 0 


‘1.1) 
的 关系 式 , 其 中 ， 关 是 自 变量 ez， wz … ，2n 和 未 知 画 数 4 以 及 有 
限 个 偏 币 商 的 已 知 遂 数 ， 有 队 ， 玉 不 显 含 自 变 数 及 未 知 函 数 ， 但 
必须 食 有 未 知 函 数 的 念 逢 商 。 知 未 知 函 数 不 止 一 个 ， 则 时 方程 也 
不 企 一 个 , 它们 一 起 就 梅 成 一 个 仿 微 分 方程 组 。 除 非 另 有 说 明 , 我 
习 跟 制 让 变量 gi， zy on 取 实 数值 ,并 设 丁 数 %w 及 其 各 阶 偏 微 
商 连 续 ， 
出 现在 方程 中 未 知 沙 数 的 最 高 阶 微 商 的 阶 叫 悦 该 方程 的 稚 。 
而 仿 被 分 :方程 组 的 阶 就 是 其 中 有 阶 数 最 高 的 那个 方程 的 阶 。 如 果 方 
程 (组 ) 对 所 有 偏 微 商 及 未 知 首 数 都 是 线性 的 ， 就 称 它 是 线性 偏 繁 
分 方程 (组 )， 否 则 ， 称 为 非 妈 性 以 微分 方程 (组 )。 在 非 线 性 方程 
(组 ) 中 , 如果 对 未 知 函 数 的 最 阐 阶 微 商 是 线性 的 , 则 称 它 是 执 钱 性 
伪 微 分 方程 (组 )。 进 而 ， 如 果 最 高 阶 微 商 的 系数 仅 是 自 变 量 的 函 
数 , 则 称 这 样 的 拟 线性 方程 (组 ?是 半 乒 性 的 。 对 线性 方程 (组 )。 若 
出 现在 方程 (组 ) 中 的 未 知 羡 数 及 各 阶 微 商 的 系数 都 是 常数 ， 则 称 
它 十 常 系数 方程 (组 ) ,否则 称 变 系数 方程 .下面 给 出 几 个 例子 ， 


Ee Dw TT Caf ， 
] au(m) 5 (wp) = (1.2 
其 中 ，ae =ajs 且 至 少 有 一 个 owj 产 0。 
各 2 
六 二 Ow 0 (1.3) 


dm: Ga Be 


Se = 4 Ay, (1.4) 
多 
SE = 0 (1.5) 
志 上 ， 09 是正 的 常数 ， 
是 十 CU 十 吕 zoo = 二 09 6 为 常数 ， (1.6) 
WT {1.7) 
{ (1.8) 
Dt ott so = 0, 


其 中 ，ws 发 都 是 自 变 量 上 和 如 的 未 类 函数 。 

以 上 诸 方 程 ( 组 ) 吕 ，(1.2) 是 二 阶 线性 方程 , 它 症 二 阶 线性 偏 
微分 方程 的 一 般 形 式 , 其 中 ， 若 #8) 三 0， 则 方程 海 齐 次 的 ， 否则 
称 非 章 次 的 。(1.3)，(1.4) 和 (1.5) 都 基 二 阶 线性 常 系数 方程 ， 
分 别 出 艇 调和 方程 、 热 传导 方程 和 波动 方程 ， 是 本 书 重点 讨论 的 
对 象 。 人世 .6) 是 三 芥 拟 线 注 方程 ， 它 就 是 有 省 的 Korteweg-de 
Vries 方程 ， 简 称 KdV 方程 。(1.7)? 是 一 阶 非 线 性 方程 ， 但 不 是 
洒 线 性 的 。(1.8) 是 一 阶 拟 线 性 方程 组 . 

若 有 一 个 通 获 2 (在 方程 组 清 形 是 一 组 函数 ) 在 指定 的 自 变 量 
的 变 忆 区 域 中 壕 续 ,并 县 有 方程 (组 ) 中 所 出 现 的 一 切 连 续 微 商 ,将 
它 ( 们 ) 代 入 有 关 的 方程 (组 ) 后 上 请 其 成 为 得 等 武 , 则 称 酌 数 : (在 方 
程 组 情形 是 一 组 函数 ) 是 该 方程 (组 ) 的 解 或 称 吉 典 解 。 除 了 古典 
和 解 ， 我 们 站 本 书 中 还 将 过 论 广 凡 解 ， 它 是 古典 解 帮 念 身 推广 。 


T.2 选 加 原理 
许多 物理 现象 具有 送 如 性 ， 上 儿 种 不 同 因素 同时 出 现时 记 产 午 
的 效果 等 于 各 个 因素 单独 出 现时 所 产生 效果 的 总 和 ( 选 加 )。 这 种 
具有 远 吉 性 质 的 物理 现象 反映 到 方程 中 玉 就 是 线性 微分 方程 。 我 
们 以 二 举 线 性 方程 (1.2) 为 例 末 该 明 方 程 蕊 解 的 选 加 性 质 ， 首 抑 
引入 线性 伪 微 分 算 子 
= ,2 GD) FA - +2 C0) 一 一 - ;tole), (1.9) 


于 是 ， (1.2) 林 表示 为 
Iu=f。 {1.2)! 
常常 把 渤 吉 原理 叙述 为 以 下 三 种 形式 : 
i) 设 wv 满足 Lvs = 了 = 1，2，… mm)， 别 它们 的 线性 组 


合 w= 习 core 必 满 尼 方程 [w= 守 csfi 


攻 亚 工 


= 工 


.要 的 条 忻 ， 虽 ww 满足 方程 Tw = Eos 

证 ) 设 wCMU， 半 。) 满 足 Zw = 了 CM，Mo)， 其 中 了 是 自 变量 
{可 以 是 多 维 的 )， 居 , 表示 和 参数 (可 以 是 多 维 参 数 )， 叉 设 积分 

UCM) 一 | wear， Mo)d WM, 
收敛 旦 潢 足 荆 中 内 现 的 求 偏 微 商 与 求 和 运算 交换 次 序 所 适 要 的 条 
忻 , 则 CMY) 满足 方程 
LOO = | F047, Modm. 

此 笋 子 研 的 线性 易 知 ， 这 上 几 个 选 机 性 质 成 立 ， 

以 后 将 经 常 利用 挝 加 原理 把 一 个 较 复 杂 的 向 题 的 求解 化 为 几 
个 简单 问题 的 求解 ， 从 而 使 问题 得 以 解决 。 


ii》 设 we 满足 方程 Dw- fei = 1，2，…)， 并 且 级 数 w= 加 


下 面 给 出 一 个 例子 ， 
例 1.1 求 Poisson 方程 八 w = 二 3088+ 他 的 一 般 解 。 
解 ” 先 求 出 方程 的 一 个 特 解 wz。 由 于 方程 右 端 是 一 个 二 元 二 
次 齐 次 密 项 式 。 故 设 wr 具有 形式 
Wi = 二 
其 中 ，ayBse 为 待定 常数 ， 把 它 代 入 方程 ， 得 
A = TI2ao2 + Bhwyt+ 12cy2 = ag? + Soy + oy 


、 和 1p=1,.-1 
比较 两 边 系 数 得 ，。 a = 20 2 $0 一 J2， 于 其 
w+ 60 y +), 


再 令 w=tw 十 b， 民 入 方程 得 

出 Dy = 0 
作 变 接 : 过 =wy % =iy(i = 一 1), 得 

dre Vn= Os 
再 作 变 换 ，s =#+ 9 #4=£- nm 方程 进而 化 为 

Di 二 0 
解 得 
oO TAD =IETD+T EH = 9 0 +iy) + fv- in), 
其 中 ,fso 为 任意 两 次 连续 可 微 了 本 数 ， 于 是 根据 兴 加 原理 ， Poisson 
方程 的 一 般 解 为 
w= 六 (人 一 各) +g(m+iy) + + Bosgy+ yy) 


$2 定 解 问题 及 其 送 定性 概念 


2.1 定 解 条 件 与 定 解 问题 
一 般 记 单独 一 个 方程 称 汶 泛 定 方程 。 由 上 面 例 1.1 可 而， 


一 个 泛 定 方程 通 堂 有 无 穷 多 个 解 。 为 了 从 中 挑 取 所 需要 的 解 ， 必 
须 对 方程 响 坊 所 锣 定 解 条 人 忻 。 江 定 方程 (组 ) 和 定 解 茶 件 一 起 就 构 
成 一 个 定 解 阅 荐 。 

定 解 条 件 中 最 常见 的 是 初始 条 性 与 边界 条 尾 两 类 。 下 面 以 偏 
微分 方程 中 三 个 最 基 李 的 方程 为 便 , 说 明定 解 条 件 的 提 法 。 

1， 调和 方程 (又 称 Laplace 方程 )(1.3) 的 边 信 问题 

设 CR， 以 62 记 吕 的 边界 。 这 淆 问题 的 提 法 是 ， 求 函数 
多 ECAO)N ONO ) 在 只 内 满足 方程 (1.3)》* 在 边界 89 上 渍 足下 列 
三 个 条 件 之 一 : 

1 4 oo 二 glw)， 这 里 及 下 文 ;4w 均 洗 示 与 9 所 在 空间 同 维 数 ， 
入 变量 ， 届 时 不 再 获 述 。 其 中 9g(2) 是 89 上 已 知 画 数 。 这 个 条 性 
局 Diiichlet 条 伴 或 第 一 类 边界 条 件 . 相 应 的 让 问题 叫 Dirichlet 问 是 
或 弟 一 类 边 值 问题 . 


2) | =9(%), > 是 89 的 单位 外 法 向 ，gp(w) 是 已 知 函 


数 。 这 个 条 件 叫 Neumann 条 体 或 第 二 类 边 春 条 性 ， 相 应 的 问题 
囊 Neumanpn 问 古 或 第 二 类 边 值 问题 ， 


3) (了 可 一 +ow) | =o(z)，c=e(o)>6.。 此 条 件 称 为 Robin 


条 件 或 第 三 类 边界 条 件 ， 相 应 的 问题 叫 Robin 问题 或 第 三 类 边 值 ， 
问题 。 
考 边 界 数 据 或 初始 数据 为 蕉 ， 则 相应 的 条 忻 分 别称 为 齐 次 按 
漠 条 性 或 齐 次 初始 条 忻 ， 

当然 ,还 有 其 它 边 值 问题 ,如 混合 边 值 问题 ， 在 边界 的 一 部 分 
上 给 出 一 类 边界 条 忻 ， 而 在 其 余部 分 给 出 另 一 类 边界 条 件 。 本 书 
主要 讨论 以 上 三 美 主要 的 边 值 问题 ， 

2. 热情 导 方 程 (1.4) 的 定 解 问题 

分 两 类， 

1) Cauchy 问题 ， 又 称 初 逢 问题 。 求 男 数 wlws 4#) 在 全 空间 
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EB" 寻 2 二 阶 连 续 可 微 、 对 一 阶 巡 变 可 微 的 ， 旦 当 #>0 时 对 
所 有 有 wR* 满足 方程 (1.4)， 当 t=0 时 满足 人 条件，w(w，0)= 
Pp(2)， 其 中 po) 基 已 知 前 数 。 这 条 件 叫 灯 始 各 性 ，g(8) 荐 
Cauchy 效 据 。 

2) 混合 问题 。 沁 9%+1 维 区 域 息 ={o 们 rE0Qy>0},. 求 滞 
数 wlws 科 ， 它 在 xX[0， + cc) 上 连续 ,在 驴 内 有 关于 中 的 二 阶 连 
续 偏 微 商 和 关于 的 一 阶 连 污 偏 微 商 ， 且 满足 方程 (1.4) ,还 满足 
褐 始 条 性 wtzw,0) = gp(z) 及 边界 条 性 wlwst) ir= FCw,t)。 其 中 , 症 
是 @ 的 侧 边 界 3Q0x(0,+ ceoy。 另 外 ,应 满足 生 接 条 件 : 在 30 上 
PLE) = Fm 0), 

$. 族 动 方程 (1.5) 的 定 解 问题 

1) (anchy 回 题 ,或 称 初 入 问 题 .在 空间 变量 w 的 整个 空间 闻 " 
及 1 二 0 上 考虑 (1.6) 的 如 下 的 解 wizs:1)， 它 是 关于 gg 和 # 在 {> 
诸 二 次 连续 可 微 的 通 数 ,是 满足 方程 (1.5) 及 初始 条 件 ulw，0) = 
六 (2) 0 = 由 tw)， 其 中 轨 和 古 为 已 知 沙 数 ， 

2) 混合 问题 。 求 浮 数 ww EONOQOX (0 +eco)7mCoaxXx 
00s + 00)) 在 Qx(0,+co) 上 渍 足 方 程 (并 .5); 在 久 的 底面 1= 放 
上 有 zzy0) 二 fn) Wem 0) = 由 (0 在 外 的 制 边 界 玉 上 成 这 
vm 8) = 三 了 tw，#)。 此 外 ， 还 应 满足 衔接 条 件 ， 在 89 上 fiw 0} 
=gp{m) 和 fn, 0)= 人 ww)., 

以 上 对 混合 问题 的 提 法 用 了 第 一 类 边界 条 件 ， 当 然 也 可 以 用 
第 二 或 第 三 类 边界 条 件 ，。 
2.2 ” 适 定 尾 概念 

对 事先 选 定 揭 某 葛 数 空间 ， 如 果 定 解 问题 前 解 在 该 函数 鹤 丫 
在 、 礁 一 、 且 当 和 定 解 数据 发 生 微小 变化 时 解 葛 变 化 也 微小 :如 隔 
误解 巧 牙 定 约 ), 则 称 该 定 解 问题 是 适 定 的 ， 否 则 1 称 该 问 古 时 未 潘 
定 约 。 对 定 解 问题 适 定 性 的 讨论 是 偏 微分 方程 理论 研究 的 主 恬 内 


所 


容 。 以 工 对 三 类 方 神 定 解 问题 的 不 同 扣 法、 就 是 考 上 处 到 问题 出 适 
定性 所 致 。 对 定 解 问题 适 定 性 的 讨论 将 量 穿 本 书 的 始终 ， 它 评 现 
在 洽 逐 个 方程 (组 ) 的 具体 定 解 问 题 的 详细 研究 中 。 另 庆 ， 我 们 也 
将 讨论 得 的 活 请 性、 有 界 性 等 其 它 性 成 。 

由 于 稳定 性 概念 涉及 到 两 个 汕 数 间 的 下 离 ， 而 不 同 肖 数 空间 
的 拓扑 可 能 不 同 , 因而 稳定 村 的 具体 描述 随 空 间 而 不 局, 如 果 在 赋 
范 空 间 如 中 沽 虑 方程 的 定 和 解 问题 , 以 请 和 方程 第 一 边 值 问题 为 例 ， 
车 对 应 子 向 一 方程 的 两 个 不 千 边 界 数据 pi(2) 与 pa(p)。 解 分 别 
为 tm 与 ws: 则 稳定 性 可 表述 为 : 任 芭 sgs>>0 "存在 3>>0， 司 得 只 要 
| ~ gals 三 8。 识 有 |wi 一 wrln 过 se。 

如 时 对 定 解 问题 提 法 不 适当 ， 可 能 导致 该 问题 的 不 适 定 性 ， 
Hadamard 曾 给 出 一 个 车 名 的 例子 说 蜡 问 题 的 解 虽 然 存在 ,唯一 ， 
得 不 稳定 , 从 而 问题 是 不适 定 的 。 他 的 例子 是 考察 问题 


Hr oy = Om Hs 
| 0) 一 站。 wrims 0) = 之 sinnz， 和 为 正 整 数 《1 ,1I07》 
让 (用 Y= Tm Y= 0, 

不 难 验证 函数 


se Y) = - Sinmoshrng (1,11) 


荐 (1.10}) 的 解 。 可 以 证 名 解 是 唯一 的 ， 但 并 不 稳定 ， 因为 把 这 和 解 
各 遍 论 方程 的 齐 次 边界 条 件 及 齐 次 初始 条 件 下 的 解 由 =0 相 比 
菊 ， 在 连续 函数 空间 ， 两 者 的 边界 及 初始 数据 之 差 的 绝对 值 可 以 
变 得 任意 小 ( 当 n-» co), 但 解 的 差 的 绝对 值 在 任意 固定 的 点 (ey， 扫 
(0， 可 以 变 得 任意 大 。 局 样 可 以 说 了 表 , 在 五: 空间 ， 解 也 是 不 
稳定 的 从 而 , 问题 (1.10) 是 不 适 定 的 、 所 以 ,对 调和 方程 不 能 所 
视 会 问题 ,同样 可 以 说 明 不 能 提 Cauchy 问 题 。 


$3 二 阶 半 线性 方程 的 分 类 ”标准 型 
3.1 多 个 自 变 是 情形 


考虑 方程 
二 O27 Bu ny 
m+ QU - 9 
rT) 3, Fi Bo 3 ) 0} 1.12) 


其 中 ，gqes= ar 是 ww 的 连续 可 微 画 数 ，w ED 二 RCn 庆 2)，。 
在 点 刀 "” 处 考虑 方程 (1.12) 的 钱 性 主 部 


Tn 思量 


Do ,qd = qt"), 
dvd 


QO = Tait C1.13). 
这 里 = (ys 6 ER 
二 次 型 (1.137 叫 做 方程 (1.12) 的 特征 型 ,由 一 次 型 亚 论 可 疗 ， 
存在 一 个 实 满 秩 钱 性 变换 


6 人 Gatehey = 2 cl.1d4)- 
:把 上 1.J3) 长 为 标准 型 
QD) = 总 土 二 :其 中 mm， (1.15). 


把 二 次 再 ( 忆 ,13) 化 为 虽 .15) 的 实 满 秩 线 性 率 换 (1.14) 不 是 了 唯 
一 上 的。 但是， 在 二 次 型 (1.15) 中 所 售 正 项 的 数目 与 负 项 的 数目 是 
出 二 次 型 (1.13) 本 身 决 定 的 , 与 变 搞 人 1 ,14) 的 选取 无 甘 .。 所 以 ,下 
商 允 方程 在 点 2 ”的 分 类 仅 取 决 于 方程 的 线性 主 部 的 系数 .. 

好 时 蕊 求 出 某 一 线性 变换 (1.14) 把 二 次 型 (1.13) 化 为 标准 型 
《1.15)， 则 具有 矩阵 (as 的 转 置 矩 阵 的 线性 变换 


Ex = Pa EE=1s 29 1 (1. 1BY- 


就 把 方程 (1.12) 作 为 


ax) WE 二 一 0 {1.17> 
4 hd OE 6 
的 形式 其 中 ， 
+1i 或 一 ]， 当 = ?了 
uw ) ={ , 四 » 
0， 当 % 王 7 或 4=2>m。 


形 如 (1.17) 的 方程 叫做 方程 (1.123) 在 点 wm" 的 标准 型 ，. | 

如 上 所 说 ， 对 于 区 域 2 内 每 一 点 ww” 莉 可 把 方程 (1.12) 标准 
化 ，。 根 据 它 的 标 淮 型 (1.17) ,我 们 有 以 下 分 类 ; 

1 车 gtt'T 全 不 为 零 且 上 内 有 岗 一 符 导 , 称 ( 民 .12) 在 点 区 是 
精 圆 型 的 . 

2) 若 m=mn， 且 owtzw") 中 有 mm 一 1 个 同 导 ， 贡 称 (1.12) 在 2” 
基 双 曲 型 的 ; 若 二 且 其 正和 信和 贫 值 的 qautw" ) 个 数 都 大 于 ls 
则 称 民 1.12) 是 超 双 曲 型 的 . 

3) 若 2w<ns 称 (1.12》 在 w* 是 广义 抛物 型 的 或 抛物 型 的 ， 
对 线性 方程 ， 若 有 一 个 autw") 等 于 堆 ( 设 为 glw"))， 而 所 有 其 


余 au(w") 有 相同 符号 ， 且 - 让 -的 系数 不 为 零 , 则 称 (1.12) 在 ze 是 


狭 久 抛物 型 的 ,或 盘 称 抛物 型 的 。 

震 方程 (1,12) 在 如 内 每 一 点 都 是 酉 贺 的 、 双 曲 的 或 凶 物 的 ， 
则 分 别称 它 在 只 内 是 查 回 的 、 双 虽 的 或 抛物 的 。 若 一 个 方程 在 DO 
内 一 部 分 区 域内 是 椭 锅 型 的 而 在 其 余部 分 上 是 双 曲 型 的 ， 则 称 它 
在 纪 上 基 混 侣 型 的 。 例 如 ,Tricomi 方程 iss 十 wyy =1 在 含有 
轴 上 的 点 的 区 域内 总 混合 型 的 。 

及 外 ， 妆 ”=2 时 ,方程 .12) 的 双 曲 型 和 标准 型 

We yy 十 Fiws Ys Watp) = 
在 满 黎 线性 变换 
E= 四 十 久 N= Ys 

之 下 变 为 


由 站 十 Pts We Hy Hes Hy = 0, 
称 它 为 方程 (1.12) 的 苋 二 标准 型 。 

入 多 例子 表明 ， 当 自 变量 的 个 数 多 于 两 个 时 ， 一 般 不 存在 变 
换 旺 .16) 把 方程 (1.12) 在 整个 区 域 吕 上 化 为 同一 类 型 , 甚至 不 管 
怠 密 女 小 。 但 在 两 个 自 变量 的 依 形 ， 在 对 方程 的 系数 作 了 很 一 般 
的 根 误 后 ,就任 在 变换 人 (1.16) 把 方程 (1.12) 在 整个 区 域 9 上 (有 
讨 需 发 台 适 当 小 ) 化 为 同一 类 型 的 乐 叭 型 。 下 是 ， 就 讨论 这 种 博 
形 ， 


3.2 两 个 自 变 有 是 的 二 阶 半 线性 方程 化 为 抒 准 型 
1. 特征 线 方 程 和 特征 线 


考察 两 个 自 变 量 的 方程 
3 
11 人- -十 2q1ls ja + qz 3 + FP(w, Vy ts ee- 多 -到 
= {Wy EQNTR, 1.18) 


其 中 系数 diiy， aas 和 ax 是 (ay 人 凡 的 二 阶 连 续 可 摧 孙 数 ， 并 设 ans 
G1s FH gz 不 同时 为 零 。 
考虑 (1.18) 的 线 考 主 部 


Le 
一 十 2013 


dw _ 
3587t am By 9 (C1:19) 


Low = 41——- de 


Om 
. 订 尾 何 可 道光 将 恋 换 
二 = 才 (my VY P= nr, YY, $0, tm YE NC 
容易 算出 
Huo 2 + gi + 3 Be Lt -a 3 -To 
“1, 20》 
其 忠 ， 
Hi = G62 十 gr ty + quad? 
Gl2 = dues Gls (Eony + Eyns) + G22E ny 


i0 


ds = Gd1192 十 Sona 十 Gai {1.21)} . 
慑 伏 ， 应 要 求 旨 ， nEO LR), 
与 相应 的 特征 型 guéi+ Dantits + qt 在 一 虚 (go 很 》 
En 能 化 为 何 种 标准 型 ,由 3.1 段 知 ; 联 决 二 它 的 判别 式 
T= dls— ddss {1.22) 
若 E=f0(>0，<0)， 则 称 方程 (1.18) 在 该 点 是 挑 物 型 ( 双 曲 
型 ， 权 名 和 型)。 由 人 .21) 戒 可知; 了 要 使 so 也 a3 等 于 窟 , 则 5 或 了 
应 是 方程 
I1192+ DopoPy + Gyz9 = 0, (1.23》 
的 解 。 方 程 (1.23) 叫 做 方程 (1. 18) 的 特征 方程 ， 而 对 应 的 常 微 和 他- 
方程 
dud — 2qde dy +t odp’ = 0, (1.24) 
册 梓 方程 (1.18) 的 特征 线 方 程 (或 算 子 也 的 特征 方程 ,特征 线 方 
程 ), 它 所 确定 的 方向 -9 和 称 为 特征 方向 ， 其 积分 曲线 称 为 Z 或 
方程 (1， 0 
Ow 


例 1.2 {i1—z 2) 一 一 pg (1 一 a Vay + fw 由 


地 = 

出 判别 式 了 =( 一 33 和 一 (1 一 多 1 一 及 ) = 一 1+42+ 久 知 , 在 
区 域 史 十 久 >>1 中 方程 是 双 晶 弄 的 。 在 圆周 w+ 玉 =1 上 是 摔 物 
型 的 , 在 区 域 叶 + 只 <1 内 是 椭圆 更 的 。 特 征 强 方程 是 

C1— wd + ?mydpdyt (1 ~ dw =0, 
它 的 解 就 是 原 方 程 的 特征 线 . 

不 难 证 明 ，z= pltw，y) 是 方程 〈1.28) 的 解 的 充 要 条 件 是， 
oftpi3=noge 是 任意 常数 ) 为 (1.24) 的 通 积分 ， 于 是 ,求解 (1.273》 
与 求 (1.24) 的 通 积分 等 价 ， 

里 三 种 方程 的 划分 可 知 , 在 精 圆 型 区 域内 不 存在 实 特 征 方 癌 ， 


I{ 


' 福 双 则 型 区 域内 每 感 存 在 商 个 不 同 的 实 特征 方向 ; 而 在 抛物 型 区 
域内 每 点 有 具 存在 一 个 实 特征 方 负 ， 因 此 ， 方 各 的 双 出 更 区 域 被 两 
徐 特 征 线 网 要 盖 , 丽 抛物 型 区 域 仅 由 一 簇 竺 征 线 网 覆盖 . 

例 1.3 考察 方程 


i 日 2 好 _ - 
Vy" pr + By 0 ”为 奇 的 自然 数 。 (1.25) 


特征 方程 为 


yrdy?s + dm? = 6, 
因此 , 在 半 平 面 $0 中 没有 实 特征 线 ; 在 y=0 和 半 平 面 y<0 中 
每 点 分 别 有 一 条 和 两 条 实 特 征 线 。 不 难 求 得 , 当 gy<0 时 两 仁和 蜂 征 
线 为 


91、0z 为 任意 名 数 。 这 两 息 特 征 线 履 痊 了 半 平 而 y<0 (图 1.1)。 


i 


图 1. 
2、 方程 化 简 为 称 准 型 
出 以 上 讨论 可 知 ， 只 要 把 自 变量 的 变 搞 


12 


一 — d(é,n) ' 
E=é(m, Ws HF= nt Y), Tp (1.26) 


取 为 方程 (1.18) 的 特征 姐 线 ,就 可 把 方程 化 为 标准 型 ; 以 下 分 三 种 
1) 在 Qi 内， 判别 式 (1.22) GE>0， 此 时 方程 (1.18) 是 双 虹 
型 。 特 征 线 方程 (1,24) 有 相 蜡 二 特征 方 千 


dy _ + vals — G11022 ， 
首 11 


| (i.27) 
dy dz 一 wais 一 atigza 
dx U11 “ 
得 两 得 不 同 的 特征 线 
pilT 一 C1 Potpy YN) = tos 
ig 及 Pi Pos 及 Psy 不 同时 为 零 ， 则 有 


日 (Pdy Pe ) 
wg) 0° 


于 是 ， 令 
专 = pm Ys n= pm, Y), 
方程 (1.20) 中 的 ao 和 as 都 变 为 零 , 同时 由 可 道 线性 变换 不 可 能 
把 二 阶 方程 变 为 一 防 方 程 的 性 质 ， 知 qia 关 0， 从 而 方程 (1I.18)? 化 
为 第 二 标准 型 
Wint GE ny 0 (1.28) 
再 令 
= s+) 中 = 二 (一 


则 (1.28) 变 为 第 一 标准 型 
wha Wet G(s dy Css) =0, (1.29) 
2) 在 信 内 8=0， 此 时 方程 (1.18) 是 卸 物 型 ， 由 于 g=0 知 。 
G1924 = Gia320， 不 妨 设 at 和 和 as 都 是 正 数 ， 故 (1.23) 式 可 改写 
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Can prt vas Py) = 0 
故 特 征 线 只 有 一 艇 ,由 特征 方程 (1.24) 可 得 


dy a 
L G11 


解 之 得 gw sy) =c， 于 是 ， 取 = glw， 仍 关 常数 ， 再 适当 诸 


取 ? =m(o, 殷 使 BE #0, 例如 可 取 力 = 这 时 人) ~ _&, 


短 0。 素 实 上 ， 若 $=0， 则 因 ou 去 0， 由 aa C2 + Vv qos az 区 = 
wa 和 =0 得 如 =0， 于 是 ，E= 常数 , 牙 古 。 对 使 吉 =0 的 个 别 
点 ， 可 取 21 的 子 城 不 全 这 些 点 ， 于 是 在 这 个 变换 之 于, (1.18) 化 
为 标准 型 


oda GE nu sn) = 0, 
这 里 a3 关 0， 用 它 除 方程 两 端 得 
下 十 Gl Wes sn) = 人 0, {1.30) 
车 (1.30) 是 线性 的 ， 妈 为 
Wn = OI +t bient CI + GA 
可 作 未 知 蛆 数 的 代 摘 
w= vexp (过 二 ena 


便 得 到 关于 ww 的 方程 
09 一 要 者 们 ;十 0 人 二 全 本 (1.31) 
在 {1.31) 中 ;不 再 出 现 关 于 ;的 一 阶 微 商 项 . 
3) 在 人 0 内 8<0， 此 时 (1,18) 是 梯 辐 型 ， 由 (1,24) 知 , 原 方 
程 不 存在 实 的 特征 线 。(1.24) 的 通 积分 是 复 沙 数 
Pup = Pm WH) + pw = es, 
并 县 设 Yo 9r 不 同时 为 替 ，g1，gs 是 实 孙 数 ; 这 时 ，2 = py oj 
满足 (1.23)。 作 变换 
E= p10 Y), n= pelws dl)s (1.32) 


可 以 征明 0, 事实 上 ,由 (1.23) 式 得 


Ga 人 es 一 一 【alz 十 iaataaa 一 ais Lr 


分 开 实 部 与 虚 部 ,得 
a11¢, 一 一 1s + VAL922 — Of ry 
G111s = 一 qi — O11ds2 一 0 和 (1.33) 


由 于 go1 关 人 (于 8 之 0)， 苹 成 江 
a 
én, 一 Emo 二 9 1 CE2 十 7) 


上 式 不 等 于 霍 ， 否 则 便衣 亡 = =0， 再 由 (1.33) 式 可 得 = 
=0， 从 而 p= 9=0， 与 所 设 耶 盾 。 
由 于 上 《+ 访 满足 (1I.23)， 代 入 后 分 开 实 部 与 虚 部 得 
HE 十 Dg dy + aaadt = 01198 + Dgi2nsny + 022!» 
Qs ns FF an Eony + Eyns) + dwt yny = 0 


因此 ， 得 (1.18) 的 标准 型 


dee + tant GE Ws Ven sn) 二 站。 {1.34) 
例 1.4 讨论 Tricomi 方程 
oz 二 My 《 工 ,35+ 
的 类 型 ,并 作为 标准 型 。 


因 判 别 式 @= -y， 故 方程 (1.35) 在 上 半 平 面 >0 是 梢 呵 

型 ,在 下 半 平 而 是 双 晶 型 ,而 在 包含 一 怒 g 轴 的 任 一 区 域内 是 混合 
型 的 。 现 在 分 别 在 上 、 下 半 平 面 将 (1.35) 化 为 标准 型 。 

(1.35) 的 特征 方程 是 . 

ly + dr = 0, {1.36» 


妆 w<0 时 ， 得 方程 (1.35) 的 特征 组 
间 一 二 一 到 3/2 > Ls 
和 合十 ("= 心 # 


is 


8 一 二 (一 2024， n=0t (2, 


既 过 计算 ， 得 方程 (1.35) 在 下 半 平 面 上 的 标准 型 汽 
Wn™— BE 一 外 = 站 9 站 


当 8f>0 时 ，(1.36) 分 解 汶 两 个 复方 程 
dw ti/ydy=0 和 和 dz-iv ydy=0, 
取 det+iw ydy=0 的 复 解 
了 人 = 0 
务 开 实 部 和 虚 部 ， 作 变换 
可 在 上 半 平 面 化 (1.35) 为 标 稚 型 


1 
37 一 0, yr>0, 


. WEE on + 
例 1.5 讨论 方程 
dats 十 {四 十 Hy 十 .人 WE 一 人 C1.37) 
的 类 型 。 并 求 当 ww 天 时 的 通 解 。 
六 浏 别 式 


+ ~ 
d= TY A 220。 


所 以 ， 当 xw 一 y=0 时 ,方程 是 氟 物 型 的 ; 当 g 关 Y# 时 ,方程 是 双 上 蝎 型 
和 的。 特征 线 方 程 (1.24) 为 
dy nm_dy -_ 
dv “1 和 和 


特征 线 是 
xy 一 4 和 =eol 和 Y= Cs 
它们 分 别 为 斜率 等 于 1 的 直线 钥 和 等 轴 双 曲线 忽 { 1.2)。 


i6 


由 于 在 双 晶 型 区 域 中 


dtms y) (9 Y) * 


政 作 变 摘 


£=y-w, N= a, 


图 1.2 
通过 计算 ， 得 到 (1.37) 的 标准 型 
WE 于 三 0, 


为 了 求解 ， 臻 写 上 式 为 


积分 得 
-au = 了 (9)， 玫 为 任意 可 积 通 数 ， 
El 
因此 
- 加 | 3 
w=E Fim dniy 
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gt Rt), 
其中 ，9 刊 瑟 为 任意 二 次 连续 可 徽 函 数 ， 这 就 是 方程 (1,37) 在 和 
天 区 域内 的 通 解 ， 


$4 一 阶 拟 线 性 方程 
一 阶 偏 微 分 方程 只 次 形 式 


Fig des sDnr td odo Wr sdrn)} = 0, C1 .38) 
甚 中， 二 Cpls wy 2 是 未 知 末 数 。(1.38) 的 通 解 可 以 通过 
解 一 个 党 微分 方程 组 得 到 。 这 是 它 与 高 阶 方程 和 一 阶 偏 微分 方程 
组 在 求解 方面 的 根本 区 别 。 这里， 我 们 仅 讨 论 一 阶 拟 线 性 方程 并 
和 且 限 于 两 个 自 姿 量 的 情况 ， 所 有 结论 和 方法 都 适用 于 多 个 自 变 量 
的 情况 。 


4.1 特征 曲线 与 积分 曲面 


一 阶 氢 线 性 方程 具有 形式 
tw, 凡 本) 十 下 (友和 到 全) = cm dy, 《1 .39 
在 型 《或 司 中 区 域 马 ) 中 ， 方 向 (a kz 2) Bp Y 2) 
co 2))， 即 {1.39) 的 特征 方向 ; 定 久 了 一 个 向 量 场 。 我 们 称 处 . 
处 与 方向 (ap，c) 相 切 药 曲线 是 (1.39) 的 特征 曲线 。 灌 特征 曲 针 
显然 成 这 


de _ dy . dz 
alws V32) blws YH2) elm Wz) 


So ws 2) SF Bep,y,s), de = os 9, 4) (1.40) 


共 中 ， 1 是 参数 ， 由 (1.39) 忒 可 知 , 积 分 曲面 z=w{x， 急 便 是 处 处 
与 特征 方 品 相 切 的 曲面 .关于 特征 上 出 线 与 积分 曲面 药 关 系 , 我 们 有 
定理 1.1 和 若 特 征 曲 线 7 上 一 点 Poos gos H) 位 于 积分 曲面 
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汶 :2=4 vs) 上, 则 7 整个 位 于 SS 上。 
证 ” 设 y 的 方程 是 
t= oi) Y= Yt 2= zt)s 
则 它 是 (I.40) 的 解 ,内 当 t=t0 时 wo= wito)s Yo= Y(to)9 为 = to)。 
出所 设 条 人 御 ，(Ca(to)，3t0)，2it0)) EN， 记 
U=U) = — up) YE 
所 PES， 所 以 可 (10) =0。 由 (1.40) 得 
— dm a To Tm 2 


了 入 函数 避 ,， 便 得 U 的 常 微分 方程 


ow UT + uo 9)) was)alss yh U + up, Y)) 
— ym Dm U4 wy)), C1.41) 

其 中 ，2=w(t)，Y= V0)。 

因 z=wtwm 四) 是 (1,390) 的 解 ， 旅 口 寺 0 是 (1.41) 的 一 个 解 。 
由 常 征 分 方程 解 的 唯一 性 定 到 知 ， 这 是 当 t= 加 时 等 于 等 的 唯一 
解 ， 所 以 也 (共生 0， 即 x( 站 二 wtp 人，91))， 所 以 YEB. 

由 该 定理 知 ,， 任何 积分 曲面 5S 都 是 特征 曲线 的 并 ， 即 过 上 
每 一 所 都 有 一 条 包含 在 吕 中 的 特征 曲线 。 反 之， 如 有 困 则 面 六 :x= 
zy gj) 是 特征 曲线 的 并 ， 刚 易 知 号 必 是 积分 由 面 。 
4.2 Cauchy 问题 

大 家 知道 ， 一 阶 常 微 分 方程 的 基本 问题 用 初 值 问 题 , 即 在 
?中 洽 出 一 个 函数 也 (t，9， 办 和 一 成 (0， 饭 ) ER 求 一 个 定义 
在 如 的 邻 成 中 前 图 数 y(t1)， 使 得 FO 下， (二 0 及 (to) 
= 中 。 在 本 看 我 们 潜 虚 一 阶 拟 线 性 偏 舍 分 方程 的 由 碰 问题 ， 即 
人 Cauchy 六 是 。 

设 有 空间 上 曲线， (az 护 信 = (fs) ,G15)s (5))，s 是 参数 ， 
Cauchy 问题 的 提 法 是 : 求 (1.39) 的 解 z=wta, 拉 个 满 挟 RC5) 


了 9 


=4tFs)y， 83) 即 积 分 曲面 过 ?了 。 我 们 要 证 明 , 在 ? 的 邻 域 
中 ，(1.39) 的 Cauchy 问题 的 解 存 在 叭 一。 因为 7 可 以 被 位 于 其 
十 的 有 有 限 长 瑚 弧 所 覆 董 , 若 在 每 个 开 弧 附近 得 到 解 的 存在 唯一 性 ， 
旭 记 证 必然 成 立 。 故 须 证 了 明 

定理 1.2 设 星 线 ? 了 ，(opy 2 4) 一 《CFC9)s gs 页 (8)) 光 滑 旦 
+g 尖 0， 在 点 Po= (oo 的 为) 二 (f(s0)，g{50) 下 Ci)) 处 
了 (0) gCs0) #0, (1.42) 
外 人 0 5 
尺度 a(23 抱 和，0(2s 9 2 Ctws 扩 芭 在 > 附近 光滑 ， 则 Cauchy 


问题 


人 Wt 天才 于 到) = es YW, Hyy (1.43) 
FS) Hs)) = hs), 
在 5 的 一 郭 域内 存在 唯一 解 。 

证 由 定理 1.1 知 ,这 种 解 是 唯一 的 ,因为 任何 通过 的 积分 
曲面 都 基 过 ? 的 特征 曲线 的 并 。 因 此 ,车 有 两 个 解 ,它们 必 在 YY 附 
近 重 合 。 下 证 存在 性 。 

在 5 附近 , 即 对 某 3>>0， 在 13- 56| <8 中 求解 (1.40), 使 当 
it 一 0 时 有 (092) = (zs)sg(s) 天 (7)。 由 党 微分 方程 的 理论 ,这 
梓 的 解 存 在 唯一 且 属 于 C1， 记 解 为 

和 一 下 (781 一 下 (gs 有， 2= Zsst), ls— sl Ed, Ot<T, 

(C1.44) 
它们 关于 s, t 满足 

=a,2), Y=b(F,Y,2), Z,=0(I, VY, Y), 

(1.45) 
及 初始 条 件 
Xs0) = Fs), Filsyd) = 0g(s), cts30) 二 而 KS)。 《了 .46) 

由 所 设 J 了 0， 于 是 根据 隐 函 数 定 理 ， 可 从 (1.44) 中 前 两 式 

解 出 


ss= {8 t= To DD, |s-s| Sd, Ot 
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并 酒 是 Spos 0) = 50 Tpos WH) = 0。 于 是 
2 一 区 《六 (py 的) DT Hf)) 1.47) 
就 是 所 求 的 解 。 于 实 上 , 令 8*=min{5,51}，T* =min{ 信 ,771)， 
则 当 ] 8 一 $0 过 6*+， 人 0 所 1 和 人 D* 时 ,有 
ZSm Tm | ,0 = ZSI0) = hs), 
故 满 足 初 始 条 任 。 下 证 (1.47) 满足 方程 (1.43)。(1.47) 分 别 对 
zm; 站 求 偏 外商 得 


了 = 十 pr = (1.48» 
《1.44) 前 二 式 分 别 对 zw 求 偏 微 商 ， 可 解 出 
-1 = 一 上 

属 。 = ATr; .了 Ta (1.49» 


其 中 ，A = 天, 了 7 一 芒 z 了 ,天 0( 因 J 了 0)。 类 似 地 ,由 {1.44) 前 二 式 
对 y 求 篇 微 商 可 解 时 B= - 站 ,Py = 大 卫 ,， 将 此 二 式 及 


‘1.49) 拒 入 (1.48)， 进 而 将 (1.48) 代 入 (1.43) 中 方程 的 让 端 ， 得 
a{ ,YF, ZL, +t bER,Y, ZF, 
= (SY -ZY ot (ZR,+ ZR, 
注意 到 互 ,= a， 了 ,=b， 把 它们 代入 上 式 , 并 利用 4 的 表达 式 
化 简 得 
a VY IIH Ht ON YT, FIZ,=eR,Y, SZ), 
即 业 = ZKStz om(zy)) 确 是 Cauchy 问题 (1.43) 的 解 。 
附注 ”条件 (1.42) 即 .7 关 0 保证 了 YY 在 s% 点 的 方向 不 是 特征 
方向 。 因 为 车 了 =0， 从 (1.43) 知 在 35=3So w= Fio)，8= 95so0) 
处 三 个 关系 式 
oF 一 8 =0, hi = ut uy 2 二 
成 立 。 册 此 推出 Bh' 一 cg' =0 和 ah' 一 cf'=0， 从 而 f',， gq',h! 与 
4bsc 成 比例 ; 即 y 在 %m 具有 特征 方 出 ， 所 以 ,我们 的 证 明 是 在 
为 非 转 征 曲 线 前 前 提 下 进行 的 。 
闫 便 指 出 , 车 7 是 特征 线 ，Caucehy 问题 (1.43) 将 有 无 穷 洛 
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-个 策 。 因 为 过 ? 上 点 五 引 注 足 《1.42) 的 任意 曲线 7Y*， 以 7" 为 
补 始 上 曲线 乞 Cauchy 问题 (1,43) 就 可 得 到 这 些 解 。 
若 (1.39) 中 By 6 与 攻 无 闫 ,就 变 成 弘 性 方 私 , 故 这 里 讨论 的 
方法 及 娃 论 对 线性 方程 亦 适 用 。 
例 1.6 已 知 则 线 Y， w=5, y= 3 4 = 六 0<s<1。 求 解 
:Cauchy 问题 


人 Hy = ls 


| = 一 
时 四 


解 ”首先 ,条 件 (1.42? 是 汶 足 的 , 因为 在 7 上 


六 及 工 I ， 
J= 一 | 3 1 =] 一 一 才 0， 0s 之 1，。 
性 pb 2 2 
和 解 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 
dr ,dy ds _ 
dd Pd dT! 
(ms yz = (s 5 末 
得 
=t+ Y= = 纺 .+ 中 
#¥ 二 1 > 人 一 二 十 3y = 了 十 2 +s 
由 它们 消 尖 3 及， 得 
(AY 20 — 0 ) 
2C2— Ww) * 
- 瑟 妈 为 所 求解 wm), : 


例 1.7 求解 Cauchy 问题 
oN) ds Ow_ 
(p—Yy~ Nw) Bp oNn By 十 如 
0 


.了 


解 ”初始 曲线 ? 的 参数 方程 为 : w=0,y=;, z=0。 在 yY 上 
0 
p—35 —oeNn 


解 季 微分 方程 组 的 初 值 问 题 
[a “ov dy - — Cns 9 = 
| 


二 3 一 户 天 和， (3 关中 7 


" 


t=0, w=0, Y= g= 0 
得 
T={p— SM+oN(n— /2 y= —eNnt+ sys= et, ©1.50) 
在 (1,50) 前 两 式 中 和解 出 + (注意 到 初 值 ) 得 
£ = CT [CoD -yp Nm es J, 
代入 (I.50) 第 三 式 , 得 解 


= Lp- WD- pn loNe]. 
例 1.8 考虑 多 个 自 变 量 情况 ， 求解 Cauchy 问题 


Go 8 Br 
ee Bo + Bo = Be 

Wp a D3) | za 二 PDL Wa), 
解 ” 本 匮 中 初 妈 曲面 参数 式 是 


Ts 1 一 3 人 一 3 Wa= 0 2= Pissse)y 


在 I 上 


A lq Os 
， 人 31 Os ds 1 0 0 
了 =| Bo om Br |=|0 1 一] 到 0 
Os; ds 日 S。 s1 25, 
出 1 2 1 


解 茹 微分 方程 组 的 初 值 癌 题 
| dy! - dpa _ pm, Ta =] dz 32， 


di ?dt di ” 全 
【 WP1 ym Dy 10 一 (S19 sD {Ss So) 


2 


M1 = es Ms 一 S262 Ta—ts 2= Pp{ 3 ss) en 
条 三 个 方程 解 出 bs 和 s。， 民 入 z 的 表达 式 得 解 


az 


2= PME ™, We ee 


习 是 


1， 判定 下 列 方程 的 类 型 ， 
《] 》 外 "os 一 yy 一 了 
(2) tort (w+ VIMsys = 0 
(3) Wrz t+ wiftyy = 0 , 


[a] s 必 天 0 


(4) Sg tt Dry t Sgnatty, = 0 HEI = | 
0 z=» 
(5) Woe Zp + Batsr tt Hoyt Uyst ys = 0, 
2. 化 下 列 万 程 为 标准 型 。 
(I) Dy mY t YUyy 人 9 
(2) Mert ws = Os 
(3) 证 ws 一 ermuyyt Wr = 0, 
3，、， 作 末 知 硬 数 的 线性 变 撞 ,把 常 系数 方程 
Aw+ awst Buryt eust du=f 
中 所 有 一 阶 旱 数 项 消 二 ， 
4. 证 明 两 个 自 变量 的 二 阶 融 性 方程 经 过 可 送 变 摘 后 类 型 不 
会 改变, 即 经 过 这 种 变 接 后 ， 判 列 世人 = 01s 一 giidzs 的 持 可 不 变 。 
5. 证 明 丙 个 自 变量 的 二 阶 壳 杀 数 到 易 型 方程 或 梢 图 型 方程 
一 定 可 以 经 过 自 变 量 的 变换 11.26) 和 和 未知 函数 的 变 狠 
of = wen 
薪 它 们 化 成 
vrst wort ev= Ff 
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的 形式 。 
6. 求解 下 列 Cauchy 问题 


二 -二 
(1) se 99 
tw 0) = CO s 


2 ds 十 dy Cer = y 
(2) dw oY 
tm) | -az= 1 


(C3) wut ay ts = Wm) = hr Y), 


49) Des ie = 3w ， 补 攻 5 个 mn- sl = Ds Di) 
WE 


-J 


2 


二 童 ” 定 解 问题 的 导出 


本 章 的 目的 是 集中 导出 以 后 各 章 所 讨论 的 定 解 问题 ， 而 它 位 
都 可 统一 地 由 变 分 原理 导出 。 所以， 我 们 从 介绍 简单 的 变 分 法 开 
如 


§ 1 交 分 问题 


1.1 单 重 积分 情形 

下 面 介 绍 沙 名 的 拓 色 问题。 考虑 一 质点 在 重力 作用 环 洛 错 咎 
(zs9) 平 画 上 某 光 滑 曲 线 = ytsz) 由 定点 4Ca， 6) 到 点 吾 全 ,8》 的 
无 摩擦 下 江 运 动 ,这 里 到 重力 方向 为 yy 轴 正 向 日 boot>c( 如 图 
2.1 所 示 。 问 题 是 求 一 条 曲线 y=gtw)s 使 质点 漆 此 线 志 和 4 自 出 
下 请 到 吾 所 用 为 时间 坪 短 。 


0 由 普通 物理 学 知 ， 下 滑 速 诬 
he * ?= agty -07, 、 
9 是 迁 力 加速 诬 。 以 4B 长 六 
y= pir) sy 则 贰 点 沿 Y= 2 由 二 到 吾 
衢 时 于 为 
Mb.d) T= ‘ds 
> 图 2.1 ?9 


i (AT28CO 
ee 
现 企 问题 归结 为 寻求 g=y(2) 使 上 式 正 取 极 小 信 。 
这 种 极 值 问题 称 为 训 分 问题 ， 上 机 的 定 积分 下 就 此 一 个 放 
资 。 变 分 问题 就 是 汪 攻 前 极 利 问题 。 


正如 光滑 函数 的 极 值 是 在 级 值 点 的 邻 域 中 考虑 一 样 ， 泛 困 的 ， 
航 利 也 是 相对 于 某 函 数 辫 邻 域 而 言 。 至 于 什么 是 函数 前 名 成 ， 下 
看 就 要 讲 到 ， 

大 家 还 记得 ,光滑 函数 fwis 0 98) 的 极 值 点 (8Ys sw8) 及 
应 具备 的 必要 条 件 是 


af， 人 一 心间 一 12 
drs 


或 者 说 , 了 的 一 阶 微分 在 此 点 为 0; 即 df =0。 现在 寻求 变 分 问题 
类 似 的 必要 条 件 。 为 比 考 庶 泛 函 


屿 
T=7ty]=| Fw dr, (2.1) 


这 里 了 为 wy 9' 的 已 知 函 数 。 关 于 =y iw) 为 简 音 起见 ， 有 要 求 
ym) ECTasd]y 有 yla) =cy(5) =d, 邯 它 的 曲线 过 定点 4，B。 
现在 定义 具备 上 述 性 质 的 茜 曲 线 # =z(w) 的 一 阶 & 邻 域 如 下 对 
某 8 守 0, 著 具备 上 述 性 质 的 曲线 y=wy(s) 满 足 条 性 

| 一 让] 
划 穆 wm) 属于 2) 的 一 阶 8 域 邻 。 有 了 邻 域 的 概念 ， 就 可 定义 
省 函 > 的 极 值 ， 若 对 其 锚 线 %=Ee) 及 某 一 阶 e 邻 正中 所 有 的 
y= Yl) ;都 有 

TIE STLy), 


成立 ; 则 称 y=Etw) 使 了 取 到 板 小 值 。 而 称 ww) 为 极 小 曲线 .类似 
地 可 以 定 交 了 的 极 大 值 和 和 极 大 晶 线 ， 极 大 和 极 小 值 统 称 为 极 信 : 
极 大和 极 小 山 线 统称 为 极 值 曲线 或 极 信 牙 数 ， 
为 引出 极 值 则 线 所 应 满足 航 必 要 条 件 ， 先 证 时 下 面 的 引 现 ，。 
基本 引 理 设 画 数 ?oz) 及 其 一 阶 导 数 都 在 [a，5] 上 注 统 ， 
?ka =9(00=0。 洛 国 数 je) 在 Layg] 上 连续 , 且 对 所 有 具有 上 述 
性 质 的 (Dm), 有 : 


; 
| fiw nim)dye = 0, 
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则 jz 在 [La 和 上 恒 等 于 零 。 

证 明 用 反 证 法 。 设 在 [a， 中 上 某 点 二 有 7 £) 0, 不 妨 设 
了 (6)>0。 由 了 的 连续 性 知 ,在 芋 的 某 闭 邻 城 [c,dj 上 仍 有 f 关 0， 
这 里 上 ey 和 为 [a 86] 的 学 区 间 ,; 取 阴 数 


人 ， 下 SS 
他 (人 一 《四 一 有 2 入 一 三 cAoEd, 
0， LEv A 


这 个 显然 具备 引 理 记 述 要 求 ,但 对 叱 却 有 
| 7%) nl(w de = | fw -0 (op- 0 do >0, 


与 假设 政 盾 , 故 了 应 在 Le,683 上 相 外 为 零 ， 

现在 用 基本 引 理 导 出 极 值 井 线 所 应 清 足 的 必要 条 忻 。 设 y= 
ylw) 使 (2.1) 取 极 什 ， 先 对 具有 吉 班 所 述 性 质 的 某 my(e) 及 固定 的 
0y 取 a 的 绝对 值 充分 小 ， 可 司 y+ om 属于 Y 的 一 阶 s 邻 域 。 
因 yon 者 国定; (2.1) 基 参数 的 函数 


J(a) = fosy + any’ + on)do. z 

这 个 函数 当 a =0 时 取 航 值 , 故 应 有 

J'(0) - [Evoy9 ne) tf myay' ne) dw = 0, 
对 第 二 珊 作 分 部 积分 得 
J0) = fy 
因 wta) =w(8) = 0, 得 
J'(0) = [[#,-& -0 fo nw)de =0. 

由 推导 过 程 可 知 ， 上 对 具有 引进 所 述 性 质 的 任意 nw) 都 


人 燃放 括号 内 表达 的 交 数 在 [a， 如 3 上 连续 ， 则 由 基本 引 理 
知 应 有 


“+ mo) [F a |aw=0. 


fr fn=0, ‘2.2) 
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或 计算 出 导数 后 得 
fyrvdy + Fyre + fayr— fy = 0 (2.2)" 
由 (2.2) 各 , 旗 要 求 %8) 在 [ay 的 上 二 次 连续 可 微 , 旦 了 关于 
其 变 元 在 相 席 的 一 阶 和 二 阶 连 续 侦 导数 。 
方程 (2.2) 是 报 估 函数 Yy= gw) 应 满足 的 常 微分 方程 ， 它 叫 
微 (2.1) 的 Euler 方程 ， 它 只 是 (2.1) 的 极 值 线 所 应 满足 的 必要 
条 件 。 由 于 相应 的 曲线 应 过 点 4 和 B， 故 对 (2.2) 须 附 加 过 办 
条 件 和 
yla)y =6es yb) = 人。 (2.3) 
由 (2.2) 和 C2.3) 求 出 鸭 积 分 由 级 不 一 定 粳 (2.1) 取 到 极 什 . 
但 对 子 许 多 实际 问题 , 册 (2.2) 和 和 (2.3). 所 确定 移 男 数 wz) 党 就 是 
《2.1) 的 被 什 病 数 ， 所 以 这 里 只 限于 导出 方程 42.27》， 击 不 作 布 关 
充分 性 问题 的 复 梁 讨论 ，。 
通常 称 6y = am(z) 为 函数 y 的 一 阶 变 分 , 称 
BT = 70 a=Tf, sg]| + (二 f,, )3y dz， (2.4) 


为 泛 画 7 的 一 阶 变 分 ， 类似 于 函数 的 一 阶 微 从 在 航 值 点 应 为 零 ， 
泛 函 的 一 阶 变 分 对 航 值 函数 也 为 零 。 

对 会 多 个 了 沙 数 或 高 阶 导数 的 情形 ， 讨 论 充 全 类 似 。 人 例如 对 
泛 函 

T={ fg sa de 《2.5) 
设 yn) 和 zlw) 使 它 取 到 极 值 ， 在 相应 的 一 阶 s 邻 域 中 取 
引入) + any), Am) 十 ET), 

其 中 ,a 和 B 荐 绝对 信和 充分 小 的 参数 ,n 和 + 具有 引 理 记述 性 质 。 
仿照 上 面 的 论述 ,对 ,8 的 函数 J(a,8), 可 得 | 


J C0,0) = [ (f,- 二 加 (e)da =0, 


J af050) = (f.- 车 fs Cm) de =0。 
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应 用 基本 志 理 , 即 得 (2.5) 的 Euler 方程 组 汶 


思 - 基 和 0， 访 - 囊 也 =0. 
吕 外 ,还 须 附 加 边界 条 件 ， 例 如 
ya) = 0 YB = 0) = cz， 2b) = ze 
同样 ;对 合 高 阶 导 数 的 泛 函 
T= | f(s yd, 
可 得 相应 的 Euler 方程 为 
0 
这 是 2 阶 的 常 微分 方程 ,人 须 附加 2m 个 边界 条 件 。 
1.2 多重 积分 情形 
考虑 多 个 和 变量 的 变 分 问题 。 以 二 重 宫 分 为 例 ， 
J= 外 Fw ys tart dy dy 


{2,0» 


(2,7)- 


2.8) 


(2. 9) 


(2.10) 


这 里 如 是 (ws9) 平面 上 某 给 定 域 ; 了 为 已 知 谓 数 ， 关于 其 所 有 变 元 
二 次 连续 可 徽 , 要 求 w EEOCD0), 且 当 点 Cw;W1)E 0 趋 于 有 的 边界 
3 时, % 连续 地 取得 给 定 的 边 人 入， 今后 称 这 种 4 为 容许 档 数 。 应 
该 提 及 的 是 ， 与 单 重 积分 情形 一 样 ， 就 泛 函 /本身 的 极 值 问题 米 
说 ,最 多 只 要 求 函 数 和 分 片 光滑 ,但 汐 了 引出 Euler 方 竹 ， 用 了 分 
部 积分 运算 ， 从 而 对 5 的 光 背 性 娶 求 加 强 了 了 。 为 了 补 公 音 由 过 强 


的 变 求 ,以 后 要 引入 广义 解 的 概念 . 


基本 引 理 在 多 蛋 积 分 情形 也 成 立 , 仅 以 二 维 情况 般 述 奶 下 .证 


明 留 给 读者 。 


基本 引 理 设 %(g94) EOMR), 和 沿边 界 30 为 零 ,nls0= 人 0、 
洲 乡 中 连续 函数 了 (ay) 对 所 有 有 具有 上 述 往 质 的 mw», 有 


#0 


ff tos9) ny dvdy =0, 


谢 了 在 马 中 性 等 于 零 。 

为 引出 Euler 方程 ， 设 (oz，2) 使 了 取 航 值 。 对 全 附 其 变 分 
5% =oms 这 里 wa 为 绝对 信 充 分 小 的 实 参 数 ，? 为 具有 引 还 所 这 性 
质 的 画 煞 ,了 为 =w%+esu 记 是 容许 函数 。 考 碟 ae 的 郴 数 


To = | Fos Ys wt om vat cmss mp+aygr)dzdy， 
它 在 wa=0 取 极 值 , 帮 得 必要 条 忻 
7T'(0) = {| fan + femmet fu drdy =0, 
应 用 二 重 积 分 汐 分 部 积分 公式 


i 4Badp dy = 人 AB dy - |f BA dy， 
(2.11) 


Nes, do dy= ~ | ,on dm -| c,pardys 


中 信人 》 = ff 分 (六 = aa 一 fjde dy 


+ {nCfusdy ~ fryde) =0, 
也 于 他 | 上 条 一 0, 得 
rf __8 _A 
应用 基本 引 理 得 泛 函 (2.10) 的 Euler 方程 ， 
fu Bfue ~ Bf 《2.123 
这 是 一 个 个 微分 方程 。 允 怠 .10 还 须 附 如 边界 条 但 
w| so = (PP), PEDND, (2.193} 
企 一 些 实际 问题 中 ， 变 分 问题 不 仅 包 依 域 口上 的 积分 ， 还 涉 
及 沿边 界 08 的 积分 ,例如 
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T= {| Fgsy, ww udody + | f(s)dss wo 
= -SR 。 (2.14) 
其 中 s 为 89 上 上 的 坐标 参数 , 叉 和 了 都 基 已 知 通 数 , 旦 适当 光滑 。 
这 有 时 表面 上 对 容许 函数 % 不 附加 边 值 限制 ， 但 从 (2.14) 的 边 寞 和 裕 
可 引出 所 谓 的 自然 边界 条 性 . 
设 民 使 (2.14)? 取 到 极 人 ,对 它 语 加 变 分 人 = ont ) 可 算出 
《作为 习题 ) 


3J = | Lei dz dy 


(mm 要- 


jauds， (2.15) 


这 里 ， 
. _ 3 
[FJ, = x Be jy Bes » [LF]; = 太一 fo 要 


既然 对 3u 在 89 二 没 作 任何 限制， 首先 可 了 到 具 有 性 质 吕 |son 
的 5xw 仿照 上 面 的 讨论 * 知 上 应 注 足 必要 条 人 性 (2. 127, 煞 后 鸡 无 尾 
何 边 界 艰 制 的 Bu 由 8 了 -= 结合 12) 得 


| (Ps -型 .本 了 Euy ds de Cy1,)awds = 9， 
连续 任 避 Bu 的 任意 性 知 
(Fes .~ Poy +f dp,)| = 0, (2.16) 


这 就 是 4 没 82 所 记 满 足 的 月 然 边 于 条件 。 
例 2.1 求 二 深 泛 靖 


J = 用 | cw + + ws] dvdydes 


的 Euler 方程 。 
仿照 人 下 Euler 方 释 是 


六 外 一 + = 人 0, 《2.17》 


到 1" 
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即 Laplace 方程 。 


1.3 变 分 原理 


物理 科学 中 的 变 和 分 原理 , 萌芽 于 17 世纪 ,到 19 让 纪 中 期 已 内 
和 相对 拭 织 的 数学 形 达 ,近年 来 得 到 更 为 广泛 的 应 用 , 在 变 分 原理 
上 的 多 种 去 达 方 式 中 ， Hamjlton 原理 具有 特别 突 量 的 地 位 ， 我 们 首 
先 狼 述 它 ， z 
Ramilton 原理 ”性 合力 学 系统 ， 符 给 定时 刻 i= 志 的 初始 状 
态 和 时 刻 5= 二 的 终结 状态 , 则 真实 运动 区 中 于 任何 容许 运动 的 地 . 
方 在 于 ， 真实 运动 便 定 积分 
T=| "Lds, L=T-U, 


的 一 阶 变 分 为 零 , 即 $7=0。 这 里 了 和 五 分 别 为 力学 系统 在 时 刻 
二 的 总 动能 利 总 位 能 , 工 称 为 Lagrange 栈 数 。 

和 近来 常用 了 和 如 分别 记 物 理 系统 单位 体积 在 时 劾 t+ 的 动能 
和 位 能 密谋 ;这 时 ; 工 = 了 ~ 口 称 为 Lagrange 密度 ; 而 Hamilton 
原理 则 取 如 下 形式 : 

实 真 运动 使 


57 -引用 Lar di=o. 
这 里 昌 为 物理 系统 所 上 瑞 有 的 空间 区 域 。 
例 2.2 考 虚 质 景 为 吾 和 om 的 三 质点 在 万 有 引力 作用 下 的 运 
动 ,唐人 凡 守 m。 
由 于 玫 淮 澡 s 可 近 氢 好 认 为 质点 如 不 动 ， 取 其 位 置 为 坐标 原 . 
点 10303077， 记 质 把 涡 的 从 际 汶 (wyW 7)， 子 是 此 力学 系统 在 时 刘 
# 的 总 动能 和 总 位 能 分 别 为 


人 


其 由， 天 为 引力 常数 ，r = Cw?+F 二 开 六 为 二 质点 闸 虐 离 。 应 用 
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Hamilion 原理 计算 变 分 
87 = | (中 一 7)di=3| [ec + + Sm ‘Jat=0, 


按照 (2.6) 式 即 得 确定 质点 ;和 宙 线 的 Euler 方程 组 
kN EM 了 x 


证 二 一 一 二 ~ 站 一 一 a 部 一 一 党 
re Ds Y vo dy 本 


对 于 静止 的 平衡 稳定 状态 , 则 有 如 下 变 分 原理 ， 

最 小 位 能 原理 ”人 性 何 静 止 的 平衡 稳定 物理 系统 ， 其 真实 状态 
区 别 于 任何 容许 状态 的 地 方 在 于 : 真实 状态 使 位 能 积分 的 一 阶 变 
分 为 零 ， 妈 


57= 引 | var=o. 


这 个 原理 可 看 作 Hamilton 原理 的 特例 ， 央 为 对 静止 物理 系 
统 来 说 , 其 总 动能 在 任何 时 刻 为 零 , 且 位 能 不 随时 间 而 变化 。 


习 是 
1. 导出 捷 线 问题 的 Euler 方程 并 求解 ， 
2. 利用 Green 公式 | (Q@.- Po dw ay=| Pao+Qay 气 


出 公 友 (2.11)。 
3， 检验 泛 兽人 2.14) 的 一 阶 变 分 表达 式 (2.15)。 
4， 仿 要 (2.6) 的 引出 ， 求 极 慎 问题 


.了 一 人 [we。 一 wus uvs) | dvdy =min ， 


的 Euler 方程 组 (只 考虑 Bw 和 B62 沿边 界 80 为 替 的 情形 )。 


: 坟 


8 2 儿 个 典型 方程 的 导出 
2.1 芍 习 弦 的 横 振 动 


力学 中 的 弦 是 指 可 以 自由 弯曲 的 纲 线 ， 但 拉 伸 后 所 具有 的 位 


能 正比 于 长 度 的 增 量 ， 比 例 系 数 丈 称 汶 张力。 对 于 均匀 的 纺 ， 卫 
为 常数 。 

说 张 紧 的 均匀 嘴 两 端 男 定 于 w 轴 上 点 =0 和 2= 处 并 在 
ws) 平面 虐 作 微 小 措 拔 动 ; 即 蓄 的 运动 出 现 于 奖 一 平面 上 、 且 驼 
上 各 点 垂直 于 4 轴 运 动 ， 同时 专 安 1 这 里 we 及 是 弱 在 点 纯 于 时 
刻 # 的 位 穆 ， 

容易 计算 弦 在 时 刻 计 的 总 动能 为 
这 里 是 营 前 质量 线 密 应 ， 对 于 均匀 张 ，p 是 常数 。 弦 因 伸 长 而 
得 到 的 位 能 是 (注意 内 坟 1 可 略 失 人 的 高 次 宕 ) 

Ui =7| Iv 1+ 4 dr — | 


. : I TI, 
= I 2 一 一 一- “A: 
Pn [f+ > ) de 7 | > | vidz. 


者 驼 上 还 作用 有 外 力 , 沁 其 线 密 庶 为 ja(zy 六 ， 并 说 力 的 正 持 . 
与 辅 正 向 一 致 ， 则 外 为 作 功 所 对 应 的 位 能 是 


上 
TU, = -| x dr. 
心 
应 用 Hamilton 原理 计算 泛 函 
去 了 时 . 
7=| Ldi= | | (put— Tu2+2Fu do dt, (2.18》 
f 2 JoOJn 
这 分 ,每 到 相应 的 了 uler 方程 
Paese™— Ls = Fmt)s 0 #0, 


EE 


记过 -ay = 二， 则 上 趟 化 为 
p p 
Ws = a fipst)s dw t+>0, {2.19) 
这 是 一 个 线性 二 阶 非 齐 次 方程 ，f 称 为 非 齐 次 项 或 让 由 项 ， 
方程 (2. 19) 措 述 在 外 力作 用 下 的 受 迫 握 动 ， 若 了 = 0 则 得 巧 
前 自由 振动 方程 
Hee = Ore (2.19)7 
(2.19) 和 (2.19) 分 别称 为 非 齐 次 和 齐 次 跤 振动 方程 。 它 们 
是 一 维 ( 措 空间 坐标 ?的 波动 方程 ,描述 许多 一 维 波动 和 振动 过 程 ， 
例如 弹性 波 、 流 体 波 和 电磁 波 等 。 
-四 弦 的 两 端 轩 定 , 帮 对 ww 应 附加 边界 条 柱 
HO) = 0 wif) = 0 tO, (2,20) 
此 外; 当 改 的 一 端 (例如 zz =0) 在 重 直 于 sw 辅 的 直线 上 和 由 请 
动 ,不 受 翟 直 方 则 外 力 时 ， 这 种 边界 称 汶 自由 边界 ,该 端的 边界 条 
性 是 
. WO = D0, 
更 一 般 的 情 党 是 
= 所 是 已 知 函 数 ， 
浴 两 端 加 定 在 弹性 支承 上 , 则 得 第 三 类 边界 条 性 
(w=0， 6 是 已 结 丽 数 ， 
此 外 ， 由 于 方程 会 关 于 + 的 二 阶 导 数 ， 蕉 还 位 给 定 两 个 初 值 
条 件 
Wm) = pw), v0) = hn), Om, (2.21) 
?各 上 分 别 描述 获 上 各 点 在 起 始 时 刻 4-0 的 初始 位 置 和 初始 
速度 。 
广 意 初 值 8 和沙 谍 和 边界 条 件 (2.20) 相 容 ， 即 要 求 
pO = p= 0 WO) = =0, (2.22) 
对 于 充分 长 的 路 ,在 较 得 时 间 内 ,由 于 两 端 状 态 还 未 传 到 滋 的 
中 间 部 位 各 点 * 故 当 在 较 短 时 间 内 考 虚 离 端 点 较 远 的 一 段 蓄 时 ,可 
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抽象 地 将 艾 看 作 无 限 长 ， 从 而 只 考虑 初 值 问题 ， 即 Cauchy 问题 
{2.19) 3 (2.21)R(2.21)(2.19)7, 


2.2 均匀 胶 的 横 振 访 

力学 中 的 腊 指 可 以 自由 弯曲 的 功 面 ， 但 拉 体 后 记 上 有 具有 的 位 能 
起 比 于 面积 的 增 量 ， 比 例 系 数 于 称 为 张力 。 对 于 均 句 腊 ， 祖 是 常 
数 , 其 质量 面 密度 p 也 是 常数 

考虑 腊 奏 屁 直 于 (ws 忠平 加 上 荣 有 界 域 如 的 外 力作 用 下 的 微 
小 模 振 动 。 记 秆 力 的 面 密度 为 F(z,yyst)， 腊 生 直 于 tw; 四 平面 的 
位 移 为 wz ;wt) ,并 取 力 的 正 向 与 ws 轴 正 向 一 致 、， 和 改 类 似 ， 可 
得 Lagrange 兴 度 的 积分 为 


ui 二 [| {3 二 tu + Furdrdydi, 
这 里 也 略 去 了 ws 和 忆 的 高 次 笃 。 
车 在 霹 避 的 边界 38 上 还 作用 三 线 密度 为 p(s) 的 牌 直 外 力 ， 


并 记 使 膜 的 边界 保持 平衡 的 弹性 内 力 在 单位 长 度 上 的 弹性 系数 为 
g(t3), 则 还 应 附 态 弹性 位 能 


J -| | — DP SY 十 oc) | dsdi, 


项 -pu 对 应 于 外 力作 功 所 得 位 能 ,项 二 arr -| wodw 为 弹性 内 
力 vdw 引起 相应 位 移 w 作 总 功 的 六 这 位 能 。 应 用 Hamilton 原理 ， 
计算 泛 函 

J 了 = | |2 色 一 全 { 人 2 + Wz) 十 pu drdydt 


二 上 | [me- £0 Jasat 
的 Euler 方程 , 即 得 旺 的 振动 方程 为 
PE 一 TW 二 Wyy) 一 下 E (as) EN, t=>0, 《2 .231 
此 外 ,由 (2.16) 式 得 江 的 自然 这 界 杂 忻 为 . 
27 


如 名 下 一 :~ 2， 2 : 
人 or(s) a! 和 名 ， (2.24) 


其 中 -2 为 沿 39 的 外 法 向 的 微分 算 子 。 当 o~=0 时 ,得 非 齐 次 的 - 


第 二 类 边界 条 什 . 
du 


-让 | = p"(s), (2.257: 
当 o—>co 耳 二 yp 对， 则 得 非 齐 次 第 一 燃 边 界 条 件 
wo = ps)s C2,26): 


阁 p=0; 赠 得 相应 的 齐 次 边界 条 忻 。 
特别 当 至 =0 时 ,得 膜 的 自由 气动 方程 
We = oUt yy) 9 = Pp, (2.23)r 
由 于 (2.23) 或 (2.23): 含 关 于 上 的 二 阶 仿 导 数 , 故 应 对 w 附加 
两 个 初 值 条 性 
wo = 0m) Wo=him gy) (wd) ED, (2.27) 
于 是 ， 膜 的 横 振 动 世 引 出 混合 问题 。 知 域 只 充分 大 且 在 较 晨 
侍 癌 内 ， 则 可 拙 象 地 看 作 无 限 腊 而 引出 单纯 的 初 信 问题 。 
方程 (2.23) 或 (2.23)' 是 二 维 ( 空 间 坐 标 ) 的 该 动 方 性 ,也 描述 
许多 其 它 的 二 维 波 动 现 象 。 


2.3 世 势 方程 


车 外 力 不 随时 闻 变 化 : 五 = Fiw， of)， 则 虐 处 于 一 种 平衡 稳 
年 状态 ， 这 内 = Wms 不随 而 变 北 、 = 0, 于 是 方程 
(2.23) 与 42,23)7 分 别 取 形式 


D2 
Avu= {i + gy = -eve)， (9.28) 
全 一 站 (2 ,29) 


方程 42.28) 称 为 Poisson 方程 ，(2.29) 式 就 是 懂 据 动 的 调和 方 
程 , 邮 Lapiace 方程 ,它们 通称 次 位 势 方 程 。 袜 执 方 程 及 其 三 维 1 


号 号 


形 描 述 许 儿 物理 现 演 ， 是 占 典 方程 中 景 重要 的 方程 ,对 位 殷 方 
程 须 附加 按 异 条 件 (2.24) 或 (2.25) 或 (2.26)， 形 成 过 和 值 
何 题 ， 

方程 (2.28) 和 和 条件 {2.24) 也 可 由 对 泛 函 


7=|| [三 ce 十 wi — Fim} |avay 


+ (二 TU 一 pu jdsdi， 
“不 用 最 小 位 能 原理 得 出 。 . 
现在 赔 带 演 虚 静电 场 的 位 热 间 题 . 设 在 空间 某 域 口内 各 点 有 
电位 ww yy 32) ;并 有 电荷 分 布 ， 其 密度 为 ptw,y，z)。 由 静电 学 的 
理论 知 ,Q 中 前 总 电能 5 位 能 ) 是 
v=||| [2 + - pu |dvdydz, (2.30) 


假定 电位 4 在 的 边界 39 上 取 给 定 值 ， 则 由 最 小 位 能 原理 
得 描述 静电 场 的 方程 


0+ 3 
= (Ga + or + Br )u- 一 4rp(asgyss) (2.28)! 


者 中 无 电荷 分 布 , 则 得 齐 次 方程 
人 三 人 ， (2.20)*: 
对 它们 通常 附加 第 一 类 边界 条 件 ，。 
有 时 也 考 典 有 界 域 O 外 部 空间 的 电场 ， 于 是 引 出 外 边 值 问 
是 :而 域 8 内 的 边 值 问 题 则 称 为 内 这 第 癌 题 。 


之 .4 ”热传导 方程 


上 节 记 论 态 是 能 景 可 道 转换 且 无 损耗 (无 摩擦 、 无 阻尼 ) 的 情 
形 。 对 于 热传导 、 扩 艇 等 不 可 遂 过 程 。 二 典 的 变 和 分 原理 不 再 活用 
而 然 做 一 些 人 为 的 、 形 式 的 处 理 。 但 我 们 在 这 里 宁可 采用 证 而 束 
-直观 药方 法 引出 热传导 方程 。 

考察 空间 某 物 体 他 的 热传导 问题 。 用 冰 数 w(ay， ys z; 科 吉 示 
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牧 体 他 在 倍加 人, 区 处 有 时刻 二 的 温度 ， 
依照 热学 中 的 Fourier .实验 定律 ; . 物体 在 无 穷 小 时 女 红 寺 
江 和 一个 无穷 小 而 积 dg 的 热量 de 与 物体 温 庆 沿 昌 面 ds 法 线 


方 问 | 方向 导数 庆 1t 成 正比 ， 由 


dQ = — k(g90 ,2) 3 dg di (2.31) 


六 中 wya2) 称 为 物体 在 点 tw 92 处 的 热传导 系数 ， 它 应 取 正 
利 。 上 式 中 的 负 呈 是 由 于 热量 流 困 与 温度 的 梯度 方向 相反 。 这 就 


是 说 ， 如 时 grade 与 蜡 曾 法 线 交 成 锐角 ， 则 = gradat * Lp 


正 , 沿 各 的 方 癌 越 过 曲面 时 温度 要 增加 ,而 热流 方向 却 与 此 相反 ， 
县 从 温度 高 的 一 侧 流 国 优 的 一 侧 ， 故 沿 2 的 方 镶 越 过 曲 曾 的 热流 
量 应 该 是 负 的 ， 

在 物体 G 内 竹 取 一 闭 坦 面 PP, 它 记 包 力 的 多 域 记 为 RQ， 则 从 
时 刻 二 到 语 流 进 此 阅 曲 面 的 全 部 热量 为 


@=f {fy0 dds Yas, (2.32) 
这 里 - 缘 表 示 ¥ 对 曲面 的 外 法 向 导数 ， 


”流入 的 热量 使 物体 内 部 温度 发 生变 化 .在 时 间 间 隔 (s > 
中 ， 温度 从 2 由 yoyozs 红 变 化 到 2 人 它 吸 收 的 热量 是 


{fstosg pc sy 2) Dasa sds to) CO— tm ssst1) Hrdydz, 
其 中 。 为 比 热 ,p 为 密度 ,因此 成 立 
人 全 asu 
一 {feptwts sto) — tr 1) Jdrdrrdz, 《2.33》 


设 xGEC 0) 且 关 于 二 有 一 阶 连续 偏 导 数 ,利用 Gauss 公 式 可 
a0 


把 (2.33) 式 化 为 


ja 3 (08 as ee 
-| ee 人 3 cae dy dz, 


交换 积分 次 序 可 以 得 到 
| 用 ee 和 as i (eBy) 


2 (sy as ov es dt (2.34》 


由 于 看 3 到 区 名 都 是 任意 的 ,我 们 得 到 


BE A DO 日 二 
0， 
(2.85) 式 称 为 非 均 匀 的 各 向 同性 体 的 热 特 导 方 程 。 如果 物体 是 均 
名 的 ;此 时 上 s6 及 pp 为 常数 , 记 上 /ap = a, 得 


/0 Lo 如 
Ea (Fz+ 7 + do + dz) = 0 A (2.36) . 


如 果 所 考察 的 物体 内 部 有 热源 (例如 物体 中 通 有 电流 ;或 有 化 
学 反应 等 情况 )， 则 在 热传导 方程 的 排 导 中 还 需 考 虑 热源 的 影响 。 
车 设 在 单位 时 间 内 单位 体积 中 所 产生 的 热量 为 Fwy 则 在 
老虎 热平衡 了 时, (2. 33) 式 左边 应 再 加 一 项 

| HPs td dy di di, 
于 是 ,相应 于 (2.36) 式 的 热传导 方程 窗 改 为 
这 =a Awt FL Yt) 4 2.36) 

其 中 ， 


Fmt) 
{maa = 
flim p 


2,36)' 是非 齐 痰 热传导 方程 ,而 (2.36) 是 和 齐 次 的 。 


下 了 


对 (2.36) 或 (2.36) 初始 条 尾 欧 担 法 显然 是 
WT ss0) 一 人 (212 《3.37》 
其 中 p(eyy, 信 为 马 知 画 数 ,表示 在 t+= 0 时 物体 中 温度 的 分 布 。 
现在 准 察 边界 条 性 提 法 。 当 边 界 工 上 温 庭 为 已 知 轩 MW Fim, 
ys21f) 肝 , 册 六 第 一 类 边界 条 


wlr= Fmt {2,58) 

当 热 量 在 眉 澡 荆 各 点 的 流速 为 己 知 时 , 则 有 第 二 类 边界 条 件 
让 2 (2.39) 

知 千 道 和 物体 苇 触 处 的 介质 温度 时 ,可 导 吕 第 三 类 边界 条 考 
有 +ou]| ， 二 六 可 9 到) 3 : C2.40) 


在 适当 情况 下 ， 方 程 中 描述 空间 坐标 的 独立 迹 量 的 数目 还 可 

以 减少 ,例如 当 物 体 是 询 匀 细 杆 , 且 侧 面 绝热 时 ， 又 投 温 庆 的 分 布 

在 同一 规 夯 是 相同 的 , 则 温 虚 函数 “ 公 与 坐标 种 及 时 间 + 有 关 , 我 
们 人 恒 得 到 一 维 热 传导 方程 

8 0% (2.41) 


Ht 7 
同样 , 替 考 虑 一 个 落 片 的 热传导 ,薄片 的 侧面 绝热 、 可 得 二 给 


热传导 方程 


也 
家 = (B+ aA (2.42) 


由 (2.4 及 (3.4 也 可 提 册 前述 的 Caucly ERA 
顺便 吉政 ， 在 研究 分 子 扩散 过 程 中 世 会 和 进 到 类 似 的 方程 。 醒 
如 气体 的 扩 敬 、 液体 的 渗透 、 半 导体 材料 中 的 厅 质 扩散 等 。 


习 是 


细 闻 (或 姑 贰 ) 实 某 种 外 界 原 固 而 产生 级 向 报 坟 ,以 Wan， 
人 f 离开 尿 求 位 置 的 坊 移 。 旋 挫 


da 


动 过 程 中 发 生 的 张力 服从 虎 克 定律 ， 试 推导 wtwst) 满足 的 方程 


A 
计 (ece) 6) -这 (互让 让， 

其 中 pp 为 杆 的 寅 度 , 硬 为 杨 氏 摸 量 。 

2。 交 对 柔 束 而 均 习 的 强 线 有 一 说 因 定 ， 杰 闻 记 为 信用 二 
北 线 处 于 铅 对 的 平 杀 位 置 , 试 茸 出 开 毕 的 徽 小 咏 拒 动 广 程 。 

3， 由 J 了 = || CAW® -20 — po) rarry ~ ue) + ofw dody 
=min， 引 出 板 的 平衡 方程 入 了 w 一 了 =0{ 称 为 非 齐 决 的 重 调和 方 
程 , 心 w = 入 (Au))， 并 写 出 撤 的 横 插 动 方程 (只 者 虑 固定 边界 情 


形 ; ulso = | -0). 


de 


EE 


4， 用 $1t2.16) 式 导出 条 件 (2.24)。 
， 一 车 科 细 杆 直径 为 了 设 它 站 同一 稚 面 二 的 温 亩 是 相同 的 > 
守 的 表面 月 围 介质 发 生 热 交 搁 , 服 信 于 Newton 实验 定律 
日 外 = hw -~ vds di, 
光村 的 密度 ps 比 越 为 e* 热 传导 系数 为 有 ， 斌 导出 此 时 温度 中 
满足 明志 
6. 沪 主 内 部 信 基 着 让 旦 ,入 万 永 化 扩 ， 它 在 洲 议 后 赤潮 旅 
出 s 放 热 巡 度 和 它 懂 藏 的 水 化 热 成 正比 。 以 全 (起 表示 它 站 单 粒 笨 
可 中 所 请 藏 的 热量 。@o 为 初 妨 时 刘 所 包 的 起 量 ， 则 有 dQ /di = 
一 局 @， 其 中 8 为 常数 ， 又 假设 混凝土 的 比 热 为 ¢， 密度 为 ps 牙 伟 
号 系数 为 上 求 它 在 洲 庶 后 温度 如 满 是 的 方程 。 


4 宁 


第 三 章 波动 方程 
S 1 驼 振 动 方 程 的 Cauchy 回 题 


1.1 DAjempert 公式 
考虑 艾 振 动 方程 的 Cauchy 问题 
{eo Yee 0 ~- coo<T+oo,t>0, (3.1) 
ww 0 = 98) wps 0 = Wm), - om o0, (3.2) 
其 中 4 是正 的 常数 。 在 (ws 让 平面 上 方程 (3.1) 有 两 复 蛙 征 线 : 
w 土 gf= 常数 . 作 变 换 | 


=w—at, 
(3.3) 
从 一 当年 全 下 
方程 (43.1) 作 为 
0 
由 上 式 知 ， wr 与 7 无关 ， 所 以 = 了 CE) 再 积分 
ulé, 0) = |f (Ed + Gl%), 
o i 
ve nm) = REY + OCD), (3.4) 
代 回 原 变量 得 
um t= Plg— ot) +GCm +ut), (3.4)" 


其 中 五 和 已 是 任意 两 个 二 次 可 微 的 单 变 量 函 数 。(3.4)' 是 方程 
《3.1) 的 通 解 。 利 用 祈 始 条 件 (3.2) 得 
处 -oo 一 POP) + Om) = 六 (可 ) 9 (3.5) 


pe 


Wels a Fp) + Om) = ym, 
焰 (3.5) 式 微分 并 与 (3.6) 式 联 立 ， 解 得 


Fr(w) = 99 (0) Hw) 
2 


array) = agp {wm) 十 ww) 
2 ” 


积分 得 
= PE 1 人 
fn) 5 2 fwdae+ Cis 


=-P0) 4 1 | 
Co) = -P02 + 上 weods+ os， 


(3,6 


其 中 cists 是 任意 常数 ， 有 (3.5) 知 81 十 zz 把 上 一式 代入 


《3.4 六 使 得 著名 的 D'Atembert 公式 


加 1 _ 1 了 J+ 二 
wtws t)= 2 [PD tot) +t po qt)j 十 25 -wd 


(3.7) 


由 (3.7) 可 以 看 出 , 若 问题 (3.1)，(3.2) 有 古典 解 ， 则 它 一 定 
可 用 初 值 函数 2 和 世 由 公式 (3.7) 表 出 , 故 解 是 唯一 的 。 反 之 ,车 
PEO' ,由 EEO! ,可 以 直接 验证 (3.7) 确 给 出 问题 (3.1)，(3.2) 的 十 
典 解 。 若 pg， 步 有 界 ,由 《3.7) 还 可 得 出 在 有 限时 间 眉 [0,， 7] 内 解 


的 界 的 们 计 式 
supjw(z， Esp yo) | + Tsuplyw) | 。 


因 二 ;者 下 面 两 个 初 值 问题 


(3.8» 


下 对 
' 二 一 和 $y 二 59 » £0, 
Wilw, 0) = pitw), tw, 0) = 是 4) -EL+ ooo) 
名 2 
ee = » -00D + oot 0, 
| Gus 


aC 0) = Patm)s 


3 


(ws 0) = Vs) 一 00m 和 
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当 相 应 初 值 的 差 p(w) = 01( 和 ) 一 (DC 一 Wi 一 wa) 的 绝 
对 振 对 所 有 者 充分 小 时 ,由 (3.8) 妈 知 相应 的 解 的 差 = 一 
知 笃 对 值 对 任何 固定 的 也 充分 小 。 这 里 用 到 方程 和 初始 答 忻 
都 芷 线性 的 这 一 事实 。 这 表明 Cauchy 问题 (3.1)，(3.2) 的 解 在 
限时 间 段 [0, TP] 是 一 致 禾 定 的 。 综 上 所 述 便 知 , 蓄 振 动 方程 的 
Cauchy 问题 (3.1)，(3.2) 是 和 挝 定 人 的， 因此 有 下 述 炬 惠 

定理 3.1 大 Et 人 EO 有 旦 在 (一 9，+ 0) 上 有 和 界 ， 则 
Cauchy 问题 (3.1)，(3.2) 的 古典 解 存在 且 唯 一 ,在 有 限时 间 妖 
L0, 了 Pj 内 是 一 致 稳定 的 。 . 

如 上 记述， 可 保证 问题 ( 3.1)，。( 38.2 ) 有 古典 解 ， 必 须要 求 
peECO ,EC 这 在 实际 间 题 中 往往 难以 实现 . 从 D'Alembert 公 
式 知 ， 其 要 9 和 少 连 续 ， 数学 上 仍 可 得 到 wtf js 屠 如 么 这 时 
D'Alembert 公式 是 否 还 可 以 表达 落 振 动 这 一 规律 呢 ? 这 就 有 必 
要 扩充 解 的 概念 ， 引入 广义 解 ， 


1.2 广 训 解 
设 初 值 p, 汪 EO, 对 任何 有 限 区 间 [ -7 7] 己 ( 一 9，+ 00)， 
由 帝 近 论 中 的 Wejerstrass 定理 知 ， 存在 PE 0 oh EO 在 [rs 
+7] 圭一 致 收 全 于 9p, 水 。 记 初 值 问题 
好 和 Pes 0) 一 Pas 加 站) = 人 th,» 
对 每 个 % 的 志 瞄 解 为 ws， 由 合计 式 (3,8) 知 
supln 一 wn | <sup|pa (0) -pnw) [+ Tsup| pm) -Hn (wm) | 
一 一 >0， 当 1 
故 函 数列 {w(tzs )} 在 (ww; +) 平面 的 任 一 有 界 闲事 【os tf)||z| 
rg} 上 一 喜 收 人 就， 其 极限 曾 数 sf 1) E09?。 我 
们 称 它 为 茧 振动 方程 初 值 问题 {13.1》，(3.2) 在 连续 函数 类 中 的 广 
兴 解 。 由 于 古典 解 包 满足 瑟 'AA1empPert 和 公式 
way f= Eon lo tat) + pao-at)] + 1 ydéya, 


二 各 


名 人 ， = 到 [gf tat}+ wim— of)j+ 一 we de, 

再 次 利用 估计 式 (3.8) 便 知 , 广义 解 在 连续 函数 类 中 世 是 稳定 
的 ， 而 问题 利 是 适 定 的 。 故 广义 解 类 确实 扩大 了 古典 解 类 的 范 
男 。 

也 可 定 六 在 其 它 曾 数 类 (例如 工 ,) 中 的 广 闵 解 。 同 样 ; 对 其 它 
方程 和 定 解 问题 也 可 类 似 地 定义 广义 和解 ， 


1.8 误 的 传 猫 ” 恢 厢 区域、 决定 区 域 和 影响 区 域 
现在 闹 述 公式 (3,7) 前 物理 意义 ， 记 内 的 任 一 原画 数 为 
wey, 于 起 公式 (3.7) 症 沪 
vlp, #) = [p(w+ at) + ppm— af)] 


to + at) -Pw — ot)], 《3.9) 


沙 数 f(z -ob 作为 四 的 函数 人 作为 参数 )， 于 起 始 时 刻 5=0 
在 版 zo 的 值 为 (wp)， 到 时 刻 i>0 时 在 点 w=wmo+oat 姓 取 到 
fw 一 a) =f(wotat~at) = 了 (wo). 故 对 国定 的 1>0, 了 Cw 一 ot) 的 
图 形 是 由 .Fo) 的 图 玉 向 右 平 移 距 离 at 而 得 到 的 (参见 图 3.1), 特 
别 地 , 当 +=1 时 ,平移 上 距 离 a; 可 见 fm) 保持 波形 不 变 而 以 速度 a 
癌 右 传播 ， 故 称 ftw 一 qf) 为 右 传 播 流 。 仿 此 可 知 ，f(w +at) 保 持 


人 二 帮 T= 
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波形 ftw) 以 速 麻 a 向 左 传 播 , 才 称 为 左 忧 播 波 。 才 公式 (3.9) 下 
明 ， 初 值 问题 (3.1)，《〈3. 2 的 解 是 由 ?2 和 风 所 确定 的 左 、 右 传播 


波 去 gz 十 ab) 和 -二 -加 (o 士 gb) 的 传播 和 选 加 。 这 就 是 D'Alem- 
bert 公式 (3.7) 的 物理 意义 ， 
在 tz ; 1) 平面 上 考察 点 (wos to)s 由 (3.7) 知 


Et re 
(os to) = Tg (Wot ato} + pio — Gtn} |] + 到 | _， wherdé. 


本 元 4twos to) 的 值 完 全 由 wy 中 在 区 间 [wo 一 qtos so 十 4fojJ 上 的 值 
惟一 确定 ,而 此 区 间 的 端点 就 是 过 (any fo) 的 两 条 特征 线 与 负 轴 
移 次 点。 称 比 团 区 间 是 点 (mo, to) 的 惊 环 区 间 (或 彤 罚 区 域 )。 
在 此 区 闻 外 改变 gp, 沙 的 信 ， 不 会 影响 4 在 点 (wos to) 的 值 (参见 
图 3.2)。 


图 3.2 
豚 一 方 商 ， 把 m 畏 上 以 点 二 为 中 心 、 长 麻 为 2 玉 的 区 间 记 为 
了 : jz-ej 拓 员 、 我 们 把 那些 使 wey 所 节 值 仅 依 赖 于 了 上 的 初 值 
多 和 四 的 战 (et 的 集合 叫做 工 揭 决定 区 域 .由 D'Aiember 公式 
知 ， 当 旦 仅 当 w+at 和 ww 一 at 两 值 同 时 会 在 TI 内， 有 即 [x 车 at 一 | 
志 凡 忆 1v-at 于 且 同时 满足 时 ， 点 (2 妃 才 位 于 了 工 的 决定 区 
城内 。 所 以 ， 若 以 BCI) 记 工 的 决定 区 域 ， 则 BC7) 为 | 一 | 二 


CE 


上 -#1ip 


BR- ct,i>>0) 其 图 形 即 是 由 过 点 ($, 妃 ) 的 两 条 特征 线 和 用 负 图 成 - 


前 区 域 (参见 图 3,3)，。 


了 n 


OE-RXA-Akx+ar EE +R 


区 3.2 . ， ”图 3.4 

从 分 析 D' 太 lembert 公式 的 物理 意义 中 可 以 看 出 ,f(z - at) 作 
为 ww 和 tt 的 函数 ; 它 在 点 zw 的 初 值 flwy) 是 沿 (2, 引 平面 上 的 特征 
妈 四 一 地 =2 传 播 的 ;加 凡 ,函数 Fo+ aq 引 在 点 mm 的 初 值 了 ao 给 
特征 线 和 +o=2no 人 传播。 著 初 值 栈 数 m 和 省 仅 在 区 间 [2os21] 上 不 
为 零 ， 则 解 2 仅 在 图 3.4 中 所 大 的 区 域 G， 《wo ~ at<m 21+af， 
4 之 0} 中 不 恒 等 于 零 , 域 G 称 为 区 间 [zos 0 的 彩 响 区 域 ,在 G 内 瑞 
数值 仅 受 Leoy zi 上 的 初 值 的 影响 .从 这 里 可 以 看 到 一 个 重要 的 现 


象 ， 二 和 直线 mut=a 和 sw 一 名 =w! 是 划分 近 式 域 Y 关 0 和 无 扰动 


拭 % 0 的 分 界线, 加 合生 辆 十 全， 的 


1.4 混合 问题 的 特征 线 法 

考虑 混合 问题 

了 

ee 0) 一 邦 ( 四 ) 区 人 0) = 下) OTEl, (3.10) 

weO t= watt) weihs £) = pF +, 

如 图 3.5 所 共 ， 在 由 两 对 平行 的 特征 线 所 围 成 的 平行 四 边 形 
的 四 个 顶点 上 ， 蓄 振动 方程 的 解 满足 关系 式 

+ 


uA) 中 (CD = Btu(D), (3.11y 
这 可 由 (3.4)' 直 搁 验证 。 于 是 有 如 下 解法 ， 把 混合 问题 43.107 的 、 
定 解 区 域 0< 和 os 加 80 用 特征 线 分 成 阁 干 小 区 域 ， 如 图 3.6 所 
示 。 钥 在 区 成 工 内 的 值 可 由 D'alembert 公式 确 定 。 显 然 ; 此 域内 
解 的 值 不 受 边界 条 人 尾 的 影响 。 域 下 内 皇 一 点 A 的 值 可 间 《3.11 
式 来 确定 ; 

wdA) = HB TED- wt) 


J 


Fr 
Ld= ur) w= 1) 
D 
Cc 
4 

* 0 wba) ep(x) Mi 

: HO, x) = py 

图 3.5 图 3.6 


其 中 (0O)， wtD}) 的 值 由 了 上 解 得 ,而 wtB) 的 值 由 边界 条 件 得 到 ， 
仿 此 可 逐次 求 得 解 在 工 、 下、T 、… 内 廊 有 点 的 征 ， 从 而 得 双 了 
域 0<m 志 yt>>0 上 混合 问题 (3.10) 的 解 。 
沟 了 使 上 述 特征 线 法 所 得 的 解 冶 为 古典 解 ， 需 鉴 jp、 内 wv 
Et 及 相 答 性 条 件 
LION = pO (0) = p00) = Ds, 
M0) = og 0) pv (0) = op (D200) = pg(7). 
特别 地 ， 当 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 可 用 迁 拓 初 值 汐 方法 求 出 佣 
的 表达 站 。 例 如 ， 设 车 的 两 问 固 定 ， 即 (4) = p(t) = 0 设 在 0 声 
tt, Pp 由 EC EE oO)=p (0) = p90)=0, pp) = p' (1) 
= CD=0, wo = = 0 =00D = DD= = 0 


(3.12» 


so 


把 关 更 臣 招 为 周期 是 2 的 奇 周 期 耳 数 pa)= -pt 一 )， 
gv HD = gs 动 (o)= w+) = 由 (vw)。 于 是 在 
~ < 所 +co 下 ，g、 东 EC 把 它们 代入 D'Alember; 公式 所 得 
的 wt) 在 0 有 ww 所有 1 这 0 上 便 是 混合 问题 (3.10) 在 =vw=9 了 时 
前 解 ， 为 此 只 需 验 明 其 满足 边界 条 件 就 西 以 了 . 


ud0s t= iro(od ro -adr {| wade+| we 
?二 ar 如 好 2 0 _ | 
1 fe _ _ 
= Ch + -61 =0. 
测 用 p(w) 和 由 (zw) 的 周 斯 挫 知 
wb) = ptat) + pl ot)] 
1 了 十 下 让 
+ 人 wd wedé] 
= 村 [9(T+ob) 十 9g(7 一 ab 
1 本 志 _ 
+ | Ernde=0. 


可 题 
1。 求解 下 列 定 解 问题 ， 
(1) 1 a Urs 一 0, 

名 [sato = ts Ea |] .run 一 www), wD 一 we0), 
Ws — qt = 0 : 
wo= pw) Hat = Wm) pO) = 0). 
Us + ZCOS tury — Bin qariyy — Sin uy = 0, 


(2) 


(3) 


Wns nr = Pools) Wy sina 一 gp) 


1 
(4) rs tT Wyy 十 wr 0 ys 
hyo= Ty), Vy |s=0 = 有 限量 。 
Wyy — wu = 0 
5) 妈 好 pw 一 艺 7 
中 | = 大 加) Wy si FE), 


5 了 


2。 证 明 方 程 


_ 9 Tf 2 -au |=( -名 ) a 
Bm [Qi A Bs 好 1 nh 8 


的 一 盘 解 可 写成 
由 《加 9 £) = | [Fein at) FG + at), 
并 由 此 求解 它 的 初 值 问题 


w|io = ptm), wi) = rm), 
3. 求 方程 地 i 二 q(t 十 tyy 十 外 ri) 形 如 长 = zy 引 ) 的 解 ( 叫 
向 球 对 称 解 ), 其 中 = ww 十 刀 十 本， 
4。 求解 半 无 办 问题 
sas = 0 sO0, te>0, 
wt0s t) = ht), 1>0, 
vtms OO) = ppm) wlms 0 = pm), vO, 
这 里 gg、 由 EOL 且 满 足 hCO)=gp(0), (0)= (0), hr(0> 
= Gep8?(0)y 并 验证 所 得 解 在 特征 线 人 = 上 tf 上 有 连续 三 阶 导 数 。 
5， 著 记 wlm, tr) 是 定 解 问题 
st— oes = 0 -om + ft, 
w= 0 wlio = FT) -HRTL+o0, 


的 解 ， 试 验证 注 数 


tA) 


(py t) =| ws, Es Tdrt 


是 定 解 问题 
人 Qt = fr Dy — om +oo, 10, 
wim 0) = wtms 用) =0¢ ~ ORL + ooo, 
的 解 。 这 就 受 齐 次 化 原理 ， 物 理 上 村 冲 量 原 理 ， 
6， 试 推导 问题 (B) 的 解 


t Toit 了 
w Cm, £) = 一 | | FE dE dsr, 


-tr 


(B) 


7 了 7。 利用 选 加 原理 反 述 问题 


了 


es 站 
tp OO) = pm Wt 0) = tz)s 一 cc 二 由 二 十 co 
3 求解 过 程 ， 并 写 出 解 的 表达 式 。 


2.1 分 离 变 量 法 


分 亢 变 电流 交 称 Fourier 方法 ， 市 六 波动 方程 迄 形 也 称 闵 驻 
它 臣 解 达 数学 拉 理 方程 定名 问题 各 一 种 基本 方法 。 这 个 方 
二 是 受到 和 折 生 学 工 如 下 启示 而 发 民 来 的 ， 机 械 的 、 由 磁 的 拔 志 总 
[分解 为 其 有 答 种 同 率 3 各 小 二 的 镁 谐振 动 的 i 而 每 个 简 溺 振 
愉 有 形式 oolwoel 00 这 正 呈 物理 学 由 所 说 的 
驻 波 。 从 狼 学 方面 妊 ， 训 仆 简 潜 报 太 的 这 种 天 效 的 条 所 二 它 征 
从 仿 丰 区 的 国政 厅 成 全 和 浊 计 +t 的 阔 数 之 入 ， 而 共有 普 居 分离 的 
形式 。 光 此， 在 解 线 性 定 解 问题 时 ， 癌 宇 试 需求 出 具有 已 恒 分 魔 
形式 的 解 . 
val 1 = DT i) n= ly 2 *"', 
然后 把 它们 选 胡 所 米 
Wire £) = T(t), 


以 使 由 中 寻求 问题 的 解 。 下 面 ， 我 们 以 西端 因 定 的 吾 的 自由 振动 
的 定 解 问题 为 例 ， 说 明 分离 变 量 法 的 主 毒 步 蕊 。 该 定 解 问题 为 

aa 0 0<o<lh, 20, 

jt0, 1) =0, uh t) =0, £20, (3.13》 

wm O00 PP), lp 0)=6p), Om 
为 了 保证 有 古典 钾 ， 还 省 相 和 容 性 条 株 

p00) =P) =0, $0) = WD) =0. 
1) 分 离 变 量 。 先 求 方程 的 奴 满 足 边 界 条 性 的 下 述 形 式 的 解 


占 富 


外 
4 入 方程 并 整 弄 得 
Tt) _ Xp) 
oT Xm “ 
了 中 和， 人 天 0。 
了 上 式 堪 端 只 是 上 的 函数 ， 右 端 只 是 @ 的 函数 ,要 求 它们 恒 等 ， 
只 有 当 它 们 都 腾 常 数 时 才 有 可 能 。 取 王 常 数 汝 下 (信守 是 为 了 后 
入 艾 方 便 ) ,得 


二 
{ ha Li) 20, 《3.14) 


Hg) 二 下 (2) =0, 0<e<l, 
为 使 wtts 允 清 足 和 边界 条 人 性， 只 须要 求 互 (0)= 习 (有 =0 中 可 。 
2) 解 背 微分 方程 固有 俏 问 题 。 求 边 值 问题 
人 下 0 
0) = (1) =0s 
的 非 零 解 。 以 下 对 不 同 分别 进 行 讨论 。 
i) ,<0。 这 时 通 解 五 (w) = Ae ”+ Be- 由 边界 条 性 有 
XO0)=ATB=0, RD=Ae “+ Be ™*i=0, 
由 此 和 解 得 4= B=0。 攻 当 %<9 时 ,(3.15) 只 市 零 解 ， 
ii X=0。 这 时 王 * = 0, 其 通 解 为 焉 (nm)} = Az+8， 由 边 值 得 
由 = 号 =0。 因 此 (43.15)7 只 有 零 解 。 
iii) X 盖 0。 不 妨 设 》= 本 人 >0)) 这 时 方程 
+=0 


{3.15) 


Xa) = Acos kg + Bain kw, 
由 条 件 五 (0) =0 知 4=0, 青 由 条 件 于 (=0 有 Bsin 如 =0。 因 
了 不 能 再 汐 霍 ， 故 必 有 
记 = 或 hn={( 2) ， n= 1，2，…3 (3.16) 
相应 的 非 零 解 是 


ud 


Xvw)= Bain tT, 
在 


其 中 ， 召 是 任意 常 阁 。 
我 们 称 (3.16) 式 中 的 和) 及 其 对 应 的 下 ,Cw) 分 别 为 边 值 问题 
(3,15) 的 加 有 这 刘 加 有 鸳 谨 ,而 边 值 问题 (3,15) 称 为 向 有 值 问 题 ， 
把 (3.16) 信 入 (3.14) 便 得 PP 的 各 能 


TT , Tt 
下 SIn 有 


TE = Or Co8 ts 


Or， 如! 是 任意 常数 。 
于 是 得 到 满足 43.137? 中 方程 和 边界 条 件 的 解 
yn ts 1) = ,mT EY) 


一 (Cucos re +D, sim*e at )sin “I, n= 1]y 中 pv 


其 中 ，0% = BO%，D, = BD: 为 任意 常 铬 ,留待 确定 ，。 
3) 先 册 所 有 的 如 ,tw; 个, 对 于 任 一 国定 的 mw 显 热 一 般 不 能 期 
望 它 满足 43.13) 中 的 初始 宗 件 ， 歼 尝试 用 适 加 不 理 求解 


各 《人 t) = Sl(Cscos Tt +D, sin ye 


41 确定 系数 0O, 和 Ds 加 果 级 数 (3.17) 一 致 收 僵 ， 且 逐 项 微 
分 后 还 是 一 致 收 全 的 ， 则 由 初始 条 件 应 该 有 


ww 0) = D3 Osin- Ys = p(w), 


六 
i 


t )sin -To. ‘3.17) 


wm 0) = > D, 2 sin a = 由 Ce)。 
由 Fourier 级 数理 论 知 ， 如 果 g， 汪 有 一 阶 连续 导数 是 满 足 p(0) 
=9(D = 0) = 由 (DD=0， 则 C，- Du。 就 分 别 是 p, 由 在 区 间 
[0; 缮 二 按 正 半 展 开 的 系数 ,于 是 


‘ 
C.= 三 | pto)sin 2 dm， 


1 
《3.18) 
D.=—2 | yo)sin maedo。 
Ad Jo 上 


皇 亲 


沁 它 们 代入 (3.17) 就 得 到 问题 43.53) 的 解 。 


2.2 解 的 存在 性 

上 还 和 分析 过 程 租 到 的 仅 是 形式 解 ， 崔 疝 不 知道 级 数 是 否 一 致 
政 仍 ， 证 窑 可 逐 项 被 分 ;因此 还 贫 进 行 综 合 过 程 , 凤 对 p(w), 业 (3) 
附加 直 么 条 件 才 能 保证 所 得 形式 解 瑚 是 古典 解 ， 为 此 ， 我 们 有 

定理 3.2 闪 gEo0, 1 由 EC[0， 四 且 ; P39" 由 在 w= 
0 和 w=7 外 为 零 ， 则 混合 问题 (3.13) 有 古典 解 ， 且 可 表 为 级 数 
《3.17)， 具 中 系数 由 (3.18) 确 定 。 : 

证 连续 四 次 用 分 部 积分 公式 可 以 得 到 


= 25 | [和] 1 TD 
Oh = 区 于 | 9 (sw) sin y dv。 


十 
于 是 yy 
[0, 1 专 a EE 
其 中 1 = 2 2 人 1do 为 常数 。 


' 河 理 
/ 1D, {志江 :， 和 ,也 是 一 常数 。 


nn 


记 MM= M+ i,, 风光 
马 | |< 加 CCs1+ iP])<W 雯 


Dd< D0)+ DD< 加 加 ， 
记 一 n=l 


n=l 


Ll <<) dct1p jn 


i 放 


如 wssl < ) Co, + Do)<a( 节 ) 吕 坪 . 


由 此 可 保证 由 (3,18) 斯 确定 的 级 数 (3.17) 在 闭 域 0 二 os 
用 去 弃 了 了 古 绝 对 且 一 致 收 敏 的 。 这 里 人 是 任意 周 定 的 正 数 ， 二 次 
微分 后 还 荐 绝对 且 一 至 收敛 的 。 所 以 ， 级 数 形 式 解 (3.17) 确 是 混 
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> WU 了 出 耻 下 下， 
本 尝 注意 的 是 ， 这 蜗 对 和 十 的 避 求 是 很 强 的 。 尺 管 通过 
加 下 的 讨论 可 以 使 对 多 和 草 业 的 更 求 降 怕 ， 如 PEC2C 0 1， 内 EE 
cr0， 让 这 还 不 能 适合 实际 问题 所 拉 出 的 救 拱 往往 省 外 毁 光 请 这 
一 抱 遇 背 疯 。 亲 几 ， 本 上 和 一样 地 引进 广 妆 解 ， 就 可 把 形式 解 看 
八重 油 全 问题 (3， 13) 隐 广 名 人 艇 ， 只 而 扩充 了 解 的 入 仿 ， 这 也 就 赴 我 
们 不 辐 圭 多， 十 奔 清 号 河 六 遇 芍 条 仁和 浊 行 讨论 让 民 琴 。 
-2.3 解 的 特 理 意 立 
站 天 ， 把 组 数 43.17)? 的 等 一 项 改写 为 刘 个 形 蕊 
wd 4) = Nin(tw,t + 0d,) 5in 一 Ty Dy eg 
其 中 
NN, = + Da, 
Ng 
1 电 
它们 分 别称 为 波 , 的 振 辐 、 初 相 和 闫 率 。 当 攻 按 规律 w,(ms 办 
气节 有 于 ，m = 0 7 椒 保 持 固 定 , 落 上 各 点 珍 在 说 衔 位 界 附 近 作 简 雍 
振动 ,全 振 蛋 因 战 的 不 同 曾 相同 ， 等 于 3jsinp- ol 各 操 的 频 
- 率 林 同 . 这 样 的 振动 称 为 两 端 图 定 有 外 妆 的 国有 手动 (或 克 对 浊 ) 
其 频率 w= 与 初 从 无关, 叫做 固有 闫 率 ， 轩 有 值 和 固有 频率 


身 一 - fy, -一 
n= dr BD? ty 一 


的 关系 是 ) = { -ee ) ， 因 有 频率 形成 一 个 离散 说 


-最低 的 加 有 频率 
= 手 W/ 全 ， 其 中 中 是 均匀 下 的 张 方 常数 ，p 为 密度 ， 


: 称 为 基 需 , 它 所 和 兽 定 的 音 为 基 音 。 其 余 的 频率 as 都 是 基 吴 的 整数 
和 


依 - 亿 信 频 ， 它 所 侈 定 的 音 叫 第 另 次 谐音 。 勇 一 方面 ， 音 的 强 溢 
取 隐 于 鬼 铬 的 大 小 ,由 入 ,= C++ 有 (3.18) 知 ， 基 彰 振 是 最 天， 
夏 藻 的 振动 时 为 各 次 谐音 效 选 加 ， 人 发音 仍 以 基 背 为 主 。 
弱 前 每 一 个 固 少 振动 ， 在 任何 时 刻 的 形式 者 是 一 条 正 苞 岂 
线 。| 队 西端 点 外 ;在 nw=2 时 ;还 有 ”1 个 点 在 整个 振动 过 程 中 是 
静止 的 。 由 


N.S in- =0 


寻 !， 这 些 点 是 5 m= 1, 2, "ym— 1), 称 为 广 波 的 节点 ， 
相 邻 两 节点 之 间 的 中 点 拔 旺 最 大 ， 等 于 克 ， 这 些 中 点 叫 驻 波 的 诈 
点 。 由 下 in- | = 奈 得 腹 点 是 2= 《30+ 上 5 m=0, 1， 
2 


最 后 ， 由 ca = 也 可 以 得 出 与 实验 相符 的 结论 ， 吏 的 振动 


T= E21 


秋 芒 长 了 成 正比 和 张力 了 的 平方 根 成 反比 ， 由 wi 还 可 看 出 ;有 既 
然 图 有 频率 只 与 强 本 身 内 在 性 质 有 关 , 而 与 初 值 无 关 , 故 站 的 音调 
不 依赖 于 毛 弦 的 位 置 与 剖 顽 。 


2.4 胡 非 齐 次 方 独 的 置 有 阔 数 法 


考虑 均匀 细 的 受 迫 据 动 ， 为 简单 起 见 ， 先 考察 下 列 泥 合 问题 
oe Wra= fips ts Oo tO, 


: 周期 


外 [De 0)= 0 Wilms 0) = 0 0AEyEh, (3.19) 
wtDe £) =0, wels 4) =0,. to>0, 
由 于 方程 中 子 的 出 现 ， 劳 直接 以 w= 革 (z)T(4) 代 入 , 并 不 能 分 高 
变量 。 但 对 应 于 (3.19) 的 齐 次 方程 的 问题 (3.13) 的 加 右 值 和 国有 


5 


有 是 存在 和 的， 它们 让 
hn = ( 全 ),¥ 过 "= sin -os n= 1, 2,*, 
这 时 自然 会 想到 非 齐 次 常 微分 方程 的 第 数 变 易 法 ， 试 寻求 划 下 形 
式 的 解 
{3.20) 


Wy t) = > 


即将 上 视 为 参数 ， 将 解 按 所 对 应 的 刊 次 问题 的 固有 画 数 系 展 开 
{FEourier 殿 开 )， 其 中 了 (人 是 下 ourier 系数 ， 这 正 基 我 们 要 寻求 
的 函数 。 易 和 弓 (3.20) 中 wm t 满 足 (3.19) 中 的 过 界 条 人 忻 , 镜 下 的 
工作 巧 确定 了 st， 使 wa 引 也 满足 (3,19) 中 的 方程 和 初始 条 件 。 
为 此 ， 将 (3.20) 代 入 (3.19) 中 方程 和 初始 条 件 ， 得 


3 Tu) + sa) T .Dj|sin-2za= flw, t), 


填 一 1 


um, 0) = Tsin Tw =0, 
ws, 0) = DE “(ein SEs 0。 


用 了 sin 加 2 俘 别 张 上 未 三 式 革 让 条 作对 上 让 LO, 2 积分 ， 利用 


[an aa 有人 即 得 ou 人世 应 满足 的 方程 和 初始 条 件 ; 
mt 二 人 = f(t), 
TD) = TO = 0 P= 1 2 
其中 
fn t) = fw, tsin 5 da mm = 1 28 …。 
靛 之 ， 得 
Tf) = 


Qn na) festn — (1— Tr ni = 1 2 + 


于 是 (3.19) 的 形式 解 是 


Wy 二 {- Dn)sin 党 nre ‘tT) dr sin. " 


和 
- 上 Ge， Es tf— Tiftt, TAE dr (3.21) 
其 中 
Gm Sy 1—71)= D3 二 sin I (ts)Sin™ Ss 1n 了 


浓 燥 证 形式 解 13.27 > 坟 为 在 由 多 ， 与 前 而 一 幸 进 行 综 会 过 程 。 
如 果 级 数 (3.27) 一 致 收 仑 且 逐 项 求 导 后 还 二 一致 收 黎 ， 则 它 满足 
这 值 和 初 全 。 知 逐 项 求 导 两 次 后 仍 一 玛 收 侣 ， 它 必 满 是 方程 。 琴 
此 右 

定理 3.3 荐 ftw; ti) 连续 ,对 三 容 和 连续 可 位。 昌 fF fzw 党 
w= 时 为 堆 ， 则 由 (3.21) 所 确定 的 通 数 wlws 科 古 同 题 (3.,39) 
的 着 路 后 。 

对 子 的 要求 也 本 沽 能 。 亦 可 引进 广 立 解 。 

局 上 方法 年 以 在 相 闻 于 次 站 是 半 问 汪 六 数 亲 上 六 雇 求 召 民 ; 
沪 依 据 鸭 三国 痢 罗 区 系 革 取 国 在 导 问题 中 的 方 称 和 过 上 由 条 尾行 
变 的 。 例 如 对 问题 (3.19)， 本 沟 愉 条件 近 为 第 二 类 或 第 二 次 ， 由 
应 取 亚 , 为 并 次 方程 在 相应 齐 冯 边界 条 术 下 的 固有 有 了 鲜 数 系 。 这 种 
解 非 齐 次 问题 的 方法 叫做 国有 曾 数 法 ， 


2.5 地界 菏 任 的 齐 次 化 
上 而 讨论 前 协 冲 情 饮 是 大 本 的 ， 和 但 很 有 代表 性 例如 对 一 般 
的 混合 问题 
中 一 G2atsx = F(T, fjs LP 站 
人 0} = Pim)s Wm, 0 = Wms 站 < 3.2°Y 
好 xs £) = et), oo ts t) 一 vit), i 
利用 迁 施 原理 可 以 把 这 个 问题 的 解 汪 表 为 下 述 两 个 混 售 何 题 与 终 ， 
和 由 之 和 下 一 人 十 吕 。 
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0 只 
A Ws OE CA) 
SO = Es wrtd ps 
(we — a ws = flr, £), 
cs 0 =0 +A0 Ry 0 2 二 0 i (B) 
fw 0, £1) = 0, awit f) = 0。 0 和 


因此， 阁 能 把 辣 题 4) 中 边界 条 入 齐 次 化 ， 一 茹 就 归结 为 上 
面 已 讨论 的 两 种 基本 情况 ,. | 
必须 注意 ， 对 非 齐 次 边界 条件 ， 无 法 应 用 分 离 变量 法 。 因为 
这 时 对 因子 至 tw) 不 能 引出 任 每 边界 条 人 忻 ， 所 以 首先 必须 把 边界 
条 件 讲 次 化 。 为 此 ， 若 能 找到 函数 vlz， #), 使 它 愉 备 性 质 
pew Eo = ts Yds $) = pt) - (3.23) 
则 未 知 果 数 
Ut{gs Et) = 人 一 
就 满足 齐 次 边界 条 性 
| Ur(0, 2) =0, UL; #4) =0, . 
故 关 键 是 寻找 泣 足 性 质 (3.23) 的 函数 ?Cx +)。{ 3.23 ) 式 表 
明 ， 对 任意 固定 的 1, 在 平面 (zs, 2) 上 的 曲线 是 这 样 一 些 曲线 ， 必 
过 点 (pt)》， 且 人 在»=0 时 有 给 定 的 斜率 4(t)。 在 这 些 则 线 中 ， 
最 简单 的 一 条 是 家 级 
vw £1) =altyw + Bf). 
明 (3.23)7 易 知 ，ea( =(f，BG) = pl) 一 u(t)。 故 在 变换 
Ta 站 = 名 人 下) — Hm ~ pH) + HE) 
之 下 ， 问题 (4) 化 为 齐 次 边界 条 人 忻 情形 ; 
Us ot p+ (fy, 
jee， 0 = Po) MOw— v0) + iirc0)s 
ee 0 = yw) -Og v0) + n't0), 
Cstos t=0, Us 1)=0. 
-进而 再 把 它 化 为 两 种 基本 情形 的 选 如 ， 便 可 求 得 原 问题 (3.22) 的 
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类 似 的 煌 再世 可 用 于 其 它 非 齐 次 边界 条 人 的 情形 。 只 是 注意 
有 寺 须 取 viws 让 为 nm 的 二 次 式 。 


§3 Sturm-Liouville 固有 值 理论 


由 以 上 叙述 可 知 , 用 分 离 变 量 法 解 有 界 茧 振动 的 混合 问题 , 重 
村 的 一 环 是 加 有 秆 问题 。 轿 有 值 基 可 存在 ?加 有 本 数列 若 存 在 ,是 
否 构 成 完备 正 交 系 ? 一 定 的 函数 类 是 否 可 按 国 有 函数 系 展开 ? 对 
三 角 阔 数 系 ，Fourier 级 数 的 理论 霹 出 了 肯定 的 回答 ， 解 沁 了 这 
些 问题 对 非 汐 匀 豆 的 混合 问题 ， 分 离 变 量 法 的 程序 将 引出 二 阶 
变 系 数 级 性 常数 分 方程 的 固有 和 值 问题 一 一 Stuarm-Liouville 问 题 ， 
它 同 样 对 上 述 提 间 给 出 了 肯定 的 回答 。 

考虑 双 曲 型 方程 混合 问题 : 

A Om tt Du t Bm) 

tH + Fw) =0, oa<b, tO0, 

‘gm O00 = pm) Hetts 0)= 人 HT) orb, 

[mwas Hd) tamas(a, 1) =0, Bvtbyt)+ Pows(b, 1) =0, 
其 中 as， := 1 2) 是 应 数 , 且 cf+ a3 才 0， BIt B20; A(t) 字 
4om>0，000<Co<0，4doy Co 是 常数 。 方 程 的 系数 在 aw 志 b， 
3 上 连续 。 不 尖 一 般 人 丰 ， 设 三 {2) 宇 0。 

设 解 具有 形式 wim, 矶 = 三 (2) 有 (的 ， 将 它 代入 方程 和 边界 条 
任 ， 如 辐 前 面 的 分 高 变量 进程 ,可 得 关于 呈 ( 有 的 方程 


(3.24) 


AT™ H+ DTU + PIT + HT =0, C3.28) 

和 国有 值 问 题 
{0 8 ‘+ FT- hI=0, (9.20. 
mE ta a) =0, BT(D) +P EB) = 0, (3.27) 


即 况 使 厨 局 (3.26)、(3,27) 有 非 零 细 的 2 入 ( 叫 问题 的 入 有 信 ; 
: 相应 的 非 零 解 ( 员 问题 章 固 窒 检 数 )。 阅 有 信和 全 体 组 成 的 集合 电 注 
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阿 通 的 谱 ， 而 全 体 国 市 亚 沟 的 集合 中 做 问题 的 固有 画 数 系 。 
诺 藻 玫 解 加 有 从 问题 之 前 ， 我 们 完 汉 方程 (3.26) 化 为 与 它 稀 
- 亲 音 去 舌 形 式 。 肌 香 定 前 芒 一 B09) 亲 (9.50) 总 避 训 入 
(一 人 CSC) EI'— SHRX'— SPIT+NST=0., 


【总 全 一 站 全 Us 主妇 
了 i ™ 
Se 
人 i 1" 
TO - SGC=exp{| ds}>0. 
a 
分 


Ti) = — SO lw) = NE 
子 炮 ，(3.26) 变 为 它 的 语 汪 纪 形 式 
Lote) i- mT +hNET=0, (3.28) 
其 中 ,p(w) = 一 SC>expfmin -de}=po>0， g(w) 0, 
到 [i 


Stm) 0, 
用 {3.28) 式 重 写 园 有 值 问题 (3.26)，(3.27) 如 下 ; 
Loew) T9004+IIT = 0, 
Xa +o Rta) =0, BRED) + BR OY=0, 
种 (3.29) 为 Siturm-Liouville 固有 值 问题 , 简称 S- 工 问题 。 在 求 
解 (3,.29) 之 前 ， 我 们 先 讨 论 它 的 图 有 函数 的 两 个 重要 性 拟 ， 


(3.29) 


4.T 国有 苗 数 的 性 岳 


定理 3.4 设 互 ; 与 玉 是 对 应 于 同一 个 国有 什 的 风 有 西数 ， 
刚 存 在 砷 零 常数 ce 使 下 1 = ec 卫 ,。 
证 因为 下 1 与 下 ;部 满 足 边界 条 件 , 于 是 在 w=g 有 
{0) =0, 
Co) Tao) = 人 0 
国 为 吗 +ag3 关 0， 故 二 解 ;1 与 了 ;的 Wronski 行列 式 在 w=4 的 
值 和 等于零， 最 


{3.30) 
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《3 .317 


Rita) Xt0) _ 
[ic 入 ia) 
于 是 ; 保 六 I) 与 下 (2) 线 性 相关 , 即 存 在 韭 索 常 数 5 司 昼 1 = ce 这 ,。 
守 理 8.5 党 训 ; 与 卫 ; 分别 是 对 应 于 同 有 值 知己 和 (ht 关 ) 
的 站 市 图 数 ， 风 它们 在 Les 柜上 加 站 Sw) 正 闯 ， 有 寻 
| SEErda 一 [0 


证 将 了:， ;分 别 代 入 方程 (3.29) 得 
CpXe]’— A+ hE: =0, 
LPR — GR; + SE, = 0. 
上 式 腰 瑟 , 减 下 式 薪 玉 :， 得 
(一 hE T= TPE RDN 
一 [全 亲信 至 和 一 三 江 人 三 
在 fa, 5] 上 积分 上 式 ， 并 利用 边界 条 件 得 
Oe) | SXFsd0 = XPF) -ZAPEDN] | =0. 


因 hy 所 以 


{3.32) 


| SX.xXsdn 三 必 ， a 


3.2 大 有 值 与 加 有 议 数 的 存在 性 
记 和 在 [za 世上 加 权 访 (8) 平方 可 积 落 数 空间 为 也 ,内 积 
(yi Cp) gm))s=| Spy a) go)de, Vass ts E Dag, 


{3.33» 
其 中 Stz) 汪 0 基 [gs 圈 上 的 连 闭 函数 ， 
在 CoLas 0 中 类 竺 内 积 
(ga), yo)) =| [pn) yy + 9 Cg yieldn, 
- vos Vo ECBas bs (3.34) 


其 中 ，2(8)，Ytz) 是 [ac 8] 上 的 连续 图 数 ， 岂 允 某 常数 po>0 有 
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0 
由 (3.34) 诱导 的 范 数 记 为 小 | coe[ay 7 按 距 范 数 宕 仿 化 
证 入 的 襟 间 记 汶 囊 它 是 一 个 了 anach 空 癌 。 
现在 * 我 们 引 线 淮 感 固有 值 问题 43.29)， 为 价 征 计 , 把 (53.29) 
中 的 边界 条 件 改 为 第 一 类 边界 条 人 御 ， 并 把 玉 写 为 y， 于 其 固 和 和 值 
问题 为 
站 人 [一 SA 一 0D 
ya) = = 0, 
定义 3.1 行 EHS 对 于 EC 人 证 = 
gs95，， 册 了 称 9 是 (3.20 关 和 询 广 交 辕 。 
易 攻 ,车 yw 荐 问题 (3.29) 古典 稻 ; 则 它 必 是 广 闵 般 ; 扩 之 , 匣 
《3.29)》 的 广义 解 属 于 Oia 丰 ， 则 它 必 是 古典 蟹 ， 为 了 证 及 广 
义 解 的 存在 性 ， 考 虚 泛 孙 


A a 0,1 =- 
J OY) (yy gs? vyE Hy (3.35» 


的 变 分 问题 。 先 给 出 两 个 引 理 。 
引 理 3.1 洛 存 在 ybEH%!， 鸽 
Tiyo)= inf Ty)s 
YE HD: 


{3,2977 


则 名 必 是 (3.29) 的 广义 解 , 此 时 和 = -orsp)a 。 
(Yo» Yo)s 

证 对 任意 nEOsLas 下， 有 

PElyot ony Yot om n= Cos yoy Tt20lyos mEt olny ns 

= en yot os = CWos Vos + 30 Cans Ws to Cn, ge 
于 是 ， 

da go + an) 

在 oa=0 取 极 小 值 ,从 而 J'[aj|。-o。=0， 即 


OD) 
道 过 计算 得 


[本 


(gos Da 区 De 


， (gains yo)s 
所 站 四 
类 一 (gs Ws ; 
. ‘Yo, Yo) ” 
上 式 变 为 


(os TE to Ns 0 
所 以 ， 纹 是 (3.29)' 的 广义 解 。 有 
引 湿 3.2 五 53 中 的 有 界 代 合 在 Clo, 轨 中 基 紧 的 。 
证 设 {} 二 341i， 和 Ha la es 二 19 29 "rg: 由 于 嫂 万 
五 gz 莉 纺 有 弱 租 商 名 《参见 第 五 竟 4.2)、 于 是 - 


ge) + md = | 各 (da， 
县 有 信 计 


EACHE I WA AEA ‘an) (Fas) 
PEA | 要 < 
< 人 (| 2 an) (6— qa)? EE: lg ls 


_ ,和 
oD 0) 


= 8? n= 1s 2 ”全 
Po 
才 包 (wz)(n=1，23，…) 在 Qia， 85] 中 一 数 有 异 , 男 外 ， 对 任 一 实数 


hs 省 于 只 和 [as b] 时 ， 同上 合计 有 


: 了 十 上 PAE 
loth- oe) lidee— Ills 
. ” Po 
村 
< ， 
po” 


区 此 ， 纺 (wm) 是 等 谋 连 续 的 , n= 1， 2， …。 由 和 rzela-Ascoli 定理 
若 ，{ 纺 人)} 有 子 列 在 GLas 四 中 四 伊 ; 邑 {yw)} 在 CLas 思 中 是 
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紧 集 ， 
现在 ， 我 们 给 出 本 节 的 主要 定理 。 


定理 3.6 以 存在 YE HYi, 司 J(D = inf ,7(9)。 


EE 


证 ”不 失 一 般 人 性 ， 只 须 证 明 存 在 YE 五 yz 使 对 满足 (2 2)s: 
一 工 的 所 有 多 己 Ho': 有 (ys Y= inft 2 2)rr 记 了 此 等 式 右边 的 值 为 - 
， 则 因 〈zy 2) 5(zE 瑟 2) 有 下 界 零 ， 必 有 此 下 确 界 %。 下 证 有 


YJ 使 (ys 六 y= 和 %。 记 
E= {zzE.HYi|{2, sr = 1}。 
取 {o) 玛 区， 使 当 下 >co 时 ， 布 
[yl = Ce Veg, 
由 平行 四 边 形 公式 知 
EP EA AE 
ve>0， 由 |i| 民 一 hE 一 co0) 和 郑 ， 当 下， 充分 大 时 有 


[sl 十 i， [| 访 < 和 十 7 


从 而 
2 ye]E+ 21 <Ad+ 8 
夯 一 方面 ， 易 知 
LAE 
把 (3.37) 和 (3.38) 代 入 (3.36) 得 
| 区: 一 久居 过 和 +T8 一 大 + wll$s 
再 一 次 用 平行 四 边 形 公 式 、 上 式 放 大 为 


| 2 + 2 ly Dy — #2) 


= +e— hd IP — sls) 
= et hy — yll:. 


(3.36» 


‘(3.37} 


(3.38) 


(3.39} 


因为 {4} 是 末 %3 中 有 界 序列 ， 自 引 理 3.2 知 它 在 GLa 厅 中 尝 ， 
帮 有 子 询 ， 仍 记 为 (y); 使 当 如 5 时 有 mas 19h(p) 一 (2)| 


一 0， 从 而 
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= wllB= | sc) (8,- yrds 


-max|l 关 一 六 | | Stzydnp —>0, Wh To 
tm 61 [a 
大 


lw; — | 去 [| 小 和 于 全。 


于 基 ， 册 (3.39) 征 
| 3 一 VY 各 28， 当 下 ,了 半分 术 时 ， 

故 !8J 是 Banach 空间 T7923 中 的 起 本 序列 ， 于 是 存在 YE HY 使 
V00)， 由 基数 连 寻 性 酉 得 所 证 (zy 的 严 = 和 。 

给 合 定理 3.6 与 引 捍 3.1, 使 解 总 了 问 有 值 问题 43.29 关 的 广 
义 解 的 存在 性 。 现 在 喜 吉 以 给 出 下 面 的 定义: 

定 光 3.2 我 们 称 

ja = inf 一 WE , KR, = Hy, 


var (Wy Wg 
是 男 有 值 问题 (3.29)' 的 第 一 个 固有 值 ,而 称 使 得 
(MW WT 
CAs Ws 
的 妇 EK; 蚌 对 应 于 固有 值 s 的 固有 语 数 . 
由 定理 3.6 知 ， 罗 有 函数 态 是 存在 的 。 若 取 Ka= {VE 区 i] 
《gs ojs=0 区 似 于 定理 3.8 此 证 最 可知 ， 变 分 问题 


I 


。 CH 部) 
和 二 inf CY Hn 
2 nf gy ys 


欧 极 小 函数 呈 各 已 。 存 在， 使 鲜 


Aa 二 mn! Yas Wada 
(Ws Va) “ 


一 般 中 我 们 联 


:本 辣 


= {EA Co, Wis = {os Ye)s 二 "+ 二 Cy, tts = 0}, 
让 ,二 = inf Dy : : i 
x {ye Ws | 


Cs i I 
地 


和 - . 
“rn . 
. - aT 

it 3 a 


本 起， 我 们 兴 

定 党 和 .3 称 和 证 033 有 河 第 生 个 而 宇 位 24 是 作 3.29)7 
询 半 应 于 加 有 值 ; 汐 国有 总 数 ， 一 息 二 ,和 与 多 分 别 是 (3.29)1 
汐 第 m 个 夺 在 得 回首 中 数 。 

显然 ,0 入 过 有 两 个 相 铝 固有 值 不 可 能 
相 党 ， 符 则 ,站 和 = 由 所 是 3.4 基 ， 在 圭 常 煞 0 使 =eynns 

这 jC Yrs 三 归 有 牛 ， 


.3.,3 国有 沙 数 系 的 完备 牧 

还 有 两 个 重要 的 问题 浴 要 解决 ， 其 一 ， 固 有 值 数列 是 否 有 有 
限 的 极限 ?上 其 二 , 记 有 固有 函数 组 成 的 削 数 系 即 网 有 笑 数 系 {} 十 
得 完 着? 人 下面 ， 我 们 依次 二 答 这 两 个 问题 . 

定理 3.7 hj-> 二 eofp-eco)， 

证 不 和 妨 设 固有 男 数 系 {8 荐 规 范 系 , 即 ( 思 ， 久 )s= Ti= 1， 
2,…* 而 由 和 从 奶 的 作法 霹 {34} 是 正 变 系 。 假 设 和 如 在 nco 时 不 
+ cp， 则 因为 Ti 是 递 骨 数列, 必 存 在 #>0 合 和 二 天 = 1 

“"。 由 和 hs; 的 定义 向上 ,fx 过 刀 有 即 { 扣 是 五 ?中 有 办 序列 ， 据 
3 2，{gn 在 Cray 到 中 是 紧 序 列 ， 从 而 在 天 ，s 中 紧 ， 上杉 有 
子 列 , 仍 记 为 1 篇} 它 在 Bz,s 中 收 侣 , 划 有 [jy 一 yn lls 0 Cn mr 
oo 全 这 与 

on — Ys = ,Bt yl 2 Yn)s =2, 


en 


Vm 1 
相交 盾 。 所 以 ， 当 mw co 时 ，j+co。 
定理 3.8 固有 汕 数 生 { 浴 } 是 .a 中 完备 正 交 系 。 
证 上 文 已 说 明 {g,j 是 Ex。 中 的 正 交 系 。 珊 证 它 的 完备 性 。 
这 只 须 证 明 它 的 完全 性 即 可 。 先 设 yE Ls nn 六 3; 满足 (gy, Yn)s 
一 六 的 一 9 29 "=,。 刚 y=0， 设 不 然 ;, 因 y 与 所 有 刀 正 交 , 由 妨 定 
义 恒 知 gEK,， n=1， 2 …。 所 防 
(ys Wu > 
(ys Ys- 
但 活 定 更 3. 7， sw cn yco)， 故 上 起 不可 能 次 立 , 所 以 y= 0。 
由 于 五 %z 在 zs 中 稠密 ， 故 对 任意 YE Ps 县 满足 (9 Ye = 09， 
各 三 Te 29 9 也 有 Y= 0。 志 以 ， {2,} 是 完全 的 ， 从 而 是 完备 的 。 
根据 Fourier 分 析 的 理论 ， 有 定理 3.8 的 保证 ， 我 们 知道 对 
任意 ftE Lb,, 5 成 立 它 的 Fourier 展开 : 


f= Zl os 


a9 如 二 ls 2 ii 


其 中 ， | 
on= (fs 的 )s= | Hm) Fydo n=1, 2 , 


是 了 在 规范 正 交 因 有 通 数 系 { 久 } 上 的 Fourier 展开 系数 。 

以 上 对 国有 值 问 题 (3.29)' 的 讨论 ,规定 了 第 一 类 边界 条 件 : 
y(a) =0,9(5) =0。 车 改 为 第 二 类 或 第 三 三 类 以 及 混合 类 边界 条 件 ， 
上 述 定理 仍然 成 立 。 胃 外 ， 若 把 函数 Se) 放宽 为 8(e)zz0 且 在 
[Las 瑞 上 几乎 处 处 不 等 邓 零 ， 所 有 定理 仍然 成 立 。 ， 

应 该 措 出 的 旺 ， 在 证 明 固 有 函 激 的 存 宇 性 时 ， 是 在 函数 空间 
五 %? 中 进行 扑 。 因 此 ， 只 能 说 是 广 六 固有 函数 , 只 有 当 它 二 阶 连 
续 可 徽 时 才 是 一 般 常 文 交 回 有 函数 , 即 满 足 (3.29)" 在 具体 计算 
问题 中 ， 若 求 出 的 固有 函数 属于 C*, 刚 它 当 然 就 是 常 义 的 固有 函 
数 。 


?i 


起 科 在 五 凡 空间 证 遇 广 义 轩 有 范 数 存在 性 的 目的 是 为 了 半 
富 大 信 的 数学 知识 ; 尽 明 接触 现代 数学 的 术语 和 方法 ， 实 际 二 ,车 
歌 一 荔 连 五 可 微 琐 数 (满足 边界 条 件 ) 全 体 代替 五 8z 空间 讨论 间 
题 ， 屁 冯 在 灾 耸 学 中 已 经 证 明 , 记 讨论 的 变 和 分 问题 但 厦 在 在， 向 
且 它 语 解 一 定 帮 和 连 绕 的 二 阶 导 煞 ， 记 以 必 是 溺 广 加 有 有 陨 狐 。 和 兴 
趣 的 谈 者 可 以 参 苦 月 关 变 分 法 指 凑 全 。 

现 征 * 我们 求解 本 节 开 洋 扣 册 的 温 合 辣 题 .已 得 到 的 册 认 时 门 
题 是 (3.29)。， 由 S-L 型 论 知 , 《3.29) 的 加 本 相生 129 在 
在 ， 夯 有 隔 数 系 {于 ,} 是 s,s 中 完备 正 交 天 。 所 如 代入 法 于 于 
的 二 阶级 竹 方 程 (3.25)， 得 还 解 

T= on Rt 二 
其 中 ， 工 # 与 Z'#* 满足 
T#O) = 1 T* (0) = 0 TErc0) =0, T+*/(0) = 1, 
是 (3.25) 的 西 个 线性 元 关 的 特 解 。 渴 其 得 
ws (vs) = DoT: + DTE*)Y,. (3.40) 
由 初始 条 性 得 
Pon, = (rs pi = ww), 
只 要 pte}y 由 (mw) EI,s， 就 有 


gs 让 | Seeke) 玉 dz ! | S82)ps)T di 
[1 A 4 ’ 各 Ey 地 各 


= 生 
其 中 。 

N= | So)E3do。 
把 a,， 5 的 值 代入 (3. 40) , 便 得 (3.04) 的 形式 解 。 

本 书 的 日 的 之 一 是 加 强 学 生 的 基本 运算 能 力 并 提高 解 题 技 
巧 。 因此， 在 用 分 离 变 景 法 求解 妨 微 分 方程 定 解 问题 时 ， 建 议 大 
家 进行 具体 的 分 析 与 演算 , 不 主张 套用 本 节 现 成 的 结论 (完备 正 交 
性 也 许 倒 外 ), 况 且 第 一 个 固有 值 的 符号 与 边界 条 性 有 关 ， 在 求解 


7 


中 锁具 么 内 证 和 诗作 下面 ， 给 出 玫 个 例子 。 
例 3.1 对 热 扰 导 方 程 渴 侣 问题 
叮 ， 一 2 人 


ur 0) 一生 全) 全 到 人 (3.41X 
sO t= 0 wll t+ hu £) = 0,1>0, h>0, 
试用 分 离 变 景 法 求解 。 
令 如 = 及 (wT(E)， 代 入 (3.41) 中 ;分 离 变 量 得 
TE + ha TH) =0, (3.42 
及 固有 值 问题 


"(wm) 十 大 到 (7 =0 
{ 中 ) T) 时 (3.43). 


XO =0, RAW)+RED =0, b>0, 
当 和 = 时， 由 (3.43) 得 及 =0。 所 以 =0 不 是 国有 慎 。 下 
面 证 明 国 有 值 必 为 正 实数 。 
由 (3.43) 知 ， 


:| ||*ds = -| "和 dz= ~ xX’'¥| + 站 aa 
心 必 D 由 

= -XDEO+ | 1d 

=AI RDI+ | 13 ldo>0, 


上 式 中 等 号 不 能 成 立 ， 否 则 ， 有 | |'|*de =0, 从 而 了 ' =0， 所 


以 玉 = 沉 数 = 下 (0) =0。 于 是 固有 值 %*>0， 因 此 ，(3.43) 中 六 若 

的 通 解 是 

Rls) = Ohcos w An Ossinv nm， 

出 边界 条 件 生 (0)=0 得 =0, 由 mr=7 这 边界 条 性 得 

XDIART(D= CA 4cosw tl+ hsinv 40) =0, 

让 图 有 值 满足 三 第 方程 - 4 = 有 L9 ww XI 或 写 为 -b= 肌 专 v， 

其 中 b= 和 Xi。 利用 图 解法 (图 3.7》 或 数值 方法 可 算出 此 方程 的 

根 。 由 图 3.7 可 以 看 出 该 三 角 方 程 有 无 穷 多 个 根 刀 上 且 | |-> 
Fa 


二 


co， 寻 在 在 无 淄 多 个 加 兴 从 
hm) ， m=1, 2,. .3 (3.44) 
芒 相 应 的 国 本 前 数 
,= Cnsinv Mw = Os; sin n= 1 2y "9 
把 ;代入 (3.42) , 解 得 
TH) = Be, n= ls 2 


/ 
1 | 
[r= pteal 


于 是 得 无 穷 多 个 解 


Wa) = A Bin n= 1 2 "+ A = BOne 
迭 加 所 有 人 和解， 得 
wps t) = de "min he, 《3.45)》 
在 其 中 令 4=0， 取 到 初 值 
(ms0) = 了 AnSin /hm = Pw). 
为 确定 系数 4,: 须 先 证 明 国 有 遂 数 系 {sinv has} 在 C0 ,71 


a 


完备 正 亦 。 完 备 性 的 证 明 留 给 读 考 ,下 证 正 变性 . 设 王 和 三。 分 
缠 旺 区 序 于 和 枉 知 的 国有 酚 煞 ,有 知 关 nm， 于 古 太 
有 十 一， 和 0 
由 过 第 一 式 与 第 工 式 ;名 后 相 沽 ， 在 59， 让 要 
分 往 
让 
(ih)! HR Rnd = (KLAN — Hn)|ld=0, 
中 们 
这 里 用 到 至 和 至 , 泊 潢 足 的 边界 伏 剑 。 因 rn， 所 信和 六 Mn 
斌 得 正 次 性 
t [i — . -- 
| XZ.dn = | SI 入 号 ww 和 dm 一 站 1 天 交 ， 
品 心 


记 
上 
M, -| sinzvj dry 
由 男 有 函 煞 的 正 交 性 得 
A = 让- | oisinvise de, 


代入 (3.45)， 得 热传导 方程 混合 问题 (3.41) 的 形式 解 为 
vo -De "pbsinv i tsinv i dé, (3.46) 


由 于 eT 办 增 天 了 村 很 快 地 站 于 零 , 所 以 只 需要 求 pECT， 
式 (3.46) 所 给 出 的 形式 解 就 是 古典 解 。 还 可 验证 ， 和解 wz 臣 当 
t>0 时 关于 各 tt 都 可 在 积分 号 内 微分 任意 多 次 。 
例 3.2 考虑 二 维 波动 方程 在 矩形 域 中 的 混合 问题 
Wi 二 WE 0<ay0<WY<Ds 
Wim0 = Pims yy Wls0= Wm, yy), 3.47) 
Wr0= sms = |yo0 = |, = 0. 
说 问题 育 分 离 变 量 形 式 的 解 民 二 TV nm, yy) 代入 t 3.47 ) 
中 方程 ， 江 分 离 变量 得 
Tt NT = 0 《3.48) 


TE 


Vt rth =0, [nm=0y 《3.49》 
电工 是 答 形 域 [0<o 志 0，09<<5] 的 周 异 。 对 六 (zg 引 继续 
离 变量 , 令 F(e = 下 (gy 了 (DD， 代 入 (3.49) 得 

ER"'Y+XY+rAYY =0, 


以 XY 除 上 式 , 并 把 等- 移 到 等 式 右 山 ,得 


这 
六 > 


了 -至 
PF 十 大 三 万 和 
为 使 上 式 在 逢 形 中 成 为 恒等式 ,西边 访 取 常数 值 4, 于 蚌 结合 
《3.472 中 边界 和 茶 佳 得 到 两 个 固有 值 问 题 
Xm + EE}=0, TOO)= Rla)=0, 
Ya) + SF) =0, Y= (0)=0, B=M— Ls 


容易 解 册 这 两 个 问题 的 固有 值 和 加 有 画 数 各 为 
po = 所 等 Rr) -Vi 0, N= TI 2y ++ 


名， 2 a 
Bn 一 Ee 本 Yly) 三 vy pn jh = ls 2 bb 


故 得 原 问 题 (3.49) 的 国有 有 值 及 同 有 画 数 为 


2 
2 Ft 
hmn 一 多 ( 李 + pz )， We N= ls dy 


i NT NT 
Vm Sn sin FY Mm nl 2 


值得 注意 的 是 ， 当 az 和 8 可 通 约 时 ， 即 存在 整数 方 和 7 使 如 =.2 
时 ， 对 同一 的 hs 可 有 不 同 的 mm 和 mn。 例如 车 取 


Th 玫 入 1 


则 有 


这 了 晤 对 于 一 个 园 而 值 和 any 总 对 地 有 两 个 或 更 冤 个 不 同 的 尔 在 


TL 


Vw 0) Di sin— ygin » 
二 (my Y= 2 sin 一 - i Sin 一 2 二 9 
ME i 革 Ww p 五 


这 肝癌 全盘 入 称 为 多 置 的 成 简 其 的 。 本 例 的 日 的 在 于 引进 这 种 
简 并 现象 市 不 在 卫 把 问题 13 ,47 求解 到 底 . 事 实 上 , 洛 e 十 5 不 可 
通 约 时 ， 信 最 束 振动 情 此 ， 相交 把 解 号 出 米 ， 只 刘 注 意 到 画 效 有 
Va} 的 正 交 性 就 可 以 了 。 当 然 ， 对 于 有 位 并 项 象 的 情形 ， 讨 论 
会 有 只 利和 人 复 杂 一 点 ， 

例 3.3 求解 单位 所 上 Dirichlet 问题 


、， 一 2 名 1 
{人 " 人 (3.50) 
w= fF, w+ 二 1， 
利用 极 奉 标 变 量 (x ,0) 将 (3.50) 写 为 
1 1 
| Tl] [3.5037 
wel1, 0) = FC(H), 


各 (ry 和) = 玉 () 古 (0)， 代 入 (3.50)! 中 方程 ,分 离 变 量 得 


Rr+liR- AR-0, (3.51) 
人 人 
Gr +16 =0. (3.52) 
再 于 称 是 连续 的 , 故 它 应 以 2 为 周期 , 即 对 任意 总 ， 有 
BDO) = 0+ 2n), (3.53) 


称 此 条 件 为 周期 边界 条 件 。 由 (3.52) 与 (3.53) 组 成 国有 值 问题 ， 
解 得 固有 值 
Ma = 0 1, 2,.. 
和 相应 的 固有 消 数 
OO) = acos nt bsinnd, n=0,1,2, 0 
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坦 国 有 值 代入 (3.51) ,得 到 Euler 方程 
呈 
Rr+ LR .R=0, 
人 
fi 
Rn, = En 十 1Lrtrs 当 几 二 性 和 
Hi = nr tr 1 
证 次 到 人 = 吾 四 让 和 = 有 处 三 杰 续 的 ， 朴 必 有 西 =0， n= 了 0， ls 2 
… .这 苏 是 分离 笃 量 兴 中 的 有 界 性 条 件 . 拒 of 2 = BR,(7)D,(9) 


担 行 二 2 迁 贡 下 由 香 


urs0) = -人 Dr"Kancos ng+Bsinng)。 (3.54) 


时 边界 茶 件 w(1I， 0) = 8(0) 得 
F(t0) = pa + Blancos nb + b, sin nO), 


利用 三 角 纯 数 系 的 完备 正 变 性 庆 

= -| fb)cosnpdp, 号 = 5 f(0)sin nd do. 

把 os A 岁 全 代入 (3.54)， 便 得 Dirichiet 四 如 (3,50) [全 天 站 

人 应 一 步 渣 花生 可知， 只 要 F0 宦 舍 ,形式 解 (3.54) 是 《3.501 
直上 则 解 ， or， 人 少 满 足 中 方程 和 边 办 条 件 ， 并 吾 w EC* (证 由 贸 


作 习 地 


Hn 


习 题 


， 把 于 列 这 界 条 和 任 弃 次 化 ， 
C0) HO DD = wty ty =p(f), 
(2) AOst) = dt) wthy £) = v4), 
(3) ts — qu)0 = p(t), (ust eu) = pt), 
2， 用 分 离 变 量 法 求 www; 一 a:wss=0 的 下 列 混合 问题 的 解 ， 
1) 0, 0 sindse, wp, 0) =007—0), 0<o<l, 
wif =, t=0 
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um 0 = ops ums OF = 0 


【之 
) 名 
| 如 汐 [| Ea 
wim, 0) = PL) = _ 
《3》 1 hi ool 
了 二 


下 


3. 求 尾 下 列 混 合 问 赴 ， 
Us = omrs t Am, Orly tO0, 

帮工 DEC tf) = 人 0, 
ww DY= wm D0) = 0, 

a = ds 0<e< t>0, 

《2》 ut0s t= 0 wtst}= ACSInN wt - ot), 
wt O07= tw 0) = 0 
他 

(8) 320 一 0 wils 1)= Bt, 
ulm 0 = uw 0) = 0, 

和 ， 在 半径 为 吕 , 项 角 为 9 痢 户 形 域 中 解 边 值 问 题 


5. 


他 


rr y= 0 OT OP 
wo = loa = 0 wn = fim Yo 
解 混合 问题 
at a Mr = 0 Ooi tit>0, 
py 0O=nm DD ws 0)=0s 


A t) 一 双人 £) = rt 人 Ds t= Wrnths 1£} = 心 。 


， 解 混合 同 题 


{ ,=a — bs 0 ml, i>0, 
中 0; = wos wb ¢) + jas th, 二 站 5 二 和 


， 解 混合 问题 


如 (Ur tgs) OHAas OY 人 Hs tr>0s 
Wms os 0) 二 过， 
好 人 
Di 
8. 设 G 和 了 不 可 公约 ， 斌 将 例 3.2 的 形式 解 求 出 米 。 
9。 设 国有 汗 问 题 
EBCRI Em {TIRE) 十 入 入 Tm) = 0 
Pp po O00, 0<2<!, 
AoXO)+ Bo 0 = A ALZ(+T BX'()=0, 
AS+ BE#0, A?+ Bi0, 
音 在 轩 有 值 ， 证明 固 有 位 党 为 正 数 ， 且 对 应 于 不 同 固 有 值 六 固有 
六 数 加 权 p{8w) 正 交 : 


| cote ) pw 二 0， 0 天 移 。 


10. 利用 能 量 积 分 函数 
Bt =F) us pas+guz)dw， 


证 明定 解 问 是 
{ptm = CR pu) nu Oot, ti>0, 
utms 0 = ums 0) = 0 Or Ei 
uD = =0, t >0. 
前 解 纹 =0。 这 里 Kp) 字 训 0 记 0，9 (2) 宇 D，p(8) 字 po 这 0; 而 pos 如 
拘 为 正 的 常数 ， 
11， 营 记 吧 (wy 引 7) 是 定 解 问题 
we qe = 0 Omils ty 
eds f= =0, try 
wims 在) 一 在， was 7) = fw Ts Ow < 
的 解 。 证 明 函 数 


wm £) = | fs, ts Tdz, 
[ee 一 Gay tt) OT 1t>0, 
0 1) = wl 1) = 0, t>0, 
ulm 0) = um, 0) =0, O06, 
这 就 是 混合 问题 的 高深 记 黑 理 。 

12， 上 尾 上 题 方 法 求解 非 齐 次 方程 混合 问题 
Wee— Ours = fw ts Om tt, 0 
weiss =u f= 0 tO 
um OO = Ts DD =0, 0ETEL, 


13。 验证 (3.54) 洲 足 (3.507 有 wirs OEO", 


$4 高 维 波动 方程 的 Cauchy 问 题 


4.1 球面 平均 法 Poisson 公式 
考虑 三 维 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 问题 
Wi = 0 = i Tr rs 
出 = (ms To Ta) ECR, C3.55) 
w|is0= Pimis Tos Va)s Yel to= ns Tos Ti), 
以 下 为 书写 方便 计 ， 我 们 用 一 个 学 导 记 瑟 中 点 ， 例 如 my 等 。 
管 看 一 个 特殊 情形 ， 和 著 (3.55) 中 初始 条 件 形 如 gm = wp(r), w= 
由 (7)、 其 中 7= ww?+wi+w3 = |@|， 则 可 尝试 求 款 对 称 解 w= 
trs +)， 这 时 方程 应 是 


2 2 
Wt = 节 (wt Zw, 尝 


令 w= 二 wo， 则 得 w 的 方程 及 初始 条 件 


志峰 


0 二 br 
到 | 3 人 wo= rr), 
出 D'Alombeari 会 并 让 
0 mia + at) + { 人 一 aot) Pir ~ gf) 


+ | pd 
于 是 得 原 问 题 的 解 
MT 二 ,LC tolmrta)t tr-atpntr—atyl 
+ 人 Ep Ce) de. 
对 于 初始 条 件 不 是 球 对 称 醒 数 的 情形 ， 一 方面 直 珊 上 受 波 可 
能 具有 误 对称 性 的 启示 ,一 方面 总 希望 把 高 维 全 为 一 维 情 况 , 从 而 
可 容易 求解 ， 所 以 瑟 产 和 了 下 面 的 解法 -一 -要 面 平均 法 。 
”号 | 刘 可 的 球 轩 于 光 值 
科 w (7) = 一 一 | dw 一 || was, {3.56562 
甚 中， 六 是 以 各 心 的 单 你 球 面 ，diw 为 其 面 元 , 全, 是 以 六 为 
证 心 ， 全 一 | 一 可 | 沪 半 径 的 球面 ， y 是 六， 上 的 动 点 ,入 wty ) 是 单 
亚 量 * 的 男 阁 ， 
对 (3.55) 中 的 方程 在 球体 |z 一 os7 上 积分 


J A es, ,as 


立 
= 4 1 中 3 dar = dar a 二 3 
注意 到 


,wav= ac 人 waas， 


foapj], wads = dra r? (条 


便 得 


81 


于 式 两 这 zf 求 导 ， 得 

| 8 

| wi dS = dr (ry)), 
尖 


02 CrAw) a 日 区 -azu )- :rw ) 
一 一 人 一 一 一 一 如 Dy 


r= w+ Gt + watr — ot} wy tos EO, 


: 由 ?= 0 得 到 ws( 一 qf) = 一 wi(at) 将 此 式 代 入 上 式 得 


rw = Wit +t ql) — w(tut —r), (3,.57): 
正法 双 人 求 导 ， 并 令 人 二 站 得 
ul -oo= wg, £) = 200i0ot) (3.58> 


《3.57) 式 分 别 对 和 有 求 导 后 得 到 


Lrffw)! = wrat) wilat—r), 


(Cry! = wir oaf) + witat 一 六。 


福 上 一 式 中 ， 令 #= 0 而 后 租 加 
Tr) tot (Mu) 0= Zo! 7), 


将 于 式 代 入 (3.58)， 并 注 闪 到 
rw) 10 = 人 由 wm 十 pryds = Ky, 


4 


9 如 
(rw ) | ,0 = 均一 Ptm+ pr)dy | = dr "Mp), 
便 有 
ups 站 = 2u0f(at) =¢ 人 + (tp) 


8 


-二 [ 红 wao+ 各 内 


[| w(tvit gio w+ ati, ws 十 Qt de 


+ 1 二 | 中 PD 十 二 Da + aot, ws +aty)dw |. 


dm or 


{ 3， 59 
沙 以 于 表示 三 维 空 间 中 的 成 ， 以 SS 表示 以 弄 为 中 心 ,以 晴 
为 半径 前 球面 ， 则 可 把 (3.59) 写 成 更 紧 姜 的 形式 


1 3 一 | ] 4 
uN, t) |) abds+ | sm dg |. (3.59) 


《3.59) 或 (3.59) 7 叫做 Poisson 公式 ， 
右 时 为 了 计算 上 的 方便 ， 马 可 抬 Poisson 公式 写成 


2x rt 
Wr VY Zp t) = -| | Whiw totsing cos ps 
4T Jo Jo 


y+toatsindsing, 2+ot co 0sin do dp 


+ 二 | 二 | | gs+ atsing cos 9, 
CL dm Jr Jo 


y+et snd ein tm, #+at eos sing de dp|, 《全 .5972 : 

其 中 ，(8, Fp) 是 球面 坐标 变量 ， 
由 Poisson 公 并 的 导出 过 程 可 知 ,Cauchy 问题 (3.55) 的 任何 

当 t>0 时 属于 0 类 的 解 必 必 由 Poisson 公式 天 出 , 因此 , 若 有 解 
加 解 必 叭 一 ， 反 之 ,对 任何 mEONR3),JECCR3), 由 Poisson 公 
式 和 定义 的 函数 4(zy 昌 属 于 0 类 并 满足 问题 (3.55)。 事 实 工 ， 如 
可 我 们 (为 清楚 起 见 ) 记 MY tye, ct)， 则 容易 算出 


2 (FM) = 3 (tp, at)) 


a a 
= a gr My, 了 )》 


£3 


ay 从- 秆 oi 7 = 0 A at) 
=q AM 
这 样 ， #2 次 似 地 二 -tM 中 ), 均 满足 (3.55) 中 的 波动 方程 ， 此 
"外 . 
ps 0) = iim (Ew 0) 二 位 p(w, af) + pm otf)! 
= Mor, 0) = pir), . 
wl, it) = 他 w(g, qty +t sf Gt} 二 一 ?fp oy 


yc, at) +6 yn of) + a A (to (gy, ob))， 


所 以 四 
is DY 一 lim ti (py +) 一 条 二 [mp 人 3 = htm} nm 


故 Poisson 公式 定义 的 函数 满足 Cauchy 问 题 (9.55). 另 外 , 优 
Fosson 公式 (3.5 拉 可 以 闭 遇 ;只 要 ww 汕 和 psy 变化 很 小 ， 即 对 
任何 给 定 的 正 数 e>> 0， 总 可 找到 8fe)0。 只 要 

lp- Bp'<8(68), 1- <8e), jp 一 Ste)， (3.607 
分 别 对 应 于 初始 条 件 p， 站 及 克 网 的 问题 (3.55) 的 湘 个 解 wftey 1》 
及 Eg, 和 在 有 限 虹 闻 1E 00, TI1 内 ,总 有 有 

[ts, 4) ~ up, 4) | < 

年 是 得 
定理 3.9 著 pE Op)， 六 EOC), 则 三 维 波动 方 害 Cauchy 
问题 (3. 55) 在 wE RR, t 衬 0 中 在 在 唯一 的 古典 短 , 上 由 Poisson 公 
: 起 (3. 59) 《或 (63-59) 13.59》”)? 表 出 。 进 而 在 (3.60) 意 义 王 初代 
”变化 微小 时 , 它 在 有 限时 间 内 恋 化 也 微小 ， 即 基 一 致 稳定 的 。 


4.2 二 的 波动 方程 的 Cauchy 问题 噬 维 法 
考虑 二 维 波 动 方程 的 Cauchy 问题 


如 


时 ™— G (ts 十 利和 一品 < 和 
wt ml V2 日 ) = Pmry 全 3) 3.61) 


| 区 Pri 0} = vis 水 2】 一 COs 2a < 十 DO 


如 果 我 们 把 (3.55) 中 初 值 说 为 p(B v2 光一 站 (2 7 
让 (ws v2 03) = 由 (zz22); 重 复 推导 Peissonm 公 式 的 过 程 , 将 会 发 现 
所 得 Poisson 公式 不 宫 变 量 ws,， 于 是 满足 Cauchy 问 题 (3.61).。 远 
种 由 高 维 波动 方程 Cauchy 问 题 的 解 去 求解 低 维 波动 方 称 Cauchy 
问题 的 方法 称 为 障 维 法 ， 是 由 Hadamard 最 时 提出 来 的 。 

现在 我 们 直接 利用 Poisson 公式 (3,59)' 导出 问题 (3.61) 的 
解 。j 这 需要 计算 一 个 第 一 型 凯 面 积 分 。 因为 初始 数 块 与 从 寺 无 关 ， 
所 以 在 Sw 土 的 球面 积分 可 由 在 阅 域 

DE) tn Ba) (oat)? 
上 前 积分 得 到 。 这 里 避 # 的 圆心 在 (may zm2)。 出 S21 的 方程 
(Fg) tn op) = Cot)’, 

为 | ma 的 上 半球 南 Sa (上 ) 为 


C= (oD (FE-m) (ps) + we, 
记 他 一 Uty 所 以 ， 


re 
J se; dmat 由 和 并 各 SV Ey do. 


1 一 一 一 一 
sir tr 


470 


-一 一 ye 
4550 sw es V1) nw) —idé dn. 


由 于 8， 由 与 za 无关, 故 应 {下 》 上 的 积分 化 为 了 3 上 的 积 
分 与 上 式 相 问 ， 王 是 得 到 问题 43.617 的 解 


Wls may 四 一 20 二 jy Vir ds dn 
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1 8 [| PE n) 
+ 3a x| BU Cot) — tr de dy 
1 Tr ww tr co 0d, wt Sing) 
| |. 人 VC 一 人 do dr 


Ee 


2 


8 ff ppt Cos pb, w+ Sind) ， ] 
0 v (Cat) —r? ”dodr ]， 


3.02 
这 里 ?=v (二 -5 (一 822) 公式 (3.62) 吊 懂 二 维 波动 方程 
<auchy 问题 的 Poisson 公式 。 类 位 地 ， 还 可 从 三 维 波 动 方 程 
Cauchy 河 题 的 Poisson 公式 出 发 ,利用 降 维 法 直接 得 到 弦 振 动 方 
程 Cauchy 问题 的 D'Alembert 公式 5 留 作 习题 )。 

不 玲 峻 得 , 由 于 降 维 法 本 身 的 特点 ， 从 三 维 波 动 方程 Cauchy 
问题 的 适 定性 :定理 3.9) 便 得 到 二 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 适 
定 尼 。 读 者 可 以 自己 守 出 这 个 适 定 性 定型 ， 即 定理 3.9 在 二 维 中 
的 叙述 。 


4.3 ” 居 匮 区域、 决定 区 域 和 影响 区 域 


主要 讨论 二 维 的 情况 。 :和 葵 吁 妈 芷 一 虚 (ww?， rE, +t 2) 的 值 . 由 
《3.62) 式 知 wz， 03; 1 ) 仅 由 平面 +=0 上 圆 域 

(FE— 0+ (mn moat") {3.63) 

上 初始 条 往生 的 入 决定 ， .与 基 外 的 霜 始 数据 无 关 ， 称 加 域 

《3.63) 是 点 (2 102 1 收 的 往 缠 区 域 ; 称 以 (zz 1 ) 为 顶点 、 以 

辐 域 (3.63) 为 污 的 图 改 体 区域 (参见 图 3.8) 为 里 域 .3.63) 的 决定 

区 域 。 这 是 国力 加 锥 伍 内 并 一 后 的 依 琢 区 域 全 落 在 殉难 体 底面 区 

域内 神 ， 而 能 注 外 和 任 一 点 的 依赖 区 域 起 码 不 会 完全 落 站 乌 体 诡 

加 区 域内 部 。 淄 知 初 妈 乎 面 上 一 点 (w?， as，0) 的 影响 区 域 ( 即 , 蒜 
恢 束 区域 包含 此 点 的 那天 点 Cpr wzs 的 全 体 ) 基 

人 ) 二 《一 (0 
《 参 抽 图 3.8)。 它 狂人 oil， vos $2) 室 间 中 构成 一 个 以 (83, 43, 0) 为 顶 


#5 


二 的 圆锥 体 ,其 母线 与 # 轴 的 交角 为 arctga。 初 始 平 面 上 基 一 区 
域 扫 及 啊 区 域 ， 就 是 此 域 中 各 点 的 影响 区 域 的 包 络 面 所 朵 成 的 区 
域 .可 见 ， 镍 而 (or 一 2 二 一 23)7 = (tf 一")? 在 研究 波动 方程 
时 起 和 蛋 可 的 作用 ， 称 它 基 二 维 波 动 方程 拘 兰 术 党 泥 ， 


" 图 中 ,和 图 3.9 
仿照 以 上 讨论 ， 不 难得 出 三 维 波动 方程 的 相应 概念 ， 特 别 地 
有 三 维 波动 方程 的 特征 以 而 


Cp 二 抽 Mn)? 十 CRs 一 D2 十 (Cis 一 EE 一 2 人 一 上 本 


也 称 为 三 维 波动 方程 的 特征 面 。 
4.4 非 齐 次 方 ”推迟 势 


在 处 理 非 齐 次 茧 振动 方程 的 Cauchy 问题 及 混合 问题 时 , 即 在 
1 和 83 后 而 的 习题 中 ， 把 非 齐 次 方程 的 问题 归结 为 解 齐 次 方程 的 
问题 ， 亡 实 际 上 是 常 微 分 方程 中 的 常数 点 易 法 在 线 剑 信 微分 方程 
中 的 玲 广 。 一 般 称 为 广 次 化 原理 或 冲 是 原 还 ， 下 面 ， 我 们 以 求解 
三 维 非 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 间 题 为 例 , 说 明 这 个 方法 的 思想 , 
考虑 问题 . 

人 ea A fl, ft}, wER, to>0, (3.64) 
ulm 0) = (2%, 0), vwE RS, 


er 


不 难 验 证 ， 着 way t} 7) 是 问题 
we OANA Ds 机) 二 0 低下 
op| sr=0， tp = 78, TY 2EB, 
的 解 ， 则 
sco) =[ wim ts Tr (3.65} 


是 问题 (3.64) 的 解 ， 
若 令 名 和 三 T) = ww tT TT)y 贡 w 满足 问题 
{人 ty T)=0, osER, t>0, 
Vims 0 T) = 0 Pws OF T= fim TI), 
由 Poisson 公式 


1 
oa ts 7) = har gs, fy nds 


(3.66) 


只 要 ftwy 人 E02， 则 上 式 所 表示 的 2 便 是 (3.66) 的 解 , 将 它 代入 
《3.65) 翅 得 
wim t) = | ulm {Ts Tdr 


i ss, fe was, 


dwar Jot—? 
= | dB 
了 
me Ng A 人 aa 
了 
用 2)y, (3.67) 


式 中 ，+=a (#7)。 因 此 在 时 刻 i， 位 于 点 % 处 函数 w 的 值 由 函 
数 了 在 时 刻 z=t- 工 处 的 值 在 此 球 中 的 体积 分 表示 。 了 时 差 工 给 出 
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了 以 速度 = 由 点 zy 传播 到 点 4 外 所 需 的 时 间 , 物理 上 把 积分 
(3.67) 称 为 推迟 势 。 

以 上 我 们 讨论 了 高 维 空间 中 波动 方程 ( 章 次 的 、 非 齐 次 的 ) 
Catchy 问题 的 解法 。 对 于 混合 问题 ; 则 比 一 维 情况 复杂 多 了 ,一 
般 说 来 ,很 难 求 得 古典 解 的 表达 式 。 下 面 , 我 们 对 特殊 的 区 域 给 出 
一 个 求解 的 例子 ， 目 的 在 于 说 明 如 何 运 用 我 们 已 知 的 知识 去 解决 
不 熟悉 的 问题 。 

例 3.4 求 半 空间 三 维 疲 动 方程 混合 问题 

Wi oN fips ty T= m9 Tos Wa) — OWTt 0, 

一 0 二 co 0 t+ 
wim 0} = Pm) Ls 00 = pm)s 

Uy Day Day 二) = WD2s Vay Fy 


这 里 ， 自 然 还 要 求 有 衔接 条 件 
op(0， Ds» v3) = (ma way 个) 


(3.68) 


wd, Ws Va) = ttay Vas QU), 


以 十 我 们 仅 给 上 册 求 解 过 程 ， 并 假定 运算 中 对 fg ps hi 的 一 
切 可 微 性 要 求 都 基 满 中 的 。 
证 Wh 让 是 问题 (3.68) 的 解 ， 并 记 入 4 = om 二 Pr 则 有 


Urnt Os Mas Pay $) 二 一 Ts ee Be 拉 


+ Cs, es 多 - 7 A= hp, was +), 
令 
C0» 1) = Ve) + pv, ws t) + Bh Coss we 4) (3.09) 
于 是 0, ws was t) =0， 并 且 » 满足 问题 


ie 一 GA = 和 一 大 0 六 2 人 #)- 一 -六 ju 一 GA) 一 Gr, t)s 
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vws 0) = pm) 一 Hzay was 0) -hv pa, 0) = (y), 


民 , ps 0) = Bm) 一 Wm | 0) 一 he ws ries Ot } 


其 中 ， 一 之 qr JV 之 十 009 人 守之 + co0， 且 不 难 发 现 
ID, bas Las £) = 0 
DO Pay Ta = EO 02 Wa) = 0, 
于 是 ,可 以 奇 延 折 GB 罗 到 一品 < 而 夺 0 上 ， 从 而 得 到 CaucRy 
问题 
Vu AG fy OG*(ms f= Gm HSE my 
PD 0 = DB*em), Dts) = Bimiogn viy 
Pw = me Ew) = Pw Sgnn, 
上 述 间 题 可 用 送 加 原 带 分 解 为 已 经 洁 论 过 的 两 个 问题 (3.55》 
和 (3.64) 来 求解 .将 所 求 得 前 "代入 (3.69) 则 眼 制 变量 的 范围 在 
一 WD 二 co 030< oo 时 就 得 到 了 混合 门 题 (3.68; 
的 解 wtwy 起。 


.5 Huygens 原理 波 的 弥散 


现在 我 们 益 述 公式 ( 3.59)" 和 (38.62 ) 的 物理 意义。 由 于 
(3.59)' 和 (3.62) 分 别 为 党 球面 和 圆 域 的 积分 ,而 贺 域 是 回 柱 的 截 
口 ， 故 解 (3.59)' 和 (3.62) 分 别称 为 球面 波 和 柱 面 波 。 这 两 种 波 
的 传播 情况 有 重大 的 差别 。 

先 大 三维 空 间 中 局 部 扰动 的 传播 。 设 初 培 坛 动 集中 在 三 维 空 
癌 中 一 有 界 域 Yo， 即 在 To 外 os 由 器 为 办. 让 时 划 #2sgy 点 血 处 
的 措 却 


d 
wwos £) = du | es, VD dS + i EE gs (0d3|. 
老 记 上 = dis(woy To})> 0, D= Sup Gt vos 卫 ) (参见 图 3.10) .刚性 
内 中 


520 


0<t 时 ， mestH 人 To) = 0， 所 以 wt soy =9， 措 动 还 没 


传 到 ;当下 < < 卫 时 ，mes (SBN To)>>0，wo 受到 扰动 ; 当 - 妇 


过 1 之 + 20 时 ;mes{ 尽 王 作 Tw) = 让 所 以 (pos 加 ) = 0 即 拢 动 已 过 ， 
点 mm 恢复 天 上 上 。 


图 3.10 图 3.11 


“再 在 我 们 再 从 整个 空间 观察 扰动 的 全 局 性 态 w(%, 0) . 此 时 ， 
空间 中 扰动 区 域 
Q= {alSz,N Te} = 上 站 as 


准 扰动 区 域 的 边界 39 是 由 际 而 复 { LW Sz..) 的 包 络 所 组 成 。 
若 记 d* 为 me 的 直径 ， 则 当 刀 之 包 - 时 ,在 空间 中 有 清晰 的 外 包 络 


和 和 内 和 所 络 , 我 们 分 别称 它们 为 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 ,图 3. 并 而 出 了 
当 克 。 是 半径 为 R 的 球 时 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 , 它们 分 别 恕 半 从 
为 afo+ 吾 与 ato 一 吾 的 了 的 同心 球面 。 这 也是 习 屋 上 称 三 维 波动 
方程 的 解 为 球面 波 的 不 因 之 一 . 纤 上 记述 可 知 , 三 维 空间 中 的 初始 
局 部 扰动 . 对 空间 中 每 一 成 ge 只 引起 有 限时 间 内 的 拢 动 商 无 六 多 
后 效 ， 且 波 的 估 播 有 清晰 的 前 阵 面 和 后 阵 面 ,这 种 现象 称 治 Cay- 
gens 原理 。 

再 考虑 二 维 波动 方程 局 部 扰动 的 传播 。 设 初始 扰动 集中 在 二 
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维 空间 革 个 有 界 域 已 , 即 在 五 外 ws 由 均 为 去 。 记 由 = 由 Stzoy D)， 
2 = supd wos p)，wo 为 二 维 空间 中 茶 定 点 ,我 们 观察 该 点 的 扰 动 
Wros 1); 


1 v(m) 
wizo = 7 | | ss Ee v (ot) — |w 一 Fide 


名 Pp 
Wp Ot > ||s:, it aD [多 一 [Zl 
当 0< 志 时 4 御 | ， {Tos t) = 0 当时 二 < 时 ， 一 般 外 【04 1 入 上 特 


别 当 -5 < 时 ， 整 个 初始 局 部 扰动 区 域 D 完全 包含 在 积分 区 域 


吉之 内 此 时 积分 实际 上 是 在 五 上 渤 行 ,所 以 weny 贡 夭 0， 并 
且 当 #=c2 时 ， 由 马 的 有 界 性 知 好 zy 1) 一 0。 由 此 可 知人 从 人 时 刻 


t = 开 如 ，zo 的 扰动 就 开始 了 ， 这 拷 动 一 般 是 先 增 大 然后 从 某 


时 刘 起 开始 减弱 ， 当 当 fco 时 ， 这 点 趋 于 平静 。 这 种 传播 现 记 的 
特点 是 :局 部 初始 扰动 对 每 点 zo 的 影响 一 旦 发 生 , 将 持久 影响 下 
去 ， 不 象 球 面 波 那样 ， 对 一 点 zo 的 影响 仅 在 有 限时 间 段 内 起 作 
用 .如 果 从 全 局 看 初始 局 部 扰动 的 影响 , 会 发 现 柱 面 波 有 清晰 的 前 
阵 曾 而 没有 后 阵 面 。Huygens 原理 不 成 立 。 这 种 现象 称 为 波 的 丈 
艇 。 如 五 落 池 水 ， 波 在 水 面 二 的 传播 就 是 这 种 现象 。 

对 于 二 维 情 况 ， 我 们 可 以 把 初始 找 动 看 作 是 在 一 无 限 长 柱 体 
内 发 生 而 不 依赖 第 三 个 坐标 ms 的 定 解 问题 ， 时 此 可 以 想象 产生 这 
的 式 散 (又 叫 后 效 现象 ) 的 原因 及 过 程 ， 


| 题 
利用 Poisson 公 友 求解 Cauchy 问题 
局: 二 Qi(w s+ uy 十 Vr) 
WW | so0 = 和 0 十 ys, 


We | :0 = 0, 


2，、 科 用 降 维 法 ， 由 《3.59)' 导出 落 报 动 方程 的 DD'Aiembert 


3， 求解 乎 务 流 动 方程 的 Cauchy 问题 
Ws = 0 (sr py)s 
让 | = (w+ Y), 
twelrno = 0 
4.。 求 二 维 波动 方程 的 轴 对 称 解 妇 =tkry +)， 其 中 ， 
r= 


5、 取 ua os zt = wlw, Y, 5)) 再 应 用 三 维 波 动 方 种 


的 Poisson 公式 ， 求 解 二 维 Cauchy 问题 


了 | = Ys 2 


到 | eo 一 Ploy, yy) 


上 =q vt Vy) + ov, 
6. 试用 本 节 4.4 段 的 方法 导出 平 桓 非 齐 次 波动 方程 Cauchy 


问题 
Et 二 (二 
1-o= 0, 
we | so0 = 0, 
的 解 的 积分 表达 式 。 


7. 用 作 维 法 求解 上 面 的 问题 ， 

8。 解 三 维 非 齐 决 方程 的 Cauchy 问题 
2 二 一 
| 
We | cm0 = wr + WY2, 


$5 能 量 积分 解 的 唯一 性 与 稳定 性 
上 节 得 到 了 高 维 波动 方程 Cauchy 问题 解 的 存在 人 性。 本 节 将 
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利用 波 传播 过 程 中 的 能 县 关系 ， 证 明 高 维 波动 方程 Cauchy 问题 
及 混合 首 题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 。 我 们 仅 以 二 维 情况 闪 行 论证 ， 
不 以 计算 方便 ， 而 且 直观 明显 ， 


5.1 落 腊 振动 的 动 北 和 位 能 

对 于 脱 据 动 问题 ; 振动 中 的 动能 和 位 能 可 用 二 重 积 分 来 洲 永 ，。 
它们 的 行 称 为 能 是 积分 。 考 虑 张 在 区 域 工时 溢 肤 做 小 振动 ( 参 
无 图 3.12)， 设 广 古 均匀 的 , 即 看 密度 各 张 六 了 各 入 常数 ,wlw 
护 科 表 示 腊 上 点 (ws 幼 在 时 刻 主 垂直 于 (2， 纷 乎 面 的 位 移 。 


且 


图 3.12 


另外 ， 设 存在 重 直 于 (zw; yy) 平面 的 外 力 , 其 面 密度 为 Flg, gt) 

币 8 的 边界 60 有 牌 直 于 (z 急 平 面 旦 线 密度 为 p(s, 丰 的 寻 力 ， 

则 由 第 二 章 2.2 段 的 分 析 知 , 膜 在 时 蓝 二 的 动能 下 (和 和 位 能 Tx*(t) 

分 别 为 
Kit)= 二 | mis, Ya fdr dy, 


T*(t) = 由 [六 (Wa) — Ea | dy 


| 人 DP wads, 
这 里 o=o(s) 半 0 十 边界 吾 性 支承 的 弹性 系数 。 
于 是 ， 薄 膜 在 时 刻 1 具有 的 总 能 量 为 
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n=)| [ut+ + Tt) - Fu |de dy 


上 |.( jut uw )ds. 《3.70) 


5.2 能量 等 式 “混合 问题 解 的 唯一 性 
从 力学 上 考虑 ， 当 无 外 力作 用 时 ， 即 了 =p= 0, 膜 振动 系统 
的 总 能 量 应 该 守重 ， 即 .22 = 0。 现 在 从 数学 角 席 导 出 这 个 关 
我 们 已 经 知道 , 莱 蜡 的 微小 横 振 动 在 无 外 力作 用 时 ,其 位 移 肯 


数 %2， ys 引 镁 足 二 维 齐 次 波动 方程 及 齐 次 边界 条 性 
时 7 


二 
p 


| 
(Ce 
些 时，(3.70) 式 变 为 
B=)| [Sr Sstud) ao dy+{ Swids, C3.72) 


(3.71) 


三 让， 


引 癌 


出 . 
< = =| Lpwetss + Tw t Ht) Sdw dy 
+ | pi 
70 
利用 分 部 积分 


站 好 aztdo dy = 由 es )sdzdg 一 上 | wsundz dy 


-| WO WYds 一 suazay。 
总 品 ] 局 
经 整理 ， 注 意 到 (3.71)， 征 得 

= =pj| LY 一 如 ws + py) dedy 


35 


(re 
所 法 EEL = 常数 ， 即 
E(t) = EQ}, C3.73) 
我 们 称 (3.73) 岂 为 能 是 等 式 。 
现在 潜 察 二 维 波 动 方 程 混合 问题 
dis— 0 (Curet Uy) = f(y, yy ts Co) C0, t>0, 
ups Ws 0 — pl Ve Ws Wa 0 = Wm HE ND, 


(Te + oj | = ps, isEpboytc0 (3.74) 
其 中 f= Byp，o>>0。 
定理 3.10 波动 方程 混合 问题 (3.7d4) 的 解 如 果 存 在 ， 则 必定 
唯一 。 

证 设 53.741) 有 解 2 Ws ST Ws, 由 送 炉 原理 知 tt 满 
是 {3.71), 从 而 对 #4 成立 能 量 等 式 (3.73)， 注意 到 ww| ,60= 0, | 10 
=$， 抑 吾 0) = 人 0 从 而 (7 = C0Y =0， 册 

口 ia 了 2 2 ee 

m= || [rt] drday+ Swas=o. 
内 p 守 0， 半 之 0，g 宇 0， 所 以 w= w=wy=0， 于 是 刀 = 常数 ， 由 
ui-e=0 便 得 wo 外 =0， 好 wi= ws。 z 


5.3 人 能 是 趟 等 式 ”混合 问题 解 的 称 定 性 
为 获得 问题 (3.74) 解 的 稳定 性 结果 ， 先 建立 能 量 不 等 式 。 设 

tims 2 t) 是 注 足 (3.71) 的 任 一 冰 数 , 记 
Eo{t) = J) ww, ys tdw dy, (3.75» 


Roce = ?| | wds dy 


名 


<2( was dy ) ff wld dy ) 


2 BH) 2 BCD) 。 
解 些 不等式, 六 注 党 万 (1) = 如 (0)， 得 
_ _ -一 上 5 _ _ AR 

夏 得 能 量 不 笨 式 

CD)<2Bo(0) 二 -对 (0)。 (3.76) 

不 难 居 计 ， 不 等 式 { 也 时 能 量 不 等 式 ) 
,Bolt) <<e' Eo(0) + EAC — 1), (3.77) 

成 立 ( 证 明 留 作 习 题 )。 比 较 (3.76) 与 (3.77) 可 知 , 当 相当 大 了 时， 
(3,76) 式 比 (3.77) 式 要 好 ,但 1 较 人 小 时 (3.77) 强 于 (3.76})。 能 次 
得 到 一 个 在 t 守 0 时 比 (3.77) 好 的 不 等 式 呢 ?我 们 进行 如 下 的 演算 。 
由 于 

(Ds ys £) = Wy Oy+ -和 一 全， 


则 有 ， 
was Ws) Elwes, go 0 )|+ (( 涩 ) di ) 此 ， 
所 以 有 . 
|| wcs, ys 让 drdy<(1+e) | wm, yf, Odvwdoy 
+ 让 用 和) a avas 
即 | 


Ent +e) E00 + (1+ 1) (0), (3.78) 
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玉 六 1 
由 ofl1+tit 汪 + + 取 e=i+ -+ 了- 则 必然 成 立 不 
21 31 21 


1 + eo!, € 十 二 )P<e' 一 1, 


硬 首 10 时 ,改进 的 能 若 不 等 式 (3.78) 比 (3.77) 好 ，。 
现在 讨论 混合 问题 (3.74) 的 解 对 初 丛 的 稳定 性 大 (= 1， 


2) 分 别 基 问题 
Dre —a (es + wy = flow 到 fy)s 《中 9 到》 它 上 3 3 
| 0 二 CT Ys 如 让 :0 三 Wt Ys = 1, 2, 


(TB + ow) 0= p(ss £1) , 


的 解 ， 则 =t 一 Vy 炳 足 香 次 波动 方程 的 济 次 边界 条 件 以 及 初始 


条 任 
Wo = Pi — Pe = PL YY, 


We lo = him w= vim yi, 
于 是 : 


,0) = 人 grdody, 
至 (0) = 了 (| Cy + agst sledy +t S| prds), 
对 任意 固 年 的 二 90, 当 #E€[0, 如 ] 时 ,由 能 景 不等式 (3,76) 得 
| ws ys 1) dvd <2)| vdvdy 
+28{|| Cy 十 gC op2 + py) drdy t+ ?| ,pds}, 
于 是 得 到 
定理 3.11 混合 问题 (3.74) 的 解 在 下 述 意 义 下 关 计 划 值 是 


稳定 的 ;只 要 pg， Pr Py 和 由 的 zs) 模 忆 及 史 的 五 689) 简 都 很 
小 ， 则 相应 的 钾 的 差 灵 =tw -wi 的 五 (9) 各 及 工 ,(@) 模 也 很 小 。 
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其 中 ，Q@= x [0, zt]。 
进一步 考察 (3.74) 的 解 对 自由 项 了 的 稳定 性 。 为 此 先 建 立 有 
外 力作 刷 时 的 能 二 不 等 式 。 设 外 力 为 Fw 型 t)s 而 wn ds t) 消 


足 问 题 : : 
es A s+ yy) = firs ys ts (ws yy 所 他 ,0 
名 Py 0) = 人 0, or CT y, 0) = 0, (‘3.79) 
Tt ou) | ,= 
记 


Fo = || Po y, dody, 
把 能 量 积分 (3.72) 式 两 边 对 # 求 导 ， 整 理 得 
A =-p|| us [ute 一 号 (wrt wr) ld dy 


+[ te 《到 到 
利用 (3.79) 式 有 
了 蝇 = pl| w f dm dy<p(|| war av) (| Fido ay) 


<p( LE) Pd) = IPB FG , 


tow ds, 


解 此 微分 不 等 式 得 


E(t) 一 vi < (dt 
<VS(zeou)， 


BD ELECO)+ pt f rowsas, (3.80, 
注意 到 在 推导 能 量 不 等 式 (3.76) 时 ， 用 到 


所 以 


Wr NA 

这 时 因 有 外力 ， 卫 (二 已 不 和 守恒。 我们 有 咎 计 
BU — /Bodod) < FSV (f gar), 

故 有 

Et) 2 N00) + 入 | Eryds. 
把 (3.80) 代 入 上 式 ， 便 得 能 量 不 等 式 

Bt) 2 ,C0) + EB(0) +2e | Fordr. (3.81) 

阁 vst =1，2) 分 别 是 混合 问题 


Vis — 0 Ces yy) = ft Ys £), S11, 29 
wo= lss yy Weliso0 = Bm Vs 


Br _ 
(| 
的 解 ， 则 妇 = zt 一 ww 满足 方程 
Wats tyr) = fs, o£)s 


和 济 次 定 解 条 件 


时 | ,-o= tv | -oo= 0 


Ga 


By yy DD= ms yh ~ fn, Dh £), 
当 +t=0 时 ，Bo00) = 加 (0)=0， 由 能 量 不 等 式 (3.81) 知 


Eott) <28| f(r)ds = 2 | ds Te ddr， 
对 有 限时 间 如 >0y 当 iE[0 如 时， 有 
ff 2 2 oy tydody 28 I, 0) 


= Dy 


其 中 


其 中 ， 妨 = 局 x [0 t]。 于 是 得 

定理 3.12 混合 问题 (3.74 ) 的 解 在 下 述 意 义 下 关于 自由 项 : 
是 稳定 的 ;只 要 了 的 五 (@) 模 恋 化 微小 , 则 对 应 的 解 的 L(t) 模 及 
工区 外 》 模 记 变 化 微小 


5.4#4 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 


在 用 降 维 法 得 到 二 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 和 的 Poisson 
会 式 时 ， 我 们 已 说 明了 解 的 唯一 性 。 现 在 ， 用 能 量 积分 给 出 唯一 
性 的 证 明 。 为 此 只 须 证 明 Cauchy 问题 
人 dat tyy) = 0 (wv 0) ER:, t>0, 
他 (0 Ys 0) = 0 Yl, ys O00) = 0 
只 有 零 解 即 可 。 


注意 ,由 于 此 时 积分 马 G) = | Ce2+ ae(w3+ 风 dedg 可 能 


发 散 ， 故 不 能 由 此 式 出 发 去 证 明 解 的 叭 一 性 。 所 以 我 们 取 一 个 特 
征 锥 (图 3.13) 
下 | {4— To) + (yn RR- afr), 


(3.82) 


机 3.13 


饼 体 天 在 平面 +=0 上 的 截面 是 圆 域 


了 0 了 


fo (w— mo) + Cy — ER 

由 于 办 体 下 是 贺 域 Cu 的 诬 定 区 域 , 所 以 在 时 刻 卫 时 ， 区 域 

Qi: (gp) + yh) Ra 0 
内 种 尽 汐 闲 数 生 ww ys t ) 由 290 内 前 初始 条 件 完全 次 定 。 从 而 
2 中 所 其 译 的 能 时 不 应 超过 6 内 所 具有 的 能 晤 ; 阁 2 内 能 量 为 
零 ; 则 局 内 能 量 也 必 颁 为 零 。 下 面 我 们 通过 计算 证 实 这 个 猜想， 
记 以 Qo， 9, 和 区 的 侧面 卫 所 图 成 的 立体 为 D， 则 有 

0 = (| we qs(Wsst Wyo) do dy dt 


= [| {c+ a Cu WT Wy 


~ 2ar(wyt), Vdodydt 


- z|], pins Lt a (ws + 2)] Co (nt, t) 


— 20°W UCOS NR DT) -2a UG C0 fy) } dS , 
由 初始 条 性 知 ， 被 积 式 在 BQ 上 的 积分 为 零 ,另外 注意 到 ,在 0; 上 
有 cos(tny =1，co3Cny v0) = CIC VW) =0 及 在 加 上 成 立 


1 
COs{H, = vt 


再 由 cos 失利 1) 二 Cos*( 和 ,nw) 革 CoS (yy)=1 便 知 
a (Co8 (1, #) + cos CH, yf)) = cos: (HB, £4), 
于 是 有 
一 
由。 Cue arts + 3)] dody + | {re coscn, oyu 
一 cos(ty wT + [a Cos y)W, — a costsss t) J} dS 
= 0, : 
从 而 得 
102 


rf 十 2 人 Gd = 0 
Jo 


所 以 {二 t=Wy= 0y take sy #) = 常数。 注意 到 初始 条 件 便 得 ， 
在 万 内 ga Vy = zs gy 0)=0, 由 了 及 # 的 任 取 性 若 在 it 之 0， 
Cw oy) ER vw Y=0， 即 问题 (3.82) 只 有 堆 解 从 而 香 
定理 3.13 波动 方程 的 Cauchy 问题 
人 Vy) = Fr, ys 《0 0 
wm Ys 0 = mims Vs Wm Ys 0} = whim Y), 
的 解 是 唯一 的 。 

上 上 述 对 定理 3.13 的 证 明 方 法 ;可 应 用 到 任何 高 维 空 间 的 波动 
方程 的 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 定理 的 证 明 申 去 ， 只 基 证 明 的 细 
节 上 略为 复 巢 。 

关于 Cauchy 问题 (3.83) 的 解 对 初 值 的 平均 稳定 性 的 讨论 各 
混合 问题 的 讨论 类 做 ， 留 作 练 习 。 


(3.83) 


| 题 
1. 固定 癌 点 草 育 界 强 自由 报 动 可 以 分 解 为 不 同 因 有意 率 的 
丘 波 的 选 加 ， 试 计算 出 每 个 驻 波 的 动能 和 位 能 ， 并 且 证 明 路 反动 
的 总 能 生地 于 音 验 波 总 能 量 的 和 。 
2. 设 党 亩 入 力 作用 的 国定 广 点 的 有 界 台 振 动 满 是 方 程 
tt 
证 了 明 其 能 量 是 减 小 的 ， 并 由 此 证 明 方 程 - 
2 一品 Ws Cut f 
的 混合 也 是 铬 的 唯一 性 以 及 关 于 初始 条 件 及 自由 项 的 稳定 性 。 
3， 证 明 如 果 函 数 了 (wy 让 在 区 域 G; 0<e<1 0<ti 二 三 作 蕉 
小 改变 时 ， 方程 
du 


ww, := (bw)  )- — ut flrs £) 


| 


(0 0>0 和 和 了 (wy 维 都 是 一 些 充 分 开光 竟 画 数 ) 满 足 国 定 莉 
点 边界 条 件 的 混合 问题 的 解 在 口内 的 改 训 也 丁 怨 微小 的 。 
4. 证 是 问题 (3.717 的 解 , 并 记 


一 站 wa， 3 | 也 ,2 
Fo=| | 340: 十 +) [dn dy+ wasy 


站 总 
五 ft = 中 eew yy td dd 
试 证 成 主 能 量 不 等 式 : Bolt) se of0 ) + E00- 1)。 
号 ， 证 玉 是 二 维 弃 次 淀 动感 捏 和 一 2 的 在 特 枉 锥 
素 ( 见 图 3.13) 内 的 解 。 若 记 
ED,) | Cu + ar{ws + uy) dody, 
Le 


Eo (0,) -jf wr Ys dy Gy 
(1) E(NN EB DN), 
(2) E00) Se Bo Oo) + (el— BD), 
“ 6， 利用 上 题 结果 证 明 二 维 法 动 方 程 Cauchy 问 题 (3.88) 关 于 
初 友 条 件 的 稳定 性 :对 于 尾 何 给 定 抑 Sn0， 一 定 可 找到 10 只 要 
初始 条 件 的 盖 由 一 Pa 如 一 2 在 区 域 Bo 内 满足 


]|2;, — Pallz, p00 < 
川 P: 。 一 pas ||i, co < 
(py 一 pay lisa ns 
| ws),cos < 
别 在 锥 体 到 内 ;对 于 对 应 的 解 的 状 全 一 ty 成 主 


on ~ all = Vf co ~ 0) dvdydt <s, 
其 中 ， 互 ， (BT0) + (gy— Rot)’, 


了 站 二 


第 四 章 ”热传导 方程 


$1 Cauchy 问题 


对 带 有 章 次 边界 条 性 的 一 维 章 次 热传导 六 程 混 合 间 题 ， 或 在 

某 些 规则 区 域 虐 多 二 维 章 次 热传导 方程 带 丰 齐 次 边界 条 忻 的 混合 
问题 , 如 同 求 解 波动 方程 混合 问题 那样 , 吉 以 用 分 离 变量 法 进行 求 
解 , 在 此 不 再 著述 ,现在 考虑 高 维 空 间 中 的 热传导 方程 Cauchy 问 题 
{A 0<t<T, wvE RR", 


C4.1Y 
“(0,0) = p60), veER, ) 


这 里 ， W= UL) = iy ws sw }y A = 2 3 . 
个 淮 验 证 以 Y A 
Rls - 


满足 (4.1) 中 方程 ( 头 为 天 人 导 方 三 时 不 角 人 与 波动 方程 角 的 
Poisson 公式 (三 维和 二 维 ) 相 对 照 便 知 ， 热 传导 方程 对 空间 维 数 
没有 骨 显 的 依赖 性 ， 故 我 们 直接 讨论 高 维 空间 情形 。 我 们 将 用 
Eourier 变换 这 一 有 力 工具 求解 热传导 方程 的 Cauchy 问 题 。 对 
Fourier 变换 的 严格 数学 理论 ， 将 放 到 广义 函数 一 章 中 讨论 ， 这 里 
仪 讨论 它 的 概念 和 基本 性 质 以 及 应 用 ，。 


- -二 | 


(4.2) 


1.1 Fourier 变 摘 及 其 性 质 


”在 数学 分 析 中 ， 我 们 若 诞 .大 一 元 函数 Fe) 在 ( ~ cos 十 oo 上 
连续 可 导 , 且 绝 对 可 积 , 则 有 它 的 Fourier 变换 。 


10s 


Ft) = 下 了] = (p(w)e-'tdy, . Cd.3) 
及 站 的 Fourier 反 开 欣 


ftp) -P= “PCEyetzrde。 (4,4) 
在 史 维 空间 ， 即 gER*， EER" 时 ,有 类 拟 的 变换 公式 
Fé) = | nf Cae ily = FLf], (4.5) 
a 
1 J pe 
fm = obs | fye ‘ds = FF" [fi, “和 .全 3 
其 中 ， 肉 积 儿 * EE = Wid + Tots 于 十 人 oo Ris iE 分 别 表 贡 感 甸 
和 点 的 mn 维 欧 压 空间， 
Fourier 变换 有 下 述 基 本 性 质 : 
1) 线性 性 质 
Flaf+ Pg]=aFiflt+Br[Lg], (4.7) 
其 中 ，a 和 户 是 任意 实 或 复 常数 . 
2) 微分 性 质 


若 了 和 Ff， 部 可 进行 Fouricx 变 多 且 当 elI-=+ee 时，Fop) 
一 4， 则 有 
FLfs, Y= BT] - 《4.8) 
一 般 有 
FLD"f1= (i¢)°F[LF], 
其 中 ， 二 (G9 G9 省 人 不 人 于 ， 2 为 整数 ,fa | 


多 ~ -rk a 
Bop dp 9 ~l; ,= (i) 
2 tt 


(过 ,》*。 这 里 要 求 了 和 通 当 光滑 , 它 的 各 阶 币 元 都 了 进行 Fourief 恋 
换 ， 上 且 涉 及 到 的 各 阶 微 商 当 jol 趋 于 无穷 远 党 站 于 专 。 利 用 分 部 
积分 公式 不 难 证 明 此 性 质 成 立 。 
3) 卷 积 和 定理 
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一 人 十 吧 十 六 十 ao DD"=- 


车 户 ， 产 都 可 进行 Fourier 变 换 ， 则 它们 的 卷 积 
frrfa= | af hw Wdy 


肘 Fourier 礁 娆 是 
FLfi*fsl= FLF1NFL :I = f1* fF 
从 而 
FFA fF] = Fi* fs 
证 为 书写 简便 计 ， 我 们 仅 就 一 维 空 间 变 县 情形 证 明 。 由 对 
fi 和 fs 在 (~-co， 50) 上 绝对 可 积 ， 因 此 从 定义 庆 
+ 
AAA 
tm he 
=| evigo] f(y) fate -Wdy 
+ tw 
-上 Fity dy [ Fe rid 


te + 
[Rt A 一 方 (有 六 CE) 


铸 
FLfi*fs]= 下方 ] 了 EC 疡 ]。 
4) 六 了 (ID) 及 TIFa) 者 可 进行 Fourier 变 换 ， 则 
FL- iw:f]= RFTf]. 
一 般 地 有 


TA Dw =FCF), 
这 里 ， 要 求 了 足 巾 光滑 且 所 涉及 的 变换 都 存在 。 
例 4.1 求 一 元 函数 了 lm)=e"*i 的 Fourier 变换 ， 其 中 
允 拓 《十 co 十 ooD)。 


解 
PR 
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和 
= [Teneos 如 一 iain cm)da 


=2] ecostodo = -2 ae 
例 4.2 求 丰 = en 的 Fourier 反 变换 ， 其 中 ,，E= (所 
ts “ny 二 
各 


四 ~ lftolart 
fe) = mao! 3 此 


_ 1 i™ (tm ... 
re |e CE tt t+ tantn de dE, 


=-( 二 全 人 (| -eventngt,), 


2 
记 
Re 
k om | 天 
二 二 | er Cosaeedeas 
d" om 
.1 (2x) = 人 ea ‘COSTE rE, 
由 了 Euler 公式 
-一 如 __ pe 
| ° | de = » 
知 


1 
of0) 一 FV 
对 J (ze) 求 导 ， 并 利用 一 次 分 部 积分 可 得 


dy ve) 地 六 _ 
do “2 0 
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3 
J Cpe = 过 Te 和 FE 
进而 有 
Te 21181)- 一 工 er 省 
2 。 
最 后 得 


few) = TLC) = (C471) et, 
1.2 Cauchy 问题 的 求解 
设 Cauchy 问 题 (4.1) 的 解 ui 和 初始 条 性 p(w) 都 可 关于 
变量 2 进行 Fourier 变换 ， 并 记 
des 1) = [i wmst eiddr, 
Qc,0) = | pw)e tdo = h(E). 
于 是 ， 对 (4.1) 式 中 的 方程 式 及 初始 条 作 分 别 进行 Fourier 变 换 ， 
便 得 宗 & ,了 1) 美 于 的 常 微分 方程 初 值 问题 
RE st) 2 
| JE R(t) = 0, 
dE 0) = P(E), 
其 解 为 - 
QE 4) = Ee, 
对 它 进 行 Fourier 反 变换 ,并 和 用例 4.2 的 结果 便 得 
ums t= RE 
一 FiLyp{ Eo- 


2 一 毕 =YP 
= (dL) i |p De 4 dy 
¥ 


= Ge) |,s Bo -yt p(y) dy 
了 0 多 


其 中 ， 
.hd 
Elo- yt)=t 3e™ H , 
员 作 (4.1) 中 热传导 方程 的 基本 解 ， 
而 葡 
Kl(w yt) = (4m) LR ~ yt) = (dt) 
为 Cauchy 问 题 (4.1) 的 解 接 ， 则 (4.1) 的 形式 解 可 表 为 
wD i) = [so WE — yt) dy. 


= 。 1] 了 一 了 
= 4 


关于 解 核 Ktw 一 ft}， 有 以 下 人 性质 ， 


{4.9) 


(4.10) 


1) 当 oER, yE RR t>08N, Kw- yt)> 0 Hh(m— yt) 


Eo, 
2) 站 42>0 时 
9 J 
(3 AE-y) =0. 
3 jE Rr", i>0 时 
sR(o- ydy=1, 
EE 
4) 于 任何 给 定 的 58>0， 有 
1 | Kw- ydy=0, 
I 一 rf] -由 


m 
上 上 二 
1 
对 zcE BR 或 立 . 
HH 区 的 表达 式 (419)，1) 和 2) 显然 成 立 。 若 作 变 换 
Y= m+ (dt) i’, 
则 有 
| Elsm— yt dy= w|i errdy， 


当 = 0 时， 由 Euler 公 式 乞 
| e "d= (| e™" ds ) = oz ， 


了 工 了 


(4.11) 


襄 3) 应 亦 。 当 88 时 ， 芭 接 知 4) 成 立 ， 


i.3 和 解 的 存在 性 

上 而 挫 导 形式 解 (4.,10) 时 ,假设 了 wtm} 可 以 作 Fourier 变 换 ， 
即 gtw) 守 (一 20,020) 上 绝对 侣 积 且 有 连续 的 一 阶 导 数 ， 半 实在 
对 gtw) 隐 加 验 得 宪 的 条 件 之 下 ， 便 可 证 朋 (4.1 人 0) 确 是 问题 (4.1) 
的 古典 解 。 

定理 4.1 大 果 glw) EEC) 月 存在 正 的 常数 并 及 4 使 个 
计 式 

[pln | Me 

在 局 上 成 立 ， 则 由 (4.10) 所 确定 的 函数 wfz; 和 是 问题 {4,1) 在 
区 域 s€ Br* ，0 过 ts 了 PD 中 的 古典 解 ， 且 无 穷 次 可 微 ， 其 中 ， 六 过 
而 : 

证 对 任意 取 定 的 常数 20， 0< 名 <Ty 记 五 ={flol<ay 
< 加 tT} 。 于 是 ， 涛 (wy1) ELL， 风 由 (4.10) 式 知 


eta SA 


下 1 邓 一 到 | 3 


其 中 
cu (Tt 2, 
若 记 4= 一 Fr， 并 对 被 积 对 数 中 的 内 数 配 方 得 
4 + Alo- y= Aly* + aco 2(9 :0 + |y|* 


一 (4+D| [1* ~ ri ui) + le 


于 是 由 (4.11) 知 


1+ 


4 各 


lumpst) | 之 ee 人 2 » exp| (4+ jv- -| Jay. 

(4.12) 

因此 ， 如 果 4+ 4<0， 即 了 < 一时， 形式 解 的 积分 表达 式 

{4.10) 在 闷 区 域 工 上 绝对 且 一 致 收 伍 ,从 而 wtwst) 在 荆 上 连 

续 ， 由 a 的 任意 性 知 ，wtws 在 条 状 区 域 0<4< -六 上 是 连续 
的 。 利 用 (4.13) 得 


于 | zl 


一 下 可 七 总 
wos | SoM( 人 je ， (4.13) 
出 于 


1 1 = 
其 中 vo, 一 2 -元 ) 是 2 一 久 和 二 了 的 多 项 式 . 邵 网 对 《4.10) 


的 估计 、， 积 分 


0 Ko Yt) 
| 2 Pldy 


也 在 关上 绝对 且 一 致 收获。 于 是 ,在 (4.10) 式 中 可 对 和 上 在 积 

分 号 下 微分 任意 多 次 , 即 wy 让 无 穷 次 可 微 。 再 据 K(w ~ 9 的 

性 质 2) 知 ， 在 此 条 状 区 域内 (4..0) 满 足 问题 (4.1) 中 的 方程 ， 
下 面 证 (4.10)? 满 足 初始 条 件 ， 即 对 任意 woE€ R"， 有 


limau twst) 二 的 。 


Er 


不 失 一 般 性 ， 成 zo=0， 并 记 
tm) = pm) — p00), (4.14) 
则 glz) = (0) Vlwm)。 由 (4.1 们 息 及 区 (ww 一 Vy 个 的 性 质 3) 知 


um) = [a9 .VE ~ y, tydy+ | av EG — yt) dy 
和 
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= pO0)+ [sm WE-y dy, 


因 加 他 ) 连 续 ， 旦 wa 人 0) =0， 攻 对 任 给 的 > 汪 0， 存 在 5t8)0, 合 
xz 之 5(e) 时 ， 有 [oolw) | 过 se 。 由 (4.14) 知 

[ow | 2Me Tl, 
故 总 可 选取 Bl(g) 足 直 太 ， 人 使 |w| 守 8te) 时 有 

[vom) | Sse™ ls 


从 而 ， 对 任意 的 ZER” 成 江 
do Kw Y, bd 
让 


1 兰 一 如 二 
5 + | 
< | 


王 nt do 
{mtY3 


利用 (4.13) 的 结果 取 (4~ Ble) 44- 于， 且 取 足够 小 , 使 


1 人 
引 一 -一 一 全 | 
Bts) 了 <0 成 立 ) 得 到 


Plea 
wm WDE(o Yt)dy |<- 加 一 -1~# 隐 ， 
| (i— 4Bi)3 


出 此 式 知 
lim wy,t) = 9( 0), 


ft—*D+* 


出 定理 可 以 看 出 、 当 4 越 小 时 ， 对 而 言 的 解 的 存在 范围 越 
大 ， 特 别 当 9(2) 只 是 有 界 连 续 时 ， 即 4=0, 则 (4. 10) 便 是 问题 
4.1) 在 fs0 上 的 解 ， 


-J 是 
1. 如 时 口 (£5, t 是 孔 = 0 和 zw 的 解 业 的 Fourier 这 
并 ， 证明 品 浇 足 
+ = ~ EU, 


1T18 


从 而 ， 口 (Et) = CE 一 半 e3 和 ,所 是 任 一 个 一 阶 连 续 可 微 当 城 。 人 
和 wp,0) = fo 一 CO 人 十 co 则 Cauchy 问题 的 解 坪 


eto] fe" Edy. 


= er 


2。 若 9 是 正章 常数 ， 证 明 
| Ko-y, HKCy, Day= Kl, a+d), 
如 本 定义 算 子 成 为 : 
LE] = 全 FDK (oy Day, t>0, 
四 对 二 计 0 ts 站 0， 有 , 


aL Es[L fl = Ze 门 。 
3 和 还 刘 河 数 


1 tk} hc 
各 -tt nt) Amt mr) 


对 于 村 生 二 fr 1, 拉 满 是 方才 

站 日 3 pm 

0 

对 于 人 膏 晤 (EpsT) 满 足 方程 ，-， 
OY Sv DY 
0 


4， 证 明 如 果 oa(mp 和 站 。，ts (go 所 分 别 是 问题 


dwr Ow 
| Bt 0o 
[sy {1.0 = PL {vw} 
ow _ 4 
BB By? 
wz |: 0 = Pa (0), 


的 解 ， 则 Cpy9t) =i(Cwst)W (ys 引 是 定 解 问题 
了 了 站 


pe 也 ，，. 
本 下 站 入 
| 9 一 一 于 ee 


Bol Byr? 
i | = 1 Ys 


5， 导 出 热 待 尽 历 西 人 aUCHY 问 题 
6t Ee dy 


| .过 
oo= pm Y) = os (9) BAW ， 


轴 解 的 表达 式 。 
6， 用 Fourier 变 挠 未 上 半 平 面 s0 的 静电 场 电 位 内 而 给 定 


rs0) = Flim), Tim etry =0,7= op +, 
7。 设 上 半 无 限 平 面板 9>0， 在 边界 =0 上 jos<sao 处 保持 寅 
温 g=1l 在 | 处 中 =0D0， 证 明 平 板 的 定常 温度 是 
-1 上 十 了 ?| 
对 一 | arc tg 了 十 trC : 糙 了 站 
8， 解 渡 合 问题 
{ee it>0 2 0, 
WTm0) = Em ,0 = 0, 
9， 设 名 是 问题 
Y= vss vid) = OVO st) =1(s 守 0 0) 
前 解 ， 验 证 (所谓 Duhamel 积分 ) 
wt) -0 | vs tT} dr 
dt Jo 


We = 
‘TD =0, 

HD) = ef) . 
10. 求解 一 维 热 传导 方程 ww 一 qiwzs=0 的 Cauchy 问 题 ,已 


满足 混合 问题 


{ 了] 时 | t= 二 Sin，, 
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(2) ulna = w+ 1, 
11， 用 款 酉 法 求解 本 有 和 界 直线 上 执 传 时 方程 一 0-Wwzs 二 人 0 的 
混 会 问题 ， 假 设 
{ umd = go), On + 
wD0st) = 0., 


$ 2 极 信 原理 ” 定 解 问题 解 的 唯一 
性 与 稳定 性 


2.1 极 值 原理 


设 ow 表示 BRB” 中 的 一 个 有 界 开 集 。 对 于 固定 的 了 >(0， 作 R"" 

. 中 具有 底 和 高 TT 的 柱 体 加: 
‘ {C2 TsEm 0<t<TP} 边界 
| 80 由 * 末 ”边界 3'8 和 上 ”边界 
6” 认 两 个 不 相交 的 部 分 组 成 (参见 
图 :4.1)。 

92= MG 1 | 或 者 2 Edm 0 

< 人， 或 者 geEoy {=0}, 870 
= (mt) [a Emt = }, 
我 们 有 
图 4.1 定理 4.2( 极 值 原理 ) 设 % 在 


中 上 连续 ,在 2 内 ws 村- 存在 日 连 续 ， 并 满足 由 -Asw<0 (或 
2z0s 7 刚 


maxw = max wv( 或 min w= minw). 
Bi 总 总 f 时 
证 加 为 把 w 变 号 ， 最 小 值 的 情形 就 谈 为 也 大 信 的 情形， 所 
以 只 肥 演 虚 晤 大 值 的 情况 就 可 以 了 ， 
先 设 在 只 内 和- 人 w<0。 对 于 0<s< 有 ， 设 ,来 示 和 集合 
{twst) Em OILT—e}, 
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因为 wwEOCO6)， 所 以 存在 点 (ws +) € 9。.， 使 得 
w(t “max uw. 
车 这 个 (az 位 忆 ED， 上 必须 成 并 的 关系 式 如 一 0， 和 信 Ww 志 0 并 与 妈 , 一 
和 tt <0 李 盾 ; 如 果 (w, 们 E87 站 ， 交 有志 宇 0， 和 A 俯 w 志 09， 它们 导致 
相同 的 入 盾 。 如 比 ，(zD 站 后 全 呈 。， 并 且 
Max wu = MAX ue max 他。 
因为 只 中 每 一 个 具有 站 < 的 扣 必 属于 其 个 人 8， 而 是 % 站 中 
工 连续 ， 下 此 得 证 。 其 次 ， 设 在 吕 内 同一 ws。 引进 函数 
人 (人 二 人 (0 一 下 
是 正常 数 ， 风 2 一 入 D2= 一 站 一 之 90， 于 是 ， 利 用 上 述 针 论 
知 


max w= TD 和 其 (全 十 Kt) Smaxv+eT 
二 二 月 
=max t+ iT <maxwv 十 下 了 7 
| 人 站 


令 -x0， 得 
maxw XU 。 
百 辣 ' 上 


相反 的 不 等 式 双 显然 成 立 ， 于 是 maxe = maxt, 证 毕 。 


2.2 混合 问题 解 的 叭 一 性 与 稳定 性 


利用 上 述 极 值 谍 理 立即 得 到 下 述 定 理 ， 
定理 4.3 混合 问题 
人 会， (wf) EL, (4.15) 
名 | = pwst)s 

在 旬 内 的 解 是 唯一 的 ， 而 且 拓 于 8 上 前 边界 条 件 及 初始 条 性 

证 大 (4.15) 有 两 个 解 志 和 tw， 则 名 = 呈 一 ww 攻 足 齐 次 方 
程 和 亨 次 边界 茶 件 

WAS= 0 uioo= 0, 
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了 册 此 知 ， maxu= mipu =0, 利用 极 什 原理 恒 得 
maxw= mint = 0, 
Fal 总 
所 凡 ，%=0， 即 原 问 题 (4.15) 的 解 唯一 。 
下 西亚 稳定 性 。 吉 2 询 足 问题 
人 人 wt) ED, 
tlyn= Pm tl), = 12, 
市 由 渤 加 原理 知 wiw,?) = wD? 一 ww 满足 
僧人 (wh) En, 
， aro = Pi ~ Yo, 
加 有 果 max|Ppi 一 92 < 过 4， 则 由 级 什 原 理 , 有 有 
| — we | 机 — | < (wi) EN, 


这 启 证 明了 混合 问题 秘 的 从 定性 ， 


2.8 Latchy 问 题解 航 淮 一 至 与 医 定 性 
由 定理 4.1 和 车， 只 要 gEOMR"), 生 满 足 在 无 穷 远 处 的 增 共 
条 件 ]9| Mai 则 当 wE RR"， 0<t<T(T<- 1) 时 ， 由 
《4.10) 式 确定 的 泗 数 
wm £) = |. PE —y, tdy 
是 Cauchy 间 题 (4. 的 解 。 下 画 证 明 , 这 样 的 解 对 Cauchy 上 问题 
.1) 是 唯一 前 。 
设 we 妈 汪 是 上 面 所 灌 条 伴 下 的 解 ， 则 函数 w = 2 一 妈 3 满 
是 问题 
A= 0 twE RR, 0<t 宝 了， 
tm 0 = 0, WER". 
由 合计 式 (4.13) 知 ; 存 站 适 当 的 常数 再 .41 汪 0, 使得 当 wER", 0 
< 时 ,有 合计 
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《二 .工人 


[umst) | Me , {4.17) 
并 型 4.4 谈 中 是 站 是 (OO 理 注 四 (4.27) 则 在 

由 在 0 下 f= 
也 和 守 且 让 iel<5 选取 g， 鳃 0<e<3， 并 


这 A 这 二 | 名 


设 弟 玫 A'> A， 交代 总 可 以 和 人 选 取 aa 局 


利 
A 
en 
AA! " 
进而 共 lg 汪 5， 亲 是 
{mt | se 9 2 ET|2| a}s 4.18Y 


ri 喘 到 > 让 了 上 “ir he 
放样 形 3 王 六， {ls| <a, 0 rp ,} 内 到 请 辅助 函数 


| 
ims +t) = (了 本 je “dart 4 7 
容易 验证 它 满足 (4.16) 中 方程 ， 生 在 柱 巫 iwi =a 上 有 
A 


i ty = = tA ee 


-TT 1) 
而 在 底面 =0 工 有 3480) 袜 Er0， 由 (4.18) 简 初始 条 件 ww, 0) 
=0， 上 比较 加 名 车 ,在 1D, {ls|=a, 0 和 DD 和 ls| <cy #= 
0} 上 有 待 计 式 1wtos) | 过 bp,1)， 嫩 

本 十 叶 池 和。 媚 一 和 二 在 ， 了 197 
成 立 。 画 数 四 = 二 0 满足 共和 传导 方程 ， 按 极 信 不 丙 ， 外 在 上 
取悦 它 椒 注 信 本 撤 人 下 在 了 内 (4.18) 式 威 立 。 特 别 在 柱 


[wtw, t) | <e(Vi) ee 4 


了 了 站 


令 se>0， 便 得 在 集合 { ia1<b 0<t<- 二 7 中 we: 人 =6， 又 因 


二 内 utz， 2:) = 0 


5 是 任意 的 ， 故 在 条 形 域 12€ R” 
重复 上 面 的 讨论 ， 可 以 证 明 在 带 状 区 域 fzE BR", 。 <! << 
中 = 由 于 了 是 有 有限 数 ， 总 可 以 等 分 区 闻 09 志 1f 志 人 ， 使 

了 37， 这 样 重复 腿 次 上 述 证 明 过 程 就 得 到 定理 的 结 


论 ， 从 而 完成 唯一 性 的 证 明 ， 
设 ww 是 问题 (4.:) 的 玩 个 解 。 满足 
Um 0) = Im) d= 1,2, 
max!gp tw) — pm) | 
从 解 的 表 太 式 (4,10) 及 下 (ww 一 yt 的 性 质 3) 有 
ju —w | = [fate -IDIE(o- y, tdy 


每 段 长 < 7 


< 中 Eee 一 yt dy 一 季 。 


从 而 得 
定理 4.5 ”Cauchy 问题 的 解 对 初 值 是 一 致 稳定 前 。 


2.4 例题 

上 上 型 讨论 Cauchy 问 题 透 定性 时 ， 兽 对 解 在 无 穷 远 的 增长 阶 有 
砚 制 。 下面 我 们 说 阴 ， 这 个 条 件 在 古典 解 的 意义 二 要 有 本 质 的 
改进 是 不 可 能 的 。 

例 4.3 和 AA.N.Tychonov 的 例子 。Tychonov 况 指 当 ， 对 一 
维 热传导 方程 的 Cauchy 问题 ， 除 非 解 & 满足 条 件 | wy 有 | 二 
时 e ” ， 和 否则 其 解 不 叭 一. 

方 秆 好 一 %s=0 的 解 可 下 级 数 


130 


te dg 加 
外 【人 oT de Bo Ty f+ ooo, (4.20) 
给 惠 。 革 中 ，g 人 (和 是 任 辣 一 个 无 穷 次 过 续 可 第 克 数 。 事 实 上 ， 健 
设 (4.20) 收 襄 性 相关 好 ， 设 了 = 铸 一 1， 则 有 


dd 
= 六 于 df 
dts 


《2 下 一 2 di 28971 ” 


站 
之 Sr 人 
1 
可 部 (4.2 人 0) 确 实 是 WC 一 三 人 的 解 。 现在 取 


m=t 


ss 寸 。 
0， 当 t 和 0 


它 对 # 雹 穷 次 可 微 ， 但 对 i=0 是 不 解析 的 . 因此 相应 的 级 数 
(4,20) 的 收 全 性 依赖 于 -4 9 的 合计 。 由 对 解析 曾 数 微 商 的 


di 
Cauchy 公 起 得 
一 名 一 省 
dg 的 LH 2 1 
dt" Drijs 一 


这 里 达 >0， 卫 是 积 务 路径， 它 是 男 |1* 一 让 = 和 而 0 二 日 二 JJ 对 
Rez>0， 定 叉 # 作为 函数 的 主 值 。 对 实数 业 ，* 在 一 上 可 表 为 


2=t+ Otev=itl + ew), 


Re( ~ 三 = Re(l + be)", 
显然 ， 总 可 选取 9 充分 小 ， 使 对 所 有 实数 溃 有 Rell + be ~"> 
禄 ? sa 


Rer 一 人 台 ) < 一 PE 


dg) < 下 
di: Se 
又 因 
| 1 
(C21 EL!’ 
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羡 站 (4 2078 i 证 


也 而 L 和 在 每 个 江 ， 河 wo <x<m 上 ， 一 致 地 有 


lim mt =, 


如 暴 我 们 求 洁 Canchy 间 是 (4 .17 的 某 个 解 ， 只 要 期 上 上 这 和 防 
Tychonow 控 , 城 得 和 Cauchy 问 题 各 对 一 个 角 , 这样 就 如 永 了 唯一 
性 定理 。 原 因 在 于 对 般 没 计时 雪人 条 人 往 

pt < 
为 此， 为 使 志 aachy 问 题 羡 只 一 ， 上 这 委 件 是 必要 的 。 

dd 热 忧 娃 方 程 描写 的 物理 现象 媚 己 时、 扩 此 等， 
都 是 轩 高 到 低 、 自 密 到 硼 的 童 向 变化 ， 这 大 变化 革 不 可 闭 过 竹 ， 
pe 在 孝 上 雪 饥 为 区 一 # 代 巷 就 得 天 不 同 芍 方程 同上 十 信人 

与 此 相 垃 的 是 对 荡 传 导 六 程 在 区 域 i<0 内 二 :人 C49chy 岂 是 
常 是 不 通 定 的 。 下 夯 就 是 车 名 的 Rothe 的 钢 子 。 

售 4.4 ERKoths 的 例子 。 潜 虚 一 维 热 传导 方 注 4 一 Ws=0 
的 Cauchy 问 题 uw{w，0) = -Pe), 一 co<m<c +co， 若 mpg)=0， 其 
Uwst) = 号 一 个 解 。 太 

YP (4) aint, >0, 
出 
Wim tt) =he “sin (2) 
大和 解 。 对 充分 小 的 >0， 初 信 可 任意 地 湛江 让 主 ， 而 这 个 解 仪 当 
1 时 注 这 样 的 。 划 果 #<0， 解 的 鼻 定 性 不 成 立 ， ri (< 
0， 印 货 衣 将 存 人 在 性 得 到 满足 ， 但 解 对 初 值 的 一 致 禾 定 放电 
种 怠 ; 河 电 的 。 
i 的 习题 中 ， 我 们 和 曾 让 读 省 用 延 拓 法 求 租 半 他 有 这 的 热 


es ee 现在 给 出 一 个 用 熙 拓 法 局 时 又 可 用 分 襄 变 间 


全 4.5 市 界 村 的 热传导 问题 
Wi = os OT fy 
je- nip, wb (4.22) 
| C0) =0, wht) = 人, 
其 中 ，wtwm) 是 [9. 困 上 这 综 丙 数 。 
解法 1 畴 0; 1=0 可 设 tlwy 站 是 8 的 奇 国 煞 出 
Wl 有 二 0 二 设 芭 他 十 是 @ 的 奇 画 数 ， 航 后 弱化 为 无 界 杆 的 
情 说 来 处 理 。 
作画 数 臣 (aa) ， 合 其 满足 
TV) = 他 (人 Oa, 
Dn) = pr) mly 
Tra+ 2 = Him WE 
由 于 pp 在 Lt0, 包 上 连续 ， 故 必 有 界 可 积 。 于 是 对 任何 正 数 a; 必 成 
立 不 等 式 
| | Me 
根据 Cauchy 问 晤 的 全 果 ， 有 


uw st) = | snEee — yy, £) dy, 
男 于 瑟 是 奇数 ， 故 当 gf 和 

uD=| PnKy,tay=0. 
问 时 由 于 巧 人 一 0) 是 关于 妆 的 奇 画 数 ， 所 以 有 


wt 了) = | wRo-y, dy 


+ 
=| G0- Rm) dy= 0. 


【mm 十 1 


+ 二 
mst = 之 py TK om-— yt dy 


于 了 


em ? 
= ™ | ac —y— 2nlt) dy 


和 二 一 上 on 


一 s， | BPIK Gy-2nb 0 ks ty smbt) dy 
党 二 - cow 习 


= | (ne, ystI das (4,23» 
其 中 
1 
~ — wy Zn 
Ts _ 上 
tw Ys +4) = 过 exo| 3 | 
(vw +o — 2n0)° 
ol 
解法 2 证 wmft) = 及 (0) DD 代入 方程 后 得 
2 _ x" 
TX 
令 其 公 比 为 常数 -入 ， 则 
T= 人 0, 
ZX"+hX=0, (4,24y 
互 (z) 应 满足 进 界 条 性 


(0) = 及 OD = 10。 
由 第 三 音 82 的 讨论 知 , 固 有 有 值 为 


粗 应 的 国有 函数 为 


za 一 sin 一 0， 用 二 2 
由 (4.24) 的 第 一 式 得 (对 应 于 = (=)) 
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了 一 er) 全 


从 而 原 问题 (4.22) 的 解 可 写 为 
ulm = Tide (Ys sin S39, (4.25) 


常数 4 由 wz) 的 正 落 避 开 式 聊 和 定 ; 


< 。 mT 
中 (二 》 王 拉 7 -i 


所 以 


上 
4.=2| vimysin "dr. 
EJo 和 


如 时 okz) 连 续 , 及 pg(0)= ptD=0， 则 {4,} 是 有 界 的 。 散在 
在 常数 下， 对 所 有 的 总 立 1 4 | 所 到 。 因 些 ， 洲 2s 志 0 和 机 志 
tz1s 风 : 肥 


[7 Tf 


一 一 条 
[de ie in TKRe 五 。 


所 以 级 数 (4.25) 在 上 评 迭 形 域 申 绝对 已 一 政 收 合 ， 干 蝶 其 和 是 连 
续 的 特别 当 # 守 二 0 时， 有 
wt, E} 三 到 人 bt 一 必 。 
事实 上 ， 对 级 数 (4.25) 在 和 导 下 微分 所 得 前 级 数 也 是 绝对 且 
- 致 收敛 的 ， 和 


进行 处 更 的 ， 

司 4.6 设 有 一 无 限 长 的 热传导 杆 ( - ee 一 gg 一 +ece)， 在 -co 
<<0 和 0<2<+eoo 分 别 用 两 种 不 局 前 物质 组 成 ,在 过 渡 点 
» 二 0 温度 及 沿 两 个 方向 的 热流 必须 一 致 ,在 左边 的 温度 用 w(x,t) 
表示 ， 在 右边 的 温度 用 Utwy4) 表 示 。 于 是 定 解 问题 为 


了 25 


TAUan 一 3 一 0 ~ oi, 
DFT -UU,=0, 0<o< Tecey 
uw 0 pr) -Ow «4.26) 
本 
uO = U0,1), 
(ow, Dato 0 tt) OHA+o, 
其 中 ，oy 中 让 基 热 交 控 这 ，Y， 械 示 热传导 系数 。 上 此外， 假设 
PO = 
解 ” 设 法 延 三 tw)， 司 问题 饮 沙 为 
Vi 

且 在 - ce<e<t+eco 给 出 初 值 。 首 先 设 问题 (4.26) 可 解 ， 且 和解 为 
py 和 Uz) 然后 对 m0， 定 义 艇 数 


p31) = au( — ws £) +50(V To, :), (4.27) 


其 中 ， Us 5 是 待定 常数 ， 
经 过 简单 的 运算 ， 可 以 证 明 站 zt) 在 0<o< Tooy 1>9 中 汪 
是 方程 yys 一 系 二 现在 就 可 以 冠 尺 清 数 
wo 有 一 人 -co 0 
此 (人 二 cc。 
显然 它 在 - ce<g< +eco( 人 z 关 中 及 t20 上 潢 是 方程 
Ure— Wi 二 全。 
另外 ， 自 然 地 应 要 求 4twst) 及 其 导数 在 w= 0 处 连 纺 屯 衡 接 ， 
uO = 0 awd tt + UC DO,#), 


OO 


EAD = 0 = av (0) + bf Do 


由 (4.26) 式 屋 后 两 个 条 性 知 ， 应 有 
UOE) = ou ds t) + ButO,t), 


Qs C0) = 一 Gu (0, 1) + be S04), 
出 这 我 


了 2 站 


a+b= 1 -an thoy = 0. 
把 山上 式 确定 的 9 和 5 的 值 代 入 (4.27)， 便 可 求 出 当 w>0 时 ,4 
的 初 位 加 
so;0) =ap( 0) + 6G( VFe), TO, 
定义 淫 数 
‘ms), 一 GO 0 
g*(2) = | sf HT 
| 7) +b0(V Fo), 0 二 oo， 


出 此 就 可 宫 出 关于 ww， 扩 的 Cauchy 问 题 
{ 0» 一 OO Toost > 0, 
ur = pp -+ 00, 


再 福 去 控 (4,26) 可 解 的 假设 ， 直 接 求 佣 (4.28)。 先 作 自 变量 


(4.28) 


变换 2*= 二 ;把 (4.28) 中 方程 化 为 (4.1) 中 方程 的 形式 ,而 后 由 
人 《4.10) 式 便 得 


1 


好 (st 一 站 一 ea( 霹 ) 


_ pp Wy 型 Odos 


一 00 二 00， 
着 限制 Et 0;0) 上 时 ， 上 式 就 是 问题 (4.26) 中 的 解 的 表达 
式 , 当 限制 poE(0+cc) 上 时 ,上 式 就 是 (4.27) 式 中 的 函数 冯 (oyt)， 
从 隙 由 14.27) 式 可 求 出 (4.26?》 中 的 解 苹 (六 。 


可 


1。 车 方程 纪 = MroTetdfes 人 的 的 解 呈 的 绝对 值 在 夫 形 玉 的 便 
这 兄 = 一 及 册 = 上 及 上 不 超过 B00， 只 在 底 边 4= 0 上 不 超过 于 宕 0， 
证 朋 此 时 个 在 给 形 玉 内 满足 不等式 
[wwst) Emax( Me Be’'), 
由 此 惟 出 上 述 混合 问题 秤 的 唯一 性 与 稳定 性 。 
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2. 利用 证 明 状 传导 方程 板 值 原理 的 方法 ,证 明 满足 方程 也 
+ 9 洛 = 0 的 济 款 在 有 界 半 域 上 的 最 大 全 不 会 起 过 它 在 边界 上 的 
到 大 售 ，。 
3， 求解 半 无 界 问 题 
到 | 一 如 9 
:Ulm 0) = pm vw 0 
wt Ot) = 0 tO, 
4. 求解 半 无 党 问题 
Y= ss WD fo 0, 
Yim 0 pv), v0, 
UD OU) D<< + eo, 
5， 求证 问题 
| ze -como tr 0 
‘Ww 0 = 1 vw>0, 


[wg, 0)= 二 一 ]， 由 世 0s 


wpst) = $e ), 
其 中 ， 多 (p) 是 误 关 二 数 ， $60) = ed 
0 

6、 用 分 离 变 量 法 求 艇 问 题 
[eT Wee OT ft, 
uw 0) = gm) 0 
ja OF) = = 0 

7- 用 分 离 京王 法 求解 问题 
Wi= ys DT tO0, 
uw 0) = PP OEwEl, 
WD = 0 (Cust au) | =0, i 0, 
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常 五音 调和 方程 


求 音 介绍 调和 方程 (又 叫 Laplace 方 程 )， 它 是 梢 圆 型 方程 用 
典 现 人 代表。 其 形式 为 
Aw= SY 0, (5.1Y 


% 维和 月 变量 名 = (oi Way 9 0) DCR 而 wn) . 称 55.1) 
的 解 为 台中 的 调和 落 数 。 为 了 理论 和 应用 上 的 和 祷 训 ,我 们 波 一 - 
步 引 入 下 述 概念 : 

如 此 wEC (833?， 并 且 在 介 中 满足 

00), (5.2) 

则 称 % 在 台中 下 调和 +t 上 调和 ). 

平面 区 域 上 的 泣 和 函数 已 在 复 变 孙 数 论 中 讨论 过 ， 我 们 将 主 
要 讨论 R" (n>3) 中 的 情况 。 如 无 特别 指明 ， 本 章 中 如 均 指 连通 
区 域 。 


$1 Green 公式 及 其 应 用 
1.1 Crteen 公 式 基本 解 


设 日 己 局 是 边 异 兴 清 的 有 界 区 域 ， 并 设 w 是 32 的 单位 外 
法 辐 ， 刚 对 于 在 马上 连 轧 县 在 如 内 具有 一 和 阶 连 续 倘 导数 的 癌 量 
晤 数 上 好" 有 Gauss 公式 (又 叫 敌 度 定理 ) 

| divw do={ wvds. C5.3) 
车 wEelQIner0a)， 在 (5,3) 中 取 友 = gradaw， 则 得 
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Of 9g. (5,4) 


1 
: | a 


{Ave = | grady* vos = 


若 VEOCONODN COO)， 风 在 (5.3) 中 分 别 慌 外 汐 wgEYdi- 
和 gtad ws 恒 得 下 面 两 个 公司 


了 上 ， _ 
| Ge = | | 一 | Sra ETAdY di C.D 
各 30 Oy 于 
{ OW i fF 3 1 4 - 
| PAs = . Vd! oradv Til rs 《5 在) 
正史 3 3 [| | 
二 式 攻 各 ?ein 2 人 
(65.656), (5. 5 两 式 祖 品 科 
| (As VAY = | 人 0 - 全 一 oo )qs, (5.7) 


了 还 式 称 为 Grteasn 笋 二 公 芝 ， 
下 面 ， 我 们 考 让 请 和 方 各 的 午 对 藉 租 。 记 贾 点 @= (wy wss 
的 浊 离 平方 为 


= Sw. 号 六 
令 w=w rT)， 代 入 (5.1) 得 
心 呈 一同 《7) + 2 rr) = 0。 
解 得 w! = er1~"， 因此 有 


时 当 n>2. 
ole, 当 n=2 6 为 任意 管 数 。 
在 如 中 国 ,zs 一 点 各 引进 油 和 方程 基本 解 ， 


vv ~ 也 一 天 
nC2— Ps 2- yn>2, 


k(nm— =i|o—? y|) -| 
Inlo- gl， ng 


天 让 er 家 孙 B? 中 单位 起 的 体积 ， 一 般 有 
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笃 别 地 
十 
tn 一 Ws aT 

设 wtz) ECMO)NC3R， 下 面 我 们 利用 育 和 方 油 的 站 本 解 
f(r- 有) 推导 它 的 儿 个 有 用 沿 志 达 式 。 

证 Bi) 为， [a 泡 准 往 的 球 ， yE 0Q, 旦 了 1 二 品 。 
在 域 -Bl 中 中 用 讽 和 方程 的 甘 本 解 系 @- 急 代 趟 Green 第 二 
公式 中 的 必 w); 于 是 答 


,Au 日 不 
— HAA = -一 一 一 由 一 一 2 
| ze WY ND | By By jas 


Do 68 
十 | ,G8 于 )ds,. {5 .10) 
考察 上 式 石 边 的 积 
Og 0% 9 = | ef 
| dg, Co 3 do= ~ kp)| ， -3 dS。 


= — ktp) | Audz->0， 对 p>0 时 ， 


了 六 
| wa dS, = -Etpy!l adn, 
BEHE dp 时 
一 
Pp ABs A 一 yy)， 当 p>0 时 。 


外 卫 知 ,在 465.10) 式 中 令 p> 可 得 
_ 日 本 人 一 的 四 
WY) = 上 (a 5 Kw— 3 dS', 


+ | ho- Avde, yA 《5.11》 
此 式 称 为 4 扫 的 Green 于 示 。 特 别 好 , 若 在 2 中 心 x = 了 ; 则 (5.11) 
式 有 边 第 二 个 积分 

| re- y) Md = | za 一 及 Fo)da 


了 3 了 


机 做 具有 密度 了 的 Newton 位 势 。 如 果 % 具 丰 紧 支 储 ， 风 
HEY) = | ktwm— YA) dy, {5.12) 


如 果 名 在 上 昌 内 调和 ， 于 是 从 (5.11) 就 得 到 调和 和 苹 数 的 基本 
条 分 公式 
u(y) = | (we Km 一 -i )ds,. (5.13) 


它 说 明 ， 对 于 在 口上 有 连续 一 阶 偏 导数 的 调和 冰 数 wy， 它 在 区 域 
如 内 任 一 点 9 的 值 , 可 通过 积分 囊 达 式 (5.13), 用 这 画 数 及 其 法 回 
导数 在 区 域 边 界 899 上 的 数 什 来 表示 ,进一步 考察 发 现 , 对 这 样 的 
项 数 成 六 积分 等 式 


| -as= o, vb 是 69 的 外 法 向 。 (5.14) 
事实 上 上 ， 在 Green 第 一 公式 {5.6) 中 令 vtw)=1 本 得 . 

因为 (5.13) 式 中 被 积 函 数 关 于 4 无 穷 次 可 导 ， 旦 关于 4 是 解 
析 的 ， 改 # 在 入 中 也 解析 ， 即 有 

定理 5.1 调和 国 数 在 其 调和 区 域内 是 解 术 的 


1.2 平均 值 等 式 与 不 等 式 
下 述 定 理 基 直 征调 和 函数 特性 的 平均 值 公式 与 上 (下 ) 漂 利 画 
数 的 平均 值 不 等 式 ， 
定理 5.2 设 xEcCe)， 在 吕 中 满足 
Ar=0(>0, ED), 
别 对 任何 一 个 球 Ba()CQ， 有 


1 
(= (有 筷 ， 字 一 一 一 5.15 
WW = (< >) 下 1， vas， (5.15) 
w= <, >)— | uw. (5.16) 
wale dn 


当 等 号 成 立时 ,本 定理 叫做 调和 遂 数 的 平均 值 定理 ， 
182 


这 个 定理 的 证 明 方 法 有 多 种 ， 可 以 由 Green 第 一 公式 得 出 ， 
咎 可 直接 用 Green 袁 示 得 到 。 下 面 氢 述 用 Green 表示 的 证 湾 。 
证 在 (5.11) 式 中 取 侣 六 BCD(p 之 R)， 则 有 


“w=|, (« So- 2 py) 3 )as 


1 
7 ” | .vas> | cz -网 - Dr 


nonp”™ aBp 
这 是 因为 Kw 一 了 -Ap) 0 而 人 =( 祈 ， 所 )0。 令 p+ 尾 便 得 
《5.15), | : 
土 式 关于 Pb 从 0 到 号 积分 便 得 (5.16)。 


1.3 极 大 值 和 家 小 值 原理 


从 物理 上 和 着， 一 个 洞 和 画 数 可 以 表示 稳定 温度 场 。 当 内 部 无 ， 
热源 时 ， 物 体内 的 温度 分 布 不 可 能 在 内 部 有 最 高 点 和 芯 任 点 ， 否 
则 ， 热 量 就 要 从 温 座高 处 流向 温度 低 处 。 这 种 现象 在 数学 上 的 反 
有 鼎 就 是 一 个 区 域 如上 的 词 和 函数 不 可 能 在 区 域内 部 达到 裤 值 ， 除 
非 它 恒 等 于 常数 。 

利用 定理 5.2, 对 于 下 (上 上) 调和 函数 可 以 导出 强 航 大 (小 ) 值 

定理 5.3 设 刀 是 8(Q 可 以 无 界 ) 中 的 下 (上 } 调和 本 数 ， 上 用 
存在 YEG 使 

wD) = Shp vt infw), 
出 4 是 常数 。 
证 设 人 Au 之 0, J = Supw, 定义 
Qa= {vm ED rm}= WH}. 
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由 根 设 ， 马 v 非 定 ， 因 而 从 w 的 连续 性 知 Qx 相对 于 总 是 国 


的 。 设 zsE By 在 旦 = 及 sf 坟 生 二 呈 中 允 下 谓 和 图 数 w -形成 立 
六 


0=000 — M1, | (一 MM) do, 
. nl” J 


因而 竹 Br tp}= ,yr 相对 于 ap 也是 开 集 。 从 而 人 Dw 
= 如 ， 即 刀 = 隆 在 虽 帅 成 立 ， 以 -4 代 寺 人 就 得 到 上 调和 国 数 的 


结 采 。 
从 上 斑 强 极 大 (小 ) 值 原 谋 ， 立 即 能 推出 下 述 弱 极 大 什 和 极 小 
值 原理 。 


定理 5.4 设 wEOCODNONO) Aw 主 0( 或 所 们 0 有 界 ; 网 


成 立 


SQP w= SUD u( 或 infw = inf ef)。 

由 定理 5.3 和 5.4 人 可 以 得 到 

推论 5.1 一 个 在 有 界 域 品 内 调和 ， 在 只 上 上 连续 的 函数 不 可 
能 在 吕 内 达到 最 大 叔 和 最 小 值 。 除 非 它 是 常数 。 

推论 5.2 设 w2EO2CO) N06; 在 中 洁 足 仿 & = 和 0 在 
8382 上 w=%， 则 在 避 中 =%, 

推论 5.8 车 和 2 分 别 是 调 淹 与 下 调和 玛 数 ， 在 39 上 t= 
by 则 在 日 中 2 和。 

由 推论 5.3 也 可 淖 出 “下 调和 ?这 个 本 语 的 由 来 。 


1.4 第 一 边 值 问题 解 交 瞧 一 性 与 稳定 性 

在 香 一 到 $2，。 我 们 定义 了 调和 方程 的 第 一 边 和 值 问 题 〈 妈 
Dirichtet 问题 ?及 第 二 法 得 问题 (地 Neumann 问题 1。 在 实际 疗 
题 中 ， 轩 篇 会 遂 到 这 两 糯 问 题 揭 另 一 种 所 法 ， 针 求 一 个 通 数 ， 
使 它 在 有 弄 广 域 口 外 洲 足 调和 方程 ， 而 站 89 上 满足 第 一 类 边 
和 从 条 和 件 〔 或 第 二 类 边界 条 性 )， 上 该 足 lim wtw)=0， 这 和 区 站 题 


134 


我 们 称 之 将 Birichlet 外 问题 (Neumann 处 问题)， 相 了 节 ， 第 一 
童 中 $2 中 斯 定义 的 Dirichlet 岂 题 芒 Neumann 问题 分 别称 为 
Dirichict 内 问题 和 Neumann 内 局 题 。 下 合用 极 们 原理 证 明 
Dirichilat 内 问 懒 及 外 问题 的 解 的 唯一 性 各 名 定性 。 

证 型 5.5 方程 (5.1) 的 Dirichlet 内 问题 如 果 有 解 ， 则 解 必 
唯一 ， 且 连续 依赖 于 边 值 f(z)。 

证 由 渤 加 原理 和 推论 5.2, 唯一 性 是 显然 的 ,下 证 稳定 性 。 
设 w 和 w! 是 器 中 分 别 具 有 边 值 了 和 了 -elw) 的 调和 函数 ， 其 中 
etw)|<e。，s 这 0 为 常数 , 则 调和 函数 ww* 具有 边 值 cm)s 由 扒 
论 5.1 知 


max(w 一 由 二 max(f — f+elwm))= max 2{D), 
miniw ~) = min(f— f+elg))= minetw), 
局 中 总 [| 
因 琵 对 如 内 务 点 都 成 立 
(oom) Co mY | <max|e(s) | < 8s 
即 Dirichlst 内 问题 的 解 连 练 依 瑚 于 所 给 边 值 。 
定理 5.6 方 释 (5.17 的 Dirichlet 外 亲王 前 多 如 采 伞 在 ， 昌 
几 维 一 ， 且 连 续 依 赖 子 所 热 边 值 Ftw), 
证 设 画 数 各 ws 是 Dirichlet 外 问题 的 两 个 和 解 ， 令 2= wi 
-was 由 调 和 耳 北 2 演 足 2| =0 及 
HE 
lim tw) = 0, 
车 wa) 不 恒 为 零 , 则 有 有 一 点 对 酝 俯 是 } 关 9， 不妨 设 uC 和 MY)> 0， 
作 球 Bra(0)， 取 五 足 志 太 本 上 成 村 症 中 8Q 及 83Br 弃 界 区 域 人 es | 


内 ， 且 使 0| <2(M), 这 由 条 件 lim we) = 0 是 然 是 能 因 到 的 。 


如 此 看 来 ， 调 河 丽 数 9 在 9B:。 及 8 上 都 到 不 到 最 大 昔 ， 这 
与 极 值 原理 了 矛 慎 . 故 gs=0。 同 样 可 证 明 外 癌 题 的 稳定 性 〈 留 作 习 
题 )， 
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可 旺 
1， 证 明 Laplace 算 子 Av 在 杜 面 坐标 (7， Bo #2) 中 可 以 写成 


8 au 1 6230 Do 


1 To 


rar 人 小 ra 6 He" 


六 


2， 证 明 Laplace 算 子 Au 在 球面 坐 奈 (Ty 人 ;9) 中 可 以 写成 


Laff WN 1 a in 
AW = ar\ or ) + pany od0 (sing 全 9 


1 站 2 


Fi26 5 * 
3. 证 明 下 列 函 数 都 是 调和 函数 : 
《1) az+B8+erdtyph 和 rr 是 常数 ， 
(2) wo 一 和 22Y, 
(3) wi — mY #o my — Py 
(4) Shmwainnes shnycosnrs chnysinnwe 和 chny COanws 
:如 为 常数 ， 
(5) Shefeh w+ eon yl! 和 gin ych w+ cos) "1, 
4. 证 明 用 要 侍 秆 表示 的 下 列 西 数 都 满 证 调和 方程 : 
《了 7 ln 和 0, 
(C2) ?ae08 n8 和 7"8inm 犁 ，n% 为 常数 ， 
03) rinr cos0— r0O sind 和 rlnrasind+trecoad 
5; 用 分 离 变 量 法 求解 由 下 壕 调和 方程 的 第 一 边 值 问 题 所 描 
. 述 的 矩形 平 扳 介 三 Tm 所 gaI0 夺 Y 所 们 上 的 稳定 温度 分 市 ， 
Sy de 
dm da 
如 (0 DD=ug, 的 二 中 


Os 


Wt, 0) = Sin em ， Wm P= OO, 


1368 


6. 写 出 三 维 调 和 方程 的 基本 解 5.8) 及 对 应 的 (5.11) 和 
(5.13) 式 。 

7. 份 咎 定理 5.2 的 证 明 方 法 , 反 述 并 证 明 三 维 调和 函数 的 平 
均值 等 式 及 上 (下) 调和 地 数 的 平均 们 不等式 。 

8。 举例 说 明 在 三 经 调和 方程 的 Dirichlet 个 内 下 让 ， 如 果 对 
解 Woy 2) 不 加 在 无 穷 运 处 一 至 起 于 堆 的 限制 ,那么 定 解 问题 的 解 
人 不 叭 一 。 

9. 证 明 到 中 在 闭 划 面 荆 的 外部 ;调和 冲 数 Ww) 在 满足 条 件 


x-0( 天 (如 )= 0( 坟 )sre2 


之 T， 公式 《5.13) 仍 成 立 ， 但 外 是 荆 于 人 尾 一 吉 ; 试问 本 问题 在 
BR" (n>3) 中 应 如 何 权 述 ? 并 证 明 休 的 论断 。 
10， 证明 调 和 方程 Dirichlet 外 问题 的 稳定 性 。 
11， 一 阶 让 
2 4a i + 如 tow=0， 


t, d=l tl 


假设 赵 阵 ( at ) 是 正定 的 即 


cei 1 GD0 为 常数 ， 


列 各 为 精 加 型 方程 。 双 证 <0， 丈 证 明 它 的 解 也 满足 要 值 原理 ， 
即 沙 在 生肉 满足 方程 ， 在 可 上 连续 , 则 % 不 能 在 内 部 达到 正 的 
取 大 值 或 克 的 最 小 值 。 

12. 证 明 上 是 中 讨论 的 袖 国 型 方程 第 一 这 伞 问题 解 的 唯一 性 
与 稳定 性 。 

13. 举例 说 明 对 于 方程 west+ ay+ou= 100c0) 不 成 立 授 值 
原理 。 


137 


8 2 Green 消 数 


2.1 Green 医 数 及 其 性 质 


观察 调和 函数 的 基本 积分 公式 (5.13) 发 现 ， 由 于 -BE 这 一 项 
在 被 积 函数 中 前 出 现 ， 使 得 我 们 不 能 直接 利用 此 式 去 解 调和 方程 


日 如 


的 第 一 边 偿 问题。 那么 能 否 设 法 请 去 Ay 这 一 项 呢 ? 后 果 妈 如何 
呢 ? 这 就 引出 了 Green 函数 的 概念 及 相应 的 讨论 .。 
设 函 煞 jey 急 关 于 名 属于 CnO2CG) ;在 襄 中 满足 入, 
二 03 对 满足 同样 条 件 的 调和 郴 数 Wk) 利用 Green 第 二 各 式 
5.7) 得 
| i -he )ds = -| zxAwdo=o。 (5.17) 


wp 
已 dr 
把 (6.13) 式 与 (5.17) 式 想 加 ， 并 令 G8 2 二 Bm, 失守 hm 1)s 
且 要 求 在 38 上 全 =0， 于 是 得 到 
v=| wo) dedg,, (5.18) 


洪 Aw 才 0，(5.17) 式 与 (5.,11) 式 相 加 得 
uly) = | so Egg,+ | ev， Aww)do, 《5:19) 
国 数 吕 = FB， 四 做 区 域 虽 的 Dirichlet 问题 的 Green 函 


数 ， 求解 区 域 品 的 Green 画 数 必须 解 一 个 特殊 的 Dirichlet 问题 


人 EN, 
(5.20) 
5| = ktg, Ys 


然后 才 有 Green 画 数 Ge 力 =V(w 的 二 天。 杰 汪 明 这 种 特 弥 的 
Dirichlet 问题 解 的 存在 性 , 通常 和 证 明 在 紫 域 上 一 般 前 Dirii1et 
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问题 解 的 站 在 性 是 间 样 困难 前， 但 基 ， Green 函数 法 还 是 和 它 竺 

i 好 到 求 得 了 其 个 区 域 上 前 Gresn 一 数 ， 这 个 区 域 上 一 茹 
Dirichlet 阿 题解 的 存在 性 也 就 得 到 解决 ， 县 其 解 可 用 积分 (5.18) 
来 表示 ， 对 于 Poisson 方程 的 解 可 用 积分 (5.19) 直 示 ， 

i 对 于 某 些 特殊 区 域 ， 妨 球 、 半 空间 、 第 一 - 挂 县 等 ,Green 
训 数 冶 雇用 切 每 方法 求 得 ， 而 这 些 特 殊 区 域 伪 Dirieaiet 问题 在 代 
微分 方 笠 的 研究 中 有 很 重要 的 作用 ， 

1 和 用 (5.18) 式 可 以 启 论 解 的 性 质 。 
ivV) 对 于 非 级 性 方程 Au = 22) 的 齐 次 Dirichlat 河 题 , 本 

以 用 Green 通 数 化 为 积 委 方程 

wD =)| Gl, Wm, wd 


来 评 究 ， 从 而 可 以 使 用 泛 洱 这 一 有 力 工具 而 获得 一 忠 育 意 六 的 结 
时 
下 面 八 述 Green 函数 的 儿 个 重要 人 性质， 证 明和 贸 给 读 澳 自己 完 
成 。 
竹 质 1 站 区域 日 内 成 立 善 
rir, ws 2 0。 
性 质 2 在 区 域 只 上 内 桶 去 4 点 外 处 由 清 足 调和 方程 , 并 且 涩 


外 一 > 多 时 Ls, 四 00s 且 与 JT 二 局 阶 (m>>2)，。 


性 质 3 reet 男 数 具 有 对 称 性 , 即 
wy, fy 二 Hy DO)s Vs 于 和 3 
性 质 3 -2Gds=1。 
3 有 Gp 
三 从 空 赔 中 行 界 域 9 上 的 Green 永 数 在 静电 学 中 有 明星 的 
物理 有 总 多 侵 旧 是 由 封 阅 的 导电 瑟 雇 界 的 空间 区 域 ,，y 是 吕 内 一 
点 。 符 此 点 置 一 单位 负电 荷 ， 它 所 产生 的 电位 是 一 -人 
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.如果 导 电 面 是 接地 的 ,那么 ,2 内 前 电位 就 可 以 用 Green 晤 数 


1 
Gn)= +htw,y 5.21) 
( ) 4xm|w—Y| Cp» 9), ( 


来 表示 , 其 中 jz 急 正 好 表示 导电 而 上 感应 电荷 所 产生 的 电位 。 
Green 冰 数 的 对 称 性 在 力 理 上 可 以 解释 为 在 % 处 的 单位 点 电荷 
在 处 产生 的 电位 等 于 在 y 处 的 单位 点 电荷 在 sw 处 产生 的 电位 。 
这 在 物理 上 叫做 王 易 原理 ， 


2.2 求 Green 函数 的 贸 像 法 


四 Green 区 数 的 定义 可 季 , 求 区 藉 哩 上 的 Green 天 数 归 结 六 
求 ix wy， 即 求 感应 虹 荷 的 电位 。 当 区 域 日 的 边界 具有 畦 殊 的 
对 称 性 时 ， 可 以 用 镀 像 法 〈 或 叫苦 电源 像 法 ) 来 求 。 下 面 就 两 个 
特 吻 的 对 称 区 域 求 它们 的 Green 函数 ， 以 此 来 揭示 此 种 方法 的 技 
巧 ， 


1. 球 域 上 的 Green 画 数 Poisson 公式 


当 w=3 时 , 设 Bo 是 以 原点 为 中 心 , 以 再 为 半径 的 球 ,1 点 是 
Ba 外 一 虞 .以 及 zw， 咏 表 示 册 位 于 Wi 处 的 点 电荷 所 产生 的 电位 . 因 
下 在 Br 内 有 入 =0。 另 外 一 个 要 求 是 , 由 N; 外 点 电 敬 所 产生 的 
电位 在 88s 上 的 值 应 与 gg 点 (gE 9) 处 草 位 负电 荷 在 8B。 上 产生 
的 电位 仁 相 抵消 ， 即 


@ aT 儿 saR 用 
后 题 的 关键 是 求 册 ML 的 位 置 及 点 电荷 的 电量 使 上 式 满足 。 容 易 
想象 ，fi 点 应 是 4 点 关于 球面 的 对 称 点 (又 叫 反 演 点 ) 
/ y= jy 
而 至 点 处 单位 正 电荷 在 zw 点 产生 的 电位 i 是 下 z ， 为 了 和 
点 单位 负电 荷 在 38Bs 上 产生 的 电位 抵消 ， 我 人 | 设立 后 上 电荷 为 


了 


单位 ， 则 应 有 


1 一 
(Cr) 0 〔《5,22》 


而 Bo 即 为 {ollzl=z 

如 图 5.1 所 示 ; D3f =- 下，OMHo=o OP=w。 因为 1yl'1 有 | 
-RR， 所 以 6.0O1 巡 = 了， 从 而 OPMo~ 八 0PM1，, 于 是 得 
到 


MP _ MoP 
OF Da 
P 
M4 
图 5.f 
即 
io- 可 =- 区 -la- 下 |。 《5,23》 
2 
(5.23) 和 和 (5,22) 给 出 8= |y|， 于 是 
Ei 
= 9 
TD 一 六: 
Graen 辆 数 
RR 
， _ _ _ |y| 
Gm y= R= + rp (5.24) 


当 ww>3 时 ， 可 同样 求 nn 维 球 域 Bezt0) 了 上 的 Green 国 数 ， 关 
了 3 


键 是 (5.23) 式 对 wm 3 时 是 否 成 立 , 这 可 论证 如 下 ， 
lw— y= |y|? ~ 202°:Y+ BR . 


-| 多 ?| -2 2 Ye. Ry ,1 Ry 
TT yl 
= |isle— 2 人 - (J 站 lz- 下 . (5.25) 


即 (5.23) 式 对 任意 wn 之 3 成 立 。 注 意 到 (5.24) 式 中 的 函数 hz, 只 
实际 上 可 写 为 -大 -和 je- 列 )， 于 是 得 当 w>3 时 球 域 Bs 的 
Green 转让 
Gtws = 10-9)) -sls -|). (5.26) 
现在 利用 此 式 求 调和 方程 (5.1) 的 Dirichlet 问题 的 解 。 为 
此 ， 需 计算 2- 在 球 而 98s 上 的 值 。 当 oE8Be 时 ，G 的 外 法 间 
微 商 为 


外 
-让 | -全 二 多 [zw — yl™™ 
于 是 , 由 (5.18) 式 得 
wy) =- 全 二 人 ea ， (5.27) 
些 式 称 为 球 的 Poisson 公式 。 
沽 m% =3 时 ,利用 要 泽 标 , 上 式 训 写 为 
Wtpo, 上 ,90) 


= Ee) [Rin rs 
|, 下 (CR: 0 一 2Roo co Tid dP, (5.28) 


其 中 ， 《poy os po) 是 球 Br 内 一 局 oy 的 球 坐 标 ， (RH, 人 8) 是 球面 
9Br 上 动 成 @ 的 球 坐 标 ,而 
COP = C030 cI t+ 3in cIstp — pa), 
2. 上 举 空间 = {vw|w, 祝 0 的 Green 画 效 
设 w YERNs = (于 3 的 2 的 对 称 后 基 久 = (及 
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4 一 所 因而 Green 冰 数 中 下 or 9 可取 流 一 Flim, 7 
因 y EQ; 政 hg 及 在 中 是 调和 的 , 当 wE 赵 平 面 w=0 时 ,有 
Gms Y= Ep WD Flags = 0., 

于 是 ,由 (5.18) 式 ;对 任意 WE， 有 


WD) = | ， mL Wl 0-32 as。 


这 票 求 调和 函数 % 在 无 穷 远 处 灌 足 条 性 


1 9 1 
[ucw) | i | | 区 Ts 


且 设 &| 。 ，= ptmss…, ws) 满 尼 
lo| 生 治 ， 当 了 充分 大 时 ， 


i 
其 中 ， 8- (D2? ) 
为 写 出 解 的 积分 表达 式 ， 先 计算 -5 在 超 平面 w。=0 上 的 什 


Gm DB)| Gv ! 
Op en=D dw, -an 
《2 
= 2/ 


” ( 《2 一 Ye) 十 #2) 
出 (5.18) 式 知 ， 对 任意 YED 有 


败 
He 
wy) 一 (2) | PUM " wn1) - dowdps 1 
i | 各 
Wi “en.0 [三 (er 


2.3 球 上 上 Dirichlet 向 坚 解 的 大 在 性 


由 Poisson 公 式 {5.27) 记 表述 的 球 Bs 内 调和 和 方程 Dirichlet 阿 
题 的 解 只 是 形式 解 。 因 为 我 们 事先 还 不 知道 Dirichilet 问题 在 六。 


了 了 


省 存在 具有 连续 的 一 阶 人 篇 导数 的 解 。 故 必须 对 (5.27) 所 志 示 的 形 
式 解 进行 验证 ， 以 证 明 它 满足 调和 方程 及 边 值 w| ， = 9(2)。 


记 
1 2 
Dim, Hf) yl » WEBrs VEOBE; 
出 Poisson 公式 (5.27) 就 可 等 成 
ulw) 一 sa Fm PY Sy, (5.29) 


定理 5.7 荐 p(y)EI(GBre)， 则 由 Poisson 公式 (5.29) 确 
年 的 &w) 在 Ba 内 调和 + 车 ppECMN6Ba)， 则 wwEO%Bs)， 且 在 
Br 上 多 = 漆 PELyg(0Br)， 则 当 r-xz1 时 ww 按 Ly 中 摸 赵 于 
如 (zm)， 这 里 三 Wo ww EHB,, 

证 对 问 定 的 swEBs，Plss 引荐 关于 yy 的 有 界 革 数 ”因而 
wz 下 有 定义 的 。 通 过 简单 的 计算 知 ， 了 Ptzy gg) 关于 2 是 汕 和 涵 
数 ， 因 而 也 是 调和 的 。 下 面 ， 我 们 先 证 骨 


‘ay |s Pews ydS,=1, EBrs 


和 
《b) 对 于 纹 E8Ba 及 久 的 在 3Bz 中 前 一 个 任意 邻 域 WV， 有 


im | 了 人 wds, = 0。 
| Bie 


rl 
《hb) 是 显然 的 ， 因 为 当 0<rY<1; YEBBa/Fo 时, |7v 一 vw|-" 
是 一 致 有 界 移 ， 而 当 yr->1 夺 ，R2 |rg|?= R21 一 7*)->0， 
现在 证 4a)。 因 为 Pa go) 关于 四 是 调和 和 的， 由 平均 值 定理 
《5.15) 知 


1 = 了 (0， DnoB":=| Piry', Dads, 
3Pp 


山 球 的 对 称 性 及 Plws,9) 的 定义 式 易 知 P(rY 9) = P(ryyw')， 
于 基 , 设 二 Ty 人 恒 得 


1 


妃 瑟 


1= | Piry, dS = |。 Pa)d3v 
BD yp 五 


= ，Pe:y)dSv， 
0r1l， 吉 zE Bo。 
现在 ， 设 VEC 于 是 89) 所, 凤 8 在 3B 虐 有 界 . 
对 任意 给 迭 的 a 交 0， 行 在 8>0， 使 得 对 3Br 上 任意 内 点 0， 
mi 内 要 | 一 | 二 8， 访 有 有 I(tw) 一 ptr) | 之 gy 记 F 是 88。s 上 
尽 名 在 8B。 中 鸣 8~- 邻 域 ， 并 设 0<r 三 1; 了 于 是 有 


[ptm) — utrw)| = i Lptwm) 一 区 PC YdSy 


<e], Prospds, + am], , Pre dS, 
<st2M| YU VD)ds ，。 


利用 人 tb)， 当 1 -7 充分 小 时 ， 上 式 第 二 项 世 小 于 ee。 因而 党 > 
B+ 2, 一 臻 趋 于 8g， 从 而 可 连续 延 拓 到 地， 且 在 3Bs 上 Y=。 
最后 ， 设 FEL,， i 所 pp 之 + coo。 对 任意 给 定 的 e> 0， 选 画 数 


9C2)ECWKX8Bxr), 使 1g- wll5p<< 二 ， 令 


b(trm) = |,, Pe, IVS ,s 
划 帮 
gp -wu,lrsllp ~ glzs + lho, ~ wllzs + lg — vz. 
由 以 上 讨论 项， 当 1 一 7 充分 小 时 ， 上 式 右边 第 三 项 也 小 于 3。 
现在 讨论 [2 一 wr|jz;。 利 用 Helder 不 等 式 , 有 估计 
| 一 中 | | etre) — wtrey| 


< 上 Pers, Dg ~ po ds, 


<( 1 Y) ls 


| 


(JPere， Dlg -pWD Ids, ) 


da 


二 


一 (|.， Pors， yq) — py) jd)” 


所 以 | 
| (0, ~ ,| "ds, -| (uw) ~ Tm) |?dS, 
站 如 品 站 可 刺 
<|, (2 gD- pp dS ds, 
. 
= 99 一 vy b | 1 。PCrz， Dds las, 
Eo 全 了 
-| ,lg — 96%)! ds, =|lg glo<(S) > 
因此 
jlo, ~ wrllep < 
于 是 


jy wllep es 
只 要 1-Y 足够 小 ，0<r<1 。 这 就 证 明了 当 r->! 时 wr 按 了 中 
缆 趋 向 于 yp。 

如 果 已 知 史 是 连续 函数 ， 可 站 接 讨论 1p(e) 一 (op)1， 上 面 讨 
论 |1p(m) 一 2 是 为 了 和 2@Ezz 时 相 天 应 ， 


2.4 调 番 函数 的 基本 性质 

我 们 总 经 讨论 过 的 调 邦 函数 的 械 值 原理 .平均 值 定 理 政 
Poisson 公式 是 调和 上 跑 数 的 重要 性 质 。 现 在 我 们 求证 明 调 和 函数 
的 对外 一 些 恒 要 和 性质， 

定 演 i.3 在 只 连续 的 男 煞 4 是 调 必 到 数 的 充分 必 要 

一 1 人， 
WY) Ti). 

证 必要 性 由 定理 5,2 立 得 . 现 证 充分 星 ,由 (5.29) 式 和 定理 

5.7 知 ， 对 任何 一 个 球 8B 二 二 人 H， 存 在 一 个 况 客 中 数 有 及， 使 在 38B 


1 


上 虐 为 堆 ， 且 如 在 BB 中 任意 
上 汉中 平 坊 值 等 起。 注意 到 定理 3.3 和 5.4 的 和 
话 缉 竹 及 平 苞 估 性 所 ， 琢 这 两 个 定 班 的 绒 论 对 还 煞 2 了 成 立 ， 
从 而 路 三 0 于 吾 内 。 所 包 & 二 真子 吾 内 ，, 矶 wto) 在 吕 训 注 各， 

定型 6.3 , 设 {fy y=+T29 中] 证 生肉 兴 调 开 琢 数 询 ， 且 4， 
一 力 妾 侣 到 开眼 届 落 Wt Pet 调治 1 生生 ， 

证 出 定 阳 5.8 可 信也 这 闻 Pyisson 公证 明 。 

定理 5. 10( Harnack 京 钥 忒 】 设 眉 是 如 中 革 负 订 漳 函数 , 刚 
对 和 企 一 有 因子 蕊 如 一 写 司 , 存 宕 一 个 只 线 朝 于 ns 2' 种 侣 的 常数 6， 
本 得 


STUDA inf u, 
af 生字 


证 设 YyED， 选 乳 正 数 哺 使 BBc( 胡 二 介 , 刚 对 任意 两 虑 wis 
六 2: 亡 BBatW)， 由 (5.16} 式 知 | 


] 
wn} = . | 下 
1 wa BR ) vd i ne pony ” 
| 
一 - HD 
nC BE) Jaap's) wii he po cy doo 
基 此 得 到 
SUDYE 3"infd, 
Ba) pat) (5.30) 


现在 证 人 CD 并 寺 和，zs 5 2' 信 得 
Um) = SUDY Hv) = infes, 
Br Er 
叉 设 TCO' 是 连接 gi 和 ww 的 台 。 选 卫 使 42<dist(T',30)， 
由 Heine~Borel 定理 ,如 被 入 ( 仅 依 赖 于 8! 和 侣 ) 个 并 稚 为 及 
的 球 记者 盖 , 于 是 工 被 对 (三 入 ) 个 球 逢 盖 ， 臣 每 个 于 中 利用 估计 
5.20)。， 进 而 合并 所 得 不 等 式 ,就 得 到 
WD EH tre) , 
定理 5.11 (Liouville 定理 ) 在 全 空间 ER" 上 的 布 界 调 得 
了 47 


证 利用 调和 函数 的 平均 值 公式 (5.16)， 允 任 怠 取 定 的 
2 所 刀 ， 取 正 数 如 充分 大 ,使 >1z1， 则 成 立 
co ec Rb RL 
< ax | [ dy+ { dg] 


wR 


es Iw1 及 
Iz 一 | 三 弄 [Fs 一 | .i 
< maxsul| 
wn FR-dr1* 1 = Rt tzl 


= maxly| .F(R+ gl)" CR- lw)" 
wn 


-= 1 max|w][L(R+ le))" — CR- ol] 

= OCRTD)， 当 RR-r + cc 时 ， 

所 以 

ww = OO), 

定理 5.12( 章 谓 收 伍 定 理 ) 若 stm =1l 2 …) 是 CR* 内 
的 单 谓 增 加 调和 函数 列 ， 奈 EOCQ) 站 CQ)， 在 全 内 一 点 
YE CCOQOCW 有 界 )， {WC 拉 } 有 界 ， 则 在!' 中 一 致 收敛 到 
一 个 调和 通 数 ， 

证 任 给 e 半 0, 丰 在 自然 数 p， 当 mm 守 n>p 时 有 ,0 志 w.( 只 
一 ,CY 之 e。 由 定理 5.10 得 

SUP Us 一 so) eo Inf C0 ~ a) EU (WD) 一 on ) ees 


I! rr 
m0 有关， 

十 式 说 明 {wtw 站 在 8! 中 一 致 民 钱 ， 和 由 定理 5.9， 其 极限 函 
数 在 2" 中 也 是 调和 的 。 

定 还 5.13( 冤 点 可 去 性 定理 ) 设 xw(o) 在 Ofaoj 是 调和 的 ,在 
wo 点 有 


lim [gw = 0, n>2, 
基 一 站 
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则 可 以 定义 函数 & 在 mo 的 值 , 使 在 2 中 调和 名。 
证 ”为 方便 计 ; 取 wo 为 原点 , 设 Ba(0) 己 己 0; 于 是 在 93Ba 上 
4 是 连 线 函数 .考察 在 6B3as 上 等 于 且 在 Bs 内 调和 的 画 数 mz) 
我 们 只 旧 证 明 在 了 si0 中 上 = 汉 谣 可 以 了 ， 因 为 这 时 可 定 兴 司 (0) 
= 200)， 于 症 这 个 半数 % 在 避 中 是 调和 和 的。 为 此 , 对 任 给 的 8 记 人 0 
以 及 基 5,，0 志 58 之， 考虑 函数 
w= etlwl Rm) 

些 隙 数 在 Ba\B 中 基调 和 和 的， 在 8B 上 等 于 零 。 卫 总 可 以 找到 
是 够 小 的 5 汪 0， 使 在 9B 上 成 立 痊 

[iv| Sw, 
故 由 极 值 原理 知 ， 在 Ba\B, 中 

[wo| ws, 
固定 se, 令 8->0 便 得 |w 一 ?| 志 w, 在 BaN{0} 中 成 立 , 由 8 可 任意 小 > 
知名 = 名 在 BN{0} 中 成 立 ，。 


2.5 酌 题 


讽 5.1 在 下 中 求 第 一 象限 Dirichlet 问 题 的 Green 函数 ， 
衣 ” 如 前 而 求 上 半空 间 的 Green 郑 数 那样 ， 可 求 得 上 上 半 平 面 
的 Green 函数 为 
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”1 
(nT 
它 在 98=0 计 等于零， 但 在 @ = 0 时 不 为 零 , 于 是 求 (po， 多 和 (cos 

- 肪 ?关于 Y 轴 韵 对 称 点 分 别 为 { 一 加 ， 纹 ) 和 (一 20， 一 的 ) 因而 ， 
痪 数 
1 


qm, Y) (ne 《人 一 加 六 


-1n i 
Ww (a — to) + “十 Woy 


1 1 
Liliin + 
zy (m+ wo) + (yf— yo) 


1 
nr) 
它 在 z=0 和 y= 人 0 时 都 为 零 ， 当 (w， 阴 在 第 一 象限 变化 时 ， 后 三 
项 显 汰 是 调和 函数 ， 最 后 丽 理 便 得 B 中 第 一 象限 的 Green 图 数 
Gm Y Vos 用) 
1 Lin te- wo) + (y+ yo) J w+ to) + (yy— Wh 
FE — ro) + (yy— yo) "JL + wo) + (y+ oj" 
这 里 没有 用 复 变 省 数 的 其 形 跨 照 方法 ， 因为 这 里 所 述 的 方 ; 法 
对 高 维 也 适 用 ， 具 有 一 般 性 。 用 同样 方法 可 求 得 形 申 第 一 对 岳 
的 Green 前 数 ， 读 者 不 妨 吓 试 之 ， 
下 天 介绍 一 个 应 用 Poisson 公式 求 绥 的 例题 。 
例 5.2 设 如 是 BR 中 以 原点 为 中 心 ， 以 4 为 烤 径 的 图 域 
Bt0)。 阁 已 知 问 题 
Au= 0 0rCa r=- voty, 


0 OA, 
Le 0)= 0- { Oe 
各 


到 忆 的 解 。 
解 ” 这 里 要 用 到 二 维 调和 函数 的 Poisson 公式 
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和 gC 
训 og -2arcostp 0) +r? dp. 


下 面 , 我们 进行 求 积 运 算 。 罗 


a ‘(2)_ jo), 


etdcost we-o: -eta 


设 
fla)}= (01+ oCcOsm), 
风 当 ww 帮 十 (2 一 lm n= 1 29 时,Fi(w) = fn), 
因为 Fw@) 在 m= 土 (2n 一 1)x， n=1，2，… 时 不 存在 ， 在 这 
种 情况 下 ， Newton-Leibnitz 公 式 不 成 立 ， 即 


| fw) do F(8)— Pa), 


Cas 8 中 有 点 出 一 {2n— lmn=], Ze 
设 0<o<r， 那 么 中 1) = f(s)， 于 是 ,我 们 有 下 面 的 计算 : 


上 fw) dy = lim| ”Fo)da 


| 2 3) 
一 Tm ~—1 . 

及 吃 心 /og 心 十 他 

_ br 

-Ea 


取 c= 上 +t， = 一 2a7，D=-98， 再 注意 到 0<PST， 0 
2N 故 当 0<9<z 时， 一 wr<w 之 Ww， 于 是 有 


wr, 8) 
人 一 个 二 六 一 和 
宇和 《az 一 人 2 tg 
=lim| SO tg ,te a) | 
Ft 2 a 一 人 《KG 一 站 ) [ 四 二 
1 , rorr -1 十 8 
=— ta +tg”! -去 
ms (和 cte 外 + 二 mis 人 名 卫 ) 
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如 果 <<6<2r， 那 么 -2m<2<0， 这 区 间 中 有 忆 '(o) 不 存 
在 的 点 @= -xw， 于 是 有 | 
rs 9)= 一 lim [ta (225 tg 2 和 


1 fat tr PE | 
+ 二 Pe (2 tg » ) F= T+ 


人 
四 ol 可 本 六 =) 
tg ( 7 I 
1 -if 这 村 了 由 1 向 
+ Lotg™!( ctg 三 + 二。 
Er 中 bi 号 了 江 2 


8 
=1+ tg (2 tg + 过 ta! (a ctg -小 


成 上 面 的 4fr， 8 表达 起 知 , 它 狂 足 边 是 条 件 
Hmutr, B=1, OP < 


lm eer, = 0, rH on, 


由 此 锁 可 看 出 ,利用 Poisson 公 趟 求解 是 相当 麻烦 的 ,下面 给 
出 两 个 例 年 说明 可 以 不 用 Poisson 公式 ， 从 而 避 开 这 些 麻烦 ， 
例 5.3 -在 中 求解 
AY= 0， +] = 本 二 及， 
A = Asin*8+ Beos :98，As 卫 是 已 知 常 数 。 


解 ”由 本 章 计 的 习题 4 知 ， :sin ng 与 x?cos ng 都 是 调和 


ASin: + Becos*:p = A 二 一 4 cos20, 


考虑 到 边 异 条 件 ， 便 知 问题 的 解 为 


WTO) = < 3B- -Aco829. 


例 5.4 求 .BR 中 单位 球 外 部 的 Dirichlet 问题 
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生生 二 Or TD 十 坟 十 1s 


=- 
| rl ww 5+48 
的 在 失散 。 

解 ” 我 们 知 洱 数 


. 1 
{wo + Cy— yo) C2— Zo)? 


洒 (roy 的 ， 如) 毛 刀 (C0) 时 基调 利和 的 ， 下 面 适当 选取 (jo 如， 为》 使 
4 洲 是 边界 条 件 ， 由 于 / 


时 


1 1 
J5 yy WA + Yt 20m 一 290 — 220F 
‘ 十 oY r==l 
Ww 十 ve + 好 十 好 一 390w 一 2 六 一 2 加 并 7 
比较 丙 边 知 应 厢 
-23o= 1, jo=0, 20=0, 
所 
= —1. . 
Se 
于 是 点 (oo 后 ，z) = (0，~ 竺 ,0) EB1(0)， 
从 而 


例 5.5 求 Dirichlst 问题 
FA = 一 2 {&, EN, 


ls 
外地 
这 里 旭 基 等 腰 三 角形 ， 此 顶点 为 {一 1， 0)， (1 0) 和 (0, ww 8)。 
解 ” 等 腰 三 角形 三 条 过 的 方程 为 
y=0, y+ Sm- 3=0 yw Im-w d=0 


= 0， 


1533 


因而 我 们 设 解 有 形式 
w= AYt 3H- I NY ST- 3)。 


它 显然 满足 边界 条 件 “| ，= 0， 再 设法 求 4 使 4 满足 方程 , 将 


代入 方程 得 
Aw= — 4 3A -2, 


Hr, = 1 = 破解 企 基 


ur So TY Seo-v 5)。 
下 面 我 们 给 出 极 值 原理 在 证 明 著 名 的 Hadamard 三 厨 定理 
里 的 应 用 一 鹿 。 
例 5.5 设 石 是 下 中 以 原点 为 中 心 的 环形 区 域 ， 天 ,小 圆 的 
半径 分 为 及; 和 及 ，¥(ws 切 蚌 中 的 下 调和 郴 数 。 记 
M(r)= max v{os Vo RT ET RD + Y= 2, 
烛 
a Tr 
Mir orl + Mirsyloml 一 
log 天 


证 令 

wr) = gt blog 洒 0 
由 PC) = 入 Cr， tra) = 二 (re 确定 oa, 5 的 值 ,代入 上 式 , 得 
Mr ) log()+ Mt{rs) log (至) 


Pr) = 
Ts 
logt{ 


二 -pm + ), 


V0， 当 科 < Ts 
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v0 T= 
得 极 值 原理 (定理 5.4) 知 


DE 人 扣 < 站 < 人 


因此 
Ups WIEPF) TT 
下 有 有 
9 站) Gr 
这 就 证 明了 三 加 定理 。 


习 有 题 


1， 证 明 Green 函 数 的 性 质 1 和 4。 
2， 在 RR 中 证 明 Green 另 数 的 性 质 3。 
3， 利 用 Poisson 公式 求解 
et ay+ Ws 二， 人 十 如 十 必 之 19 
iw(B， 0, 9) | = 3CoS20+1，RR， 0， 9 表 云 球面 坐标 。 
4.， 写 出 球 的 外 部 区 域 的 Green 函数 * 并 由 此 导出 对 调和 方程 
求解 球 的 Dirichlet 外 问题 的 Poisson 公式。 
5. 求 旭 8 中 半球 的 Green 了 下 数 。 
6。 求 中 弟 一 计 限 的 Green 还 数 。 
7 试用 镜像 法 导出 二 维 调和 方程 在 半 平 面 的 Dirichlet 问题 
{A et 0 y> 0, 
好 jw-o = fF(w)s 
的 禾 。 
8， 试 求 一 函数 w。， 在 半径 为 了 的 国内 调和 ， 而 在 加 周 上 
取 杆 列 值 ， 
(1) 人 | .= Acosy, 
《2) ul|.= A+ Bsing, 
证 明 二 维 调和 函数 的 奇 点 可 去 性 趾 理 ; 车 A 是 调和 函数 
”的 矣 羡 琳 点 。 在 4A 点 这 过 成 评 壮 
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1 mie 
uM) = O(n ), rn |AM', 
寺 革 


则 此 时 可 以 定 尺 WC 计 ) 站 及 = 才 的 值 ， 使 它 在 和 4 点 也 及 调和 的 。 
10， 证 阴 ， 如 果 三 维 调和 函数 好 林 ) 在 奇 点 出 处 附近 能 表 下 


为 -各 -， 其 中 常数 1>>oD> 0， 妈 是 不 为 索 的 光滑 画 数 ， 骨 它 趋 于 


无 穷 大 的 阶 效 必 与 一 一 同 阶 ， 即 =1。 


人 


11. 设 三 纵 区 域 从 己 忆 BatD)， Ur 和 帮 ) 在 站 中 调和 ， 其 

站 
中 人 yo) 为 中 中 变 点 本 前 球 坐 标 。 设 六 = 全 出 点 3 = (ri 
由) 就 是 册 点 关于 球 万 gfD) 的 反 演 点， 从 (7; 日 Pp) 到 if， 
各， 多) 的 变 撞 称 为 闻 突 径 变 撞 或 反 演 亦 撞 ， 以 人员 表示 站 的 反 演 

上 区域 试 证 明 季 数 
立 
多 人 OB Pp) -六 让 (人 a, oj 


是 区 域 Qi 中 的 调和 男 数 (无穷 远 点 除外 )。 

车 区 减 i 为 球 Bratd) 外 无 各 区 域 ， 副 函 EE 9, J 在 
区: 中 除去 原点 外 是 调和 的 、 硬 数 wtris 有 9) 称 为 ty 有 0) 的 
f2elvYin 妆 接 ， 

12. 利用 Kelvin 灾 撞 及 辣 点 可 去 性 定理 把 三 维 空间 有 界 域 
上 的 Dirich let 外 问题 作为 Dirichlet 内 问题 。 

13， 证 明 著 无界 区 域 ( 瑟 中 ) 上 的 调和 了 丁 数 在 无 穷 远 处 趋 于 


堆 ， 那么 它 炮 于 零 的 阶 数 至 少 为 O( 二 )。 斌 把 本 题 推 广 到 * 


(m2>>3) 中 的 无 罩 域 。 

14. 证 明 Schwarz 反射 原理 ， 设 D+ 是 BR" 中 半 室 间 w ,>0 
蜀 一 个 子 区 域 ， 它 以 超 平 面 ma= 人 的 一 个 开 藏 面 正 作为 它 的 边界 
的 一 部 分 。 价 设 4 在 科 * 中 调和 ， 在 2+U8 中 连续 ， 并且 在 下】 
等 于 零 ， 则 宙 
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ts +s En) Zn 站 
UW* pis s) = 一 
所 定义 的 动 开 Ww* 在 D+UTUGO-=0 由 调和 。 上 其 中 ， 提 -是 和 + 在 
Ta 上 的 反射 ( 即 = 和 my -DER 有 (py 一 人 
7}), 
15. 证 明 了 arnack 不 等 式 : 车 以 在 n 维 球 Brnt0) 中 非 页 调 
二 则 


E(BR- Is|) U0) uD) RR+121) WO) N33, 


(R+ |@])™ (R— |wl)™ 
16. 证 明定 义 走 2 上 上 且 有 上 办 的 调和 到 教 必 是 常 玫 (提示 ， 
利用 革 15 题 )。 


17， 证 明 瑟 中 有 上 界 的 下 调和 函数 必 是 常数 (提示 ， 利用 三 
图 定理 )。 


$3 强 极 值 原理 第 二 这 值 问题 解 
的 唯一 性 
.tf 强 极 值 原理 


我 们 知道 ， 调 和 方程 描写 稳定 的 温度 和 分布 。 由 极 值 原理 知 ， 
温度 的 最 珊 成 和 最 低 点 必 在 边界 上 取 到 。 在 边界 上 温度 的 最 低 点 ， 
处 ， 物 体 其 它 各 灼 热量 必 流 丫 它 而 后 流向 物体 外 部 ， 因 此 在 该 


点 应 有 -5 二 0，vw 为 温度 ，” 是 边界 上 外 指 的 法 向 。 娄 似 地 ， 在 


边界 温度 前 最 高 点 处 应 有 -3 20。 实 际 上 ，, 我们 有 下 述 更 强 的 鱼 
果 ， 
定理 5.14(Hopf 引 理 ) 设 Ba( 引 是 Fr?” 中 的 一 个 球 ,在 其 中 
入 入 0 又 设 0 万 8Bz, 使 得 
i157 


(1) weEO Bae), 
(2) 对 任何 四 人 如 sf ， 有 有 全 pm 直人) 
朵 车 全 在 so 的 外 法 而 导数 在 在 , 必 满 足 严 格 的 不 等 式 
NALD 
Bi 


证 引进 辅助 函数 
Va) = ~ em, 
其 中 了 = jw- 囊 之 p，0 达 p 达 BR, 而 a 是 待定 的 正常 数 ,; 直接 计算 得 
到 
Av=e "(dor — 20a)。 
因此 , 可 选 = 足够 大 ,使 得 Aez0 在 环形 区 域 4 = Bat 四 \B,() 上 
到 人 外 成立。 因为 在 3B,CD) 上 ww) 一 Woo 过 0， 故 存在 常数 s>0, 
使 得 在 3B,(y) 上 
让 do) + et{w) 0, 
这 个 不 等 起 也 在 3Ba(ty) 上 成 立 ， 因为 这 里 wv(2) = 0。 
在 4 中 有 
AC(U— wo +t Ev) = AY+ ev 0, 
且 在 84 上 有 
um) 一 Hp) + evtn) 0, 
由 现 极 太 值 原理 ， 
UD) — Wo) + Beg) 
在 4 中 到 好 威 立 。 在 wo 取 外 法 向 导数 ,就 得 到 
P80) > ~ e0000) eur( R)>0. 


更 一 般 地 ， 无 这 法 疝 导 数 是 否 存 在 ,我们 有 
lim inf 20) — “(02), 0 
汪 六 |w— wo | ” 
其 中 ,对 其 个 固定 的 8>0, 向 量 w% 一 4 与 vo 处 外 法 线 之 闻 的 夹 角 
小 于 > 3。 
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基于 Hopf 引 理 ， 立刻 就 可 获得 下 面 的 强 极 信 原 理 ， 先 给 出 


一 个 概念 :区 域 日 称 为 在 zoE30 满足 内 部 球 条 人 忻 ， 如 采 存 在 一 
个 球 BCQ， 合 ww E93B( 即 的 补 集 在 zo 点 满足 外部 球 笨 件 )。 
定理 5.15( 强 极 什 原理) 设 在 避 中 Aw 宕 0,zoE80 湾 中 
(1) v 在 wo 连续 ， 
(2) 对 所 有 2E0; 有 two) > )， 
《3) 如 在 wo 没 是 内 部 球 条 性， 


则 在 om 处 的 外 法 向 导 数 2&s2o? 如 果 存 在 ， 则 必 满足 严 格 的 不 
等 式 
dP: o> 0, 


证 利用 定理 5.14 便 得 .详细 的 过 程 建设 读者 省 已 写 出 ， 
注 在 9283 上 使 示 数 w 取 到 最 小 值 的 闭 些 点 处 , 函数 一 u 取 到 


最 大 值 ， 因此 在 这 此 点 处 , 按 上 述 老 轩 应 有 总 盖 0 即 -和 < 一 0. 


3.2 第 二 边 值 问题 解 的 唯一 性 


现在 我 们 讨论 第 二 边 值 问题 , 即 Neumanzn 河 题 
= EN, 
| 2 | =209. ‘5.31) 

容易 看 出 ，Neumann 问题 的 解 如 果 存 在 ， 必 不 唯一 , 因为 车 
4 环 它 的 一 个 解 ， 那 么 4 加 上 一 个 任意 常数 后 仍 基 它 的 解 。 但 我 
们 本 以 证 时 

定理 5.16 如 果 吕 在 每 一 个 边界 点 都 满足 内 部 球 条 人 性 ,那么 
Neumann 问题 的 解除 去 一 个 常数 是 唯一 的 。 

证 设 必 wa 是 Neumann 问题 (5.31) 的 两 个 解 ， 岗 = wa 
一 Vs 满足 问题 
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Gw | _ 


全 = D0. ERs 


By lag 
如 果 w 不 等 于 常数 ， 则 电极 值 原理 Wi， 节 大 值 必 在 839 上 达到 ,再 
由 强 极 值 原理， 在 w% 取 最 大 信和 点 处 有 -5 之 0， 从 而 巴 盾 ,区 为 
常数 ， : 

到 此， 我们 用 极 人 原理 证 明了 Dirichlet 问题 解 的 叭 一 住 与 
稳定 性 。 用 强 裤 值 原 理 证 明了 Neunmtann 问题 解 的 哈 一 性 。 利 用 
镜像 法 求 得 了 某 些 特殊 区 域 ( 例 如 R" 中 球 ， 且 :中 第 一 条 限 ) 上 上 的 
Green 出 数 , 从 而 解决 了 此 种 区 域 上 Dirichtet 问题 解 的 存在 狂 。 

对 于 一 般 区 域 上 Dirichlet 问题 解 的 存在 伯 , 须 对 区 域 边 办 如 
上 上 家当 一 般 的 光滑 性 条 件 才能 予以 保证 。 对 于 不 满足 这 种 光滑 性 


: 的 任意 区 域 ， 有 例子 说 明 ， 这 时 古典 解 并 不 存在 ， 因 此 有 必 查 引 
”入 广义 解 概念 。 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 对 更 一 般 的 李 加 型 方程 的 


Dirichlet 问题 ， 证 明 它 们 广义 解 的 存在 性 。 同 时 ， 我 们 也 将 利用 
沦 遂 分 析 的 方法 证 明 调 潭 ! 方 释 算 一 、 第 二 和 第 三 过 俏 问 题 广义 解 
的 存在 性 ， 六 说明 在 何 种 条 性 下 这 些 广 六 解 就 是 古典 解 。 


可 晤 
， 1: 设 Hopf 引 理 {定理 5.14) 中 各 巴 大 条 王者 成 主 ， 如 果 售 数 
(WD) 在 点 zw 洪 方 向 9 的 方向 导数 让 在 。 而 方向 bb 与 球 的 内 法 线 


已 好 


方向 成 锐 衣 s 证 明 在 点 To 处 有 一 < 唐军 To 且 孔 小 慎 古 . 时 


0 ~ 进而 证 明定 理 5.15。 


dp 

上 述 是 Hopf 引 理 更 一 般 的 级 述 。 

2. 试用 Hopf 引 理 证 明 帘 傅 原 理 ( 推 论 5.1)。 

3. 利用 报 值 原理 及 织 家 情 原 理 证 明 ; 著 区 域 生 的 边界 满足 
内 部 球 条 件 ， 对 调和 方程 第 三 边 值 问题 


160 


人 o>0 
的 解 唯一 - 
4。 证明 ;在 证 明 Hopf 引 理 的 过 程 中 ， 不 可 能 作出 一 个 洲 下 
条 件 
(1) 在 球面 Is-gy|= 且 上 =0s 


《2 各 泊 球 的 半径 方向 的 导数 3 0, 


村 它 在 要 个 于 [a 下 二 昌 内 注 是 A>0， 
5。 对 于 一 般 的 椭 财 型 方程 
立 ， 7 

假设 拒 阵 (6 门 是 正定 的 即 
> Qh 六 0 多 2 0 为 常 才 ， 


灵 没 6 委 0, 试 证 它 的 解 志 成立 着 强拆 值 原理 ; 即 各 有 果 (@) 疾 球 |w1 
< 民 内 满足 上 壕 方 程 ， 存 闭 球 12|< 委 责 上 连续 ， 如 果 它 在 这 办 
|w' = 加 上 某所 wo 取 到 它 的 严格 最 小 值 ， 并 且 直 该 点 沼 了 方向 的 
志向 导数 丰 在 ， 共 让 刁 与 球 的 内 法 线 方向 成 锐角 。 虽 让 wo 点 有 


3G 
sp 站 


rh te 他， 


$4 广义 解 的 存在 性 
4.1 法 斩 徽 分 算 子 与 共 力 边 值 问 题 
设 了 是 Hilbert 空间 五 的 线性 了 宅 间 ， 工 和 是 从 也 至 
五 的 二 阶 线性 微分 算 子 。 为 了 下 文 讨论 确定 起 见 ， 我 们 取 互 基 


工 {02)， 人 是 R" 中 有 界 区 域 。 取 DD 为 适当 光滑 的 函数 空间 ， 好 
本 用 ( ，) 吉 示 L298) 中 内 积 ; 则 对 ww»ED,， 有 
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{i VW) 一 [uo dor, 


取 卫 = G2(O)， 我 们 称 ZL* 是 工 的 共 旨 微 分 站 子 ， 如 果 对 任 
意 的 WoEOBO) 有 ;CDw 0) = (WW DL*0), 一 般 的 二 阶 线 性 俩 微 
分 算 子 为 


芋 D2 BE 
Tv = 
D2 出 dmdDy En * OD, 


二 OU, 号 ,32) 


其 中 ， Qs 一 Gart by 了 = 1 2 oN) 并 证 Dis Qs 各 a 分 别 为 n 锥 
自 变 量 g 的 二 阶 连 续 可 微 本 数 ， 一 阶 和 连续 可 微 酸 数 及 连续 函数 。 
利用 分 部 积分 法 下 难 验证 , 它 的 共 斩 微分 算 子 
Ls 一 or (gv) 一 ca 人 《9 人 
1 OPOpy fi dor 


特别 地 ， 若 r+ = 工 ， 称 算 子 三 为 自 具 锯 的 ， 
例 5.7 Laplace 算 子 A 人 = -37 及 波动 算 子 口 = 可 -全 


十 qdy 


都 是 自 共 红 算 子 ， 
例 5.8 对 (5.,32) 中 算 子 荆 ; 车 aw= 常数 ，at =0; 则 荆 基 旧 
共 瑶 微分 算 子 。 
如 果 对 任 一 涉足 边界 条 性 Rulso =0 的 O20) 由 01(9) 函数 
与 任意 的 满足 边界 条 性 召 *plao =0 的 CACO)NOM9) 着 数 2 
都 有 (ao = 《下 细 成 立 。 册 称 方程 六 w=g 的 边界 条 件 
R*v|s0 = ; 
为 方程 Lw = 了 的 边界 条 件 
Rulsp = 9%, 
的 凌 思 边界 条 件 , 这 里 ,，w 和 出 是 定义 在 80 上 上 的 函数 。 此 时 称 边 
值 问 题 
{2 9 ED 
Rv|lag = tp 
是 边 伸 问题 
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{ 人 位 必 记 站 
Rvlsg = | 

的 共 话 边 值 问 顾 。 如 果 微 分 算 子 工 是 自 共 粥 的 , 召 和 王 ” 又 是 
相同 的， 那么 称 边 办 条件 为 自 共 入 边界 条 件 ， 全 对 应 渤 边 值 问 避 


称 为 目 共 得 边 佐 问题 ， 
例 5.9 调和 方程 的 第 一 、 第 二 种 第 三 边 人 入 癌 :亚都 基 自 夫人 饥 
例 5.10 记 知 
2 一， > Bo (ee 证 + 站 < 
的 边界 条 和 性 为 


RW|so -+b 


这 里 -全 = 如 orB COs Cn, 必 习 9 从 是 9 的 单位 外 法 千 . 
求 它 的 共 鲍 边界 条 件 。 
解 工 的 共 力 算 子 
+ | 人 do OC) 
ro) 


由 | (ozu- ws*o)do = 0， 利 用 分 部 积分 得 


十 闻 赴 


j= | ,Corr 一 Dv dy = | > Pcostf wrydy, 


其 中 ， 
于 如 
Pr = rb 一 Gt dw ) + wy 
于 是 
™ Mm 个 居 
玄 Fco8 (Ht v1) = pa 1 COSCAH, ry/) 
_ 交 Gv 
仿 ， qu COs 204) + qv COS(Fs D4) 


16# 


其 中 ， 
到 
00= 2 好 1 COSCHy V1) 
全 
y 
全 Pcos (Rs Zr) = Oy 
I=1 


得 


由 Bulao= -3 +6u=0 解 出 -代入 上 式 便 得 所 求 的 共 声 边 
界 条 作 


总 * 人 一 +B- go 0, 


显然 是 非 尖 共 罗 边界 条 件 ，。 


.4.2 乙 揪 商 及 其 草 单 性 策 
如 有 果 Us wt L(t), 等 式 
[uDrpds=C- 1 pp do, (5.33) 


对 任意 的 PpEOF! 09) 成立， 则 称 步 为 如 的 第 a 次 畔 拆 商 ， 记 
汐 直 = DW。 出 吐 定 六 式 可 知 ， 荐 的 通常 意义 下 的 a 次 微 商 存 
在 , 则 它 必 满足 {5.33) 式 ,但 满足 (5.33) 式 的 4 不 一 定 在 通常 意义 
下 可 微 , 因此 称 满足 (5.33) 的 水 为 w 的 骑 微 商 ， 注 意 到 Dw 著 零 
测 集 外 是 几 一 确定 的 ， 国 此 ， 包 含 弱 微 商 的 逐 点 估计 式 将 理解 为 
几 竺 处 处 域 立 。 如 果 一 个 了 画 数 的 所 有 一 阶 弦 微 商 均 存在 ， 唱 称 这 
函数 纪 可 微 ; 如 困 它 所 有 的 直到 阶 且 包括 久 阶 的 习 微 次 都 存在， 
则 称 这 潮 数 五 次 霜 可 微 ， 我 们 以 后 用 不) 表示 由 天 职 时 可 微 
阔 数 组 成 谣 线 性 空间 。 有 显然 ，0O*CO) CW*CQ)， 因 直 双 微 商 是 通 
常 音义 下 (或 称 古 上 典 的 ) 微 商 概 念 的 推广 ， 它 保 皖 了 分 部 积分 公式 
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.5.33) 的 有 效 性 。 

定理 5.17 车 w 区 弱 微 商 友 在 ， 则 必 叭 一 ， 

证 设 纪 与 纹 都 是 如 的 弱 微 商 ， 将 相应 的 积分 等 式 (5.33) 
林 减 得 

| ee 这)pdz=0vopECir(D)， 

因为 Cola 在 工 () 中 是 稠密 的 , 克 存 在 {os 志 Co 
使 得 2 一 2 = Wu 一 各 在 了 2) 中 成立 。 于 是 ， 取 史 = 4 得 

| | waz 一 人 站。 
又 因为 
， J oondz— | edo， 
训 | 

| "dw = 0， 
总 

即 ws 二 认 ,ae。 于 开 (O) 中 ， 

定理 5.18 如 果 we。 = Dw 在 如 中 成 立 , 那 么 对 于 任意 2' 三 0， 
在 局 中 成 立 wea= Dw、 

证 因为 OT (到 Cr 2)， 故 (5.33) 对 于 六 各 COm《 站 站 
形成 立 ， 

定理 5.19 车 w= Dw v= Dw 则 w= Ds ow, 

证 对 任意 的 EC (QQ)， 由 已 知 茶 忻 得 

| ved ={— 二 到 [wo Drp aw 


=(- Dr ue pr Dep) de 


= 一 De | pre dr, 
所 以 v= Dr"+sw。 
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定理 5.20 酒 mm co 时 , 若 如 一 上 在 () 中 成 立 (一 表示 红 
上 政 熟 ) 而 它们 前 弱 微 商 DwW-~2 在 La(8) 中 成 立 ， 则 utw)》 有 油 
和 镍 商 , 且 Di = 

证 ”对 任意 PECOo"CQ)， 有 


| cpr) pdr=(—1)! "| wn Drpdo. 
令 加 -co 就 得 到 
| opan = {1) | uDiyp dm。 


下 面 ， 为 了 对 习 微 商 有 些 感性 认识 ， 我 们 考 碟 一 些 例子 和 命 
题 。 对 于 一 维 情况 ， 我 位 有 如 下 命题 ， 

命题 5.1 若 f 了 lw) 是 定义 在 [0,. 0] 上 的 绝对 连续 函数 ， 册 儿 : 
平 处 储存 在 通常 意义 下 的 微 商 "tw)， 并 电 可 洗 示 为 


f(g) = #00) + FadE， 


其 中 ，f(w)、 下 (8) E00,6]。 这 时 ， 了 (qm) 在 0, oJ 上 世 存 在 弱 
徽 商 ， 且 为 7'(w), 其 逆 亦 真 。 

命题 5.2 若 Fo) 在 [0，d] 上 连续 , 旦 在 [0， 8) 与 (6, a] 上 有 
连续 一 阶 第 商 了 Cz)， 且 [wo) 1 过 oe， 赠 了 了 (8) 在 (0， a) ,上 有 一 阶 
区 裤 商 ， 且 淘 产 (wm), 

证 令 ww(w)= 了 iw), 在 0,a,8 三 点 可 以 任 总 定义 它 的 值 ， 于 
是 ， 对 任意 的 (wm) EC3(0;69);， 有 


[ fir} pd = 人 fp'dz + 二 了 ordz 


= -| fpdo— | f'pdo= 一 ,tp dx. 
注 若 了 (2m) 在 3 点 不 连续 , 它 指 纶 微 商 可 能 是 广义 函数 ， 例 
1, p>0 
如 、8 (py = {0 。 ® 一 出 它 的 弱 微 商 9'(2) =8(2) = 


十 CD 人 二 

条 
0 必 半 0 
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时 | “3(w)do = 1， 大 家 知道 , 它 已 不 是 普通 冰 数 了 。 


对 于 过 维 情 况 , 有 以 下 命题 ， 
命题 5.3 存 w%o)? 在 区 域 Q 上 连续 ， 皇 吕 可 以 分 为 有 限 块 
的 司 得 (ww) 在 入 一 各 上 有 这 


钱 到 边界 的 微 商 到 一 ， 则 wlz) 在 中 有 习 微 商 ， 


十 ,其间 从 三 太 丰 立 , 印 具有 允 答 商 的 通 歼 不 一定 连 夭 例 
Te 
例 5.11 设 训 是 三 维 空 间 中 以 原点 为 心 的 单位 球 ， 遂 数 


wm = nr r= |w| = wei+t mit+ wi, 


在 如上 不 连续 。 令 w= 党 ， 则 we&E LQ), 任 到 PpECHUD), 则 
| 凤 9 -lr = | wp z+ | wo do 
izlel dy: IzI<3 Gm a<jslc1 Ons . 


dp |! du 
or dm Joalnlet ep， 2 dw 


十 人 upcs Rt, wds', 
当 全 一” 站 时 ， 壤 一 In”, TE 应 ;= OB?), i 一 Da), 歼 有 
| ,二 FE deb, | upcos (ft, zedS -0 


从 而 得 


dp 4 化 
阁下 4 ae de= [ 六 人 do 


Tr 


光 此 ， 志 一 2 存在 且 等 于 尝 a 


ie pf met 0: ‘ ff， 
现在 举 直上 有 一 了 et 区 大 
铂 数 %2， 幼 的 例子 。 
例 5.12 还 数 wz 9)= 了 (vw)+ 了 f(D，f(w) 基 定义 在 [0, 1 


了 67 


上 上 的 连续 函数 ， 但 并 不 绝对 连续 ,因此 wtszy 幼 没有 一 阶 允 微 商 。 


然而 ， 昼 微 商 2 六 存在 是 等 于 零 .事实 上 ,党 9EO8(0),0= {(os 


o10<e<1 0 过 y 达 1}， 则 有 


18 EE | 


| | Fe 8356 drdy = { ac 一 一 dg-0， 
对 了 (Y) 有 园 样 结果 。 因 此 
| 下 Lf (0) + F081 9 3 ydzdy= 0， 


即 ww， 仍 的 二 阶 弱 微 商 二 B= 


以 上 所 述 弱 被 商 的 简单 性 质 在 下 文 的 讨论 中 不 见得 都 用 得 
着 ,介绍 的 自 的 在 于 使 读 消 在 阅读 共 它 参 潜 书 或 进一步 上 学 时 , 易 
于 入 门 ， 不 至 于 隔 生 到 一 无 所 知 前 程度 。 


4.3 空间 吾 ! 与 HH Friedrichs 不 葵 式 


设 在 m 维 区 域 9 上 定义 的 卫 具 有 一 阶 弱 微 商 的 函数 集合 ; 这 
些 浮 数 连同 其 微 高 还 假定 是 属于 J(0) 的 。 显然， 这 集合 是 线性 
的 。 如 果 对 该 集 人 台中 任意 两 个 丽 数 和 如， 引入 内 和 


{ts Ur 一 -| (e+ 翌 本 jaz, C5.34Y. 
{ 


则 得 到 一 个 Hilbert 空间 ,我 们 记 它 为 如 (人)。 而 把 C6(02) 按 

(9) 中 范 数 取 闭 包 而 得 的 空间 称 为 DT4D)， 显 然 它 是 (0) 
的 予 空间 ,而 县 在 某 种 意义 下 可 视 为 在 Q 的 边界 上 为 零 ( 即 指 在 分 
-部 积 分 时 不 产生 边界 积分 的 项 击 言 )。 事 实 上 ， 若 取 wE HI (0)， 
E02)y 则 可 以 证 天 公 式 


OW Qo - 
| dr v dw = | 区 dp, dw (5.35y 
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成 立 ( 留 作 习 顾 )。、 
定理 5.21 菠 wis) CHiN), 二 ,v0 那 去 
[atm), 六 和 人 


gy) | 
0 mE AN, 

在 中; 中 具有 一 阶 广 义 微 高 ( 证 明 咯 )。 

下 而 我 们 证 明 - -个 在 偏 微分 方程 中 相当 有 名 而 又 十 分 有 用 的 
不 等 式 一 一 Eriedrichs 不 等 式 。 

设 wtw)EO3(8)， 且 如 包含 在 立方 体 候 :0 所 wi 守 g(%=1， 
2，…，%) 中 。 扩 大 wd) 的 定 儿 域 ， 设 在 旬 之 外 wu=0, 显然 
acEcotoi 人 而且 


wwe) -| 如 Ov ge,, 
由 Cauchy 不 等 式 知 
Wp) Sg | (六 ) ) ag<af (人 2 2 dz 
西端 和 在 Wr 上 积分 就 得 到 


Jwanee] (EE) 


| 网， wdz<o| Se dz, 其 中 e= 人 。 (5.36》 


若 EHH)， 作 序 列 wi E00(0)， 使 多 “在 C9) 申 
成 立 。 对 每 个 ws，(5.36) 式 成 立 , 即 


jaae<o| 福 (部 ) 加 


从 而 


令 六 一 so， 得 
2 
「 wdz<e | 乌 让) dz=o| gradis do， (5.37》 
其 中 ， 常数 0o 仅 依赖 于 日 和 nn。(5.37) 式 吓 做 Friedrichs 不 等 
式 . ' | 
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4.4 广 广 解 的 存在 性 


1， 自 共 稀 方程 

考虑 问题 
Au elo = f (mm EQ, cv) 0, (5.38) 
lulap = 人 0， 

其 中 EFCO), FEL( D2), 

seENICN), Wi vEOSCO), 满足 积分 忆 等 式 


| 人 0% Bo + Pu dx = 一 -| fv de, (5.39) 


他 1 drs 


虽 称 汉 生生 站 (6.56) 的 广义 外 
我 们 定 交 瑟 ( 人 中) 中 的 内 牧 :为 


z Om 
1 一 dr 
Cs Hr | (eww+ > Br -让 » 


于 是 得 五 ,( 品 ) 中 等 价 的 范 数 
ells = | (eu + 
考 虚 定 头 在 HICQ) 上 的 兴 霄 
Flv)= -| feds, 
显然 它 是 线 往 的 。 和 由 Cauchy 不等式 及 Friedrichs 不 等 式 知 


or ell, od wa) 
< 


所 以 Ftw) 是 了 CD) 上 线性 连续 泛 画 ， 出 Riesz 表 塌 定理 知 。 有 


(uy DY gn, 二 -| fv dr， 


人 


HOY 量 
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即 湾 吕 (5.39) 式 ， 圾 寻 ， 若 了 =0, 则 了 玉 是 堆 汉 茵 ; 必 有 灶 计 从。 
于 是 有 | 
定理 5.22 若 fEJ(DO)，ectw) 衬 0 是 有 界 可 测 函 数 , 出 问题 
《3.383) 在 万 MO) 中 有 有 唯一 广义 解 ， 
对 于 问题 
| Boe) ta fo) 2E0O， (5.40) 
.于 [aa =0, 


设 系数 ai: 多) 主 足 精 贺 性 条 件 ， 由 4&4y= dito 了 = ly D711 nh)y 
旦 对 任意 的 ER"\{0}， 成 立 条 件 


DoE 刀 胡 a>0 为 常数 ， (5.41) 


4m) 有 界 可 测 生 a(w) 守 0,，f EL 人 )、 如 果 我 们 定义 问题 (5.40) 
的 广义 解 是 这 祥 的 孙 数 ，w(w) E89(0), 它 对 任意 的 E03(0)， 
满足 积分 恒等式 


| (Fo ay 这 让 ao) dg -made 


则 可 仿照 定理 5.22 的 证 上 是 .征明 它 在 瑟 Co) 中 有 了 唯一 广义 艇 , 仅 
须 注意 的 是 重新 给 定 瓦 5(2) 中 的 等 价 范 数 ( 留 作 习题 ) 


2. 非 自 共 诺 方程 
考虑 问题 
| 人 > 二 (oo) BE ) + 全 Bae) Be talw)s 
= 天 人) oncCR” s (5. 42) 
flag = 0, 


其 中 ，@ 是 .R" 中 有 界 区 域 ， 所 有 系数 有 界 可 测 。 另外 ,还 有 
(1) awlw) 满 足 李 圆 性 条 件 (5.41)， 
2 | oo) -计时 人 ez0, fw) eT). 


吞 有 函数 4E 五 jiCQ)， 对 任意 的 通 数 wE30o)， 满足 积分 恒等式 


Ir4 


Bl 有 


HB Bo du 
=|。 pi Gu(W) 本 Ep Bp Ts + a + oto wo |ds ， 


= 上 Fo)o dys 


刚 称 函数 是 问题 (55.427 的 广 祥 解 .。 . 
定理 5.23 在 条 件 (1) 和 2) 下， 问题 (5.42) 的 广义 解 和 存在 


且 唯 一 。 
”证 定义 到 (9)? 上 的 泛 函 Fo = 二 Foodw， 则 


eol 人 天 时 <( ra) (van) 


2 、 乞 
AB) colo, 
故 耳 (w) 是 吾 ji(9) 上 的 线性 连续 泛 函 。 另 外 , 对 豆 !(2) 上 的 双 线 
姓 形 式 BCw 9)， 利 用 Cauchy 不 等 式 及 Friedrichs 不 等 式 可 得 
[BC 2)[ 所 驻 | 肛 |nocol olla; cp 对 任意 的 vwEBICQ) 成 立 ， 其 
中 民 荐 仅 与 吕 及 (5,42》 中 方程 的 系数 有 关 的 正常 数 。 因 此， 
Bw 2) 是 有 界 的 。 男 外 ， DL 


Bt{v, 9) = | (= Qu (二 talw)v? )do 


(wy 0G% 


Der 


>do| 马 ) of Ta 了 > “9 Jorqo 


er | Ea | Bacp)s 
可 知 B(xw， 7) 是 强制 的 。 村 是 ;由 Lax-Milgram 定理， 必 存 在 唯 
一 的 函数 EDot8) 满足 BCw0) = 天 (vw)， 对 所 有 wwEE(02) 成 
立 : 即 问题 45.42) 存 五 6(2) 中 可 解 。 唯 一 性 前 证 明 留 作 习 题 。 
由 以 上 对 广义 解 的 论证 可 以 知道 : 若 问题 的 广义 解 存在 ， 且 
属于 C3(Q) 站 C(t)， 方 程 中 各 系数 具有 一 定 的 逃 消 性 ， 那 么 广 
义 解 琴 是 古典 解 ! 友之， 车 4 是 问题 的 古典 解 ， 则 必 是 广 之 解 。 
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因此 ， 本 段 的 讨论 不 仅 解 哄 了 广义 解 衬 在 瞧 一 的 问题 ， 也 在 一 定 
程度 上 解决 了 古典 解 的 芷 在 性 问题 ， 鉴 于 此 ， 为 寻求 古典 解 而 展 
开 则 对 广 关 解 正则 性 的 研究 至 今 仍 是 一 个 活 芭 的 研究 额 域 。 特 别 
是 对 于 非 钱 星 方 程 ， 直 接 录 找 方 典 解 是 相当 甸 难 的 ， 而 寻找 广义 
解 则 相对 和 容易， 进而 确定 广义 解 的 正则 是 所 就 获得 古 划 和解 。 监 于 
向 彤 所 限 ， 关 于 广义 解 正 则 性 的 介绍 就 不 靳 述 了 ， 有 兴趣 的 读者 
可 参 学 书 末 所 列 资 料 、 值 得 提 及 的 是 ， 广 义 解 本 身 在 物理 学 ， 力 
学 及 工程 技术 领域 中 有 了 昱 有 有 具体 的 实 味 意义 。 在 某 种 情况 下 , 找 
到 了 广义 解 或 证 明了 它 的 存在 人 性 就 解决 了 实际 问题 ， 勿 贫 象 数学 
上 那样 再 对 广义 解 的 正 刚性 进行 论证 。 但 是 ,在 许多 实际 问题 中 ， 
需要 数学 察 对 古典 解 的 性 态 给 出 一 些 信 息 ， 这 就 需要 对 广义 解 的 
正则 性 进行 研究 ， 

在 红 东 本 节 之 前 ， 我 们 简单 介绍 一 下 证 明 古 典 解 唯一 性 的 另 
外 一 种 方法 ， 妈 所谓 能 量 不 短 式 法 。 它 是 通过 利用 方程 和 和 边界 条 
性 直接 进行 积分 计算 而 获得 证 明 的 。 通 过 下 例 ， 读 者 可 知道 这 个 
方法 的 思想 ， 

例 5.13 设 上 及 其 所 有 一 阶 储 导 数 在 品 上 连续 , 它 的 二 阶 偏 


3 在 虽 上 连续 了 且 平 方 可 积 ， 又 设 Fa) 
EL Pm) EL dN), 则 池 古 
{ 人 "7 多 仁 吕 瑟 如"， 吕 是 有 办 区域 ， 


wlan = PD), 


的 古典 和 解 唯一 。 
证 只 须 证 明 问题 As=0， En wlso =0 只 有 零 解 好 可 。 
用 一 ws 莱 方 程 两 端 并 在 介 上 积分 ， 科 用 分 部 积分 及 边界 条 性 得 


"7 -| Ad 3 六 (3 和 
利用 Friedrichs 不 等 式 ， 有 有 
ja Ce (Ee) do> 工 |。 2 dz ce>0 为 芝 数 ， 


了 7 本 


于 是 
| ,wdo =0. 

而 4# 的 连续 性 知 在 口上 2 二 0， 所以， 原 问 题 的 古典 解 在 所 
设 茶 性 下 瞧 一 ,大 家 忆 爸 看 到 ,利用 能 量 不 等 式 法 证 明证 站 解 的 唯 
一 性 对 解 有 更 强 的 要 求 。 同样 可 以 用 此 法 证 明 广 闵 解 药 叭 一 性 ， 
在 此 不 再 获 述 ， 

| 题 

1. 证 明 调和 方程 约 第 三 边 什 同 题 是 自 共 锋 边 值 阅 题 ， 

2. 写 出 Lu + B+ a 的 共 斩 微 分 算 子 以 及 对 应 
了 于 外 , = 访 的 共 瑟 边 值 问题 。 

3. -3 加 采 在 玉生) 中 Wm 一 > 寻 y 而 二 oirco ?所 cy 证明 
有 其 有 蚤 导数 De, 

4， 证 阴 15.357 式 ， 

和 5， 证 明定 理 5.21。 

6， 证 明 对 于 任意 的 至 后 五 MD) 成 立 丰 等 哉 

oldlamcos| BE) dsilelj 
& HI i | Ew. . | | I 4 


C 是 仅 依 捐 于 加 和 名 的 常数 。 
7 1 2 py 多 是 定 闵 在 四 上 的 有 界 可 
济 澡 数 ， Hey = Ge 全 一 培 成 主 不 等 式 


2 《< 也 ok 2 


其 中 ay， 后 ->0， =( 二 上 ) 忆 有 "是 性 着 非 替 向 量 ， 江上 
GD) qo 主 0， 则 在 EC) 中 定 闵 的 范 数 


Ow Ae ; 


1 ~ _ 
(1) fae | > 如 ;的 各) Bp, Bo, 


tp 


1rd 


及 范 数 
(2) 做 > om) -这 2 e+ alte) Jae ny 


和 

8. 证 明 问题 5.40) 在 五 HK8) 中 存在 唯一 的 广义 解 , 并 说 明 三 
义 解 及 方程 系数 具 译 多 大 程度 的 光滑 性 时 ， 此 广义 解 就 是 问题 
(5.40) 全 古典 解 。 . 

9. 证 明 (5.42) 广 处 解 的 唯一 性 ， 


§ 5 数学 物理 中 的 变 分 原理 ”位 势 方程 
的 再 讨论 


5.1 正 算 子 与 重子 方 姓 
在 这 一 节 中 ， 所 论 及 的 癌 题 都 是 自 共 斩 边 值 癌 题 。 
设 只 是 部 ”03P2) 中 有 界 区 域 (有 了 时 要 求 其 边界 30 适当 光 
滑 )，4 是 定 交 在 总 上 的 适当 光 将 的 画 数 ,号 满足 方程 
Lu= flm), mEN, 《5.44) 
及 边界 条 人 性 
ra , = rm )}s 7=1, De (65,45} 
其 中 ， 工 和 工 ; 是 线性 微分 算 子 (人 讽 如 ，Lw= Au ， 工 吕 可 以 基 
3 或 4 )。9:(2) 和 f(2) 是 已 知 函数 。 
仅 潢 足 (5.45) 的 省 数 是 容易 找到 的 。 设 刀 是 在 口中 足 驶 光 
滑 旦 满足 (5.45) 的 函数 ， 于 基 b=w- wo 满足 齐 次 边界 条 性 工 ,iw 
=0 及 非 章 次 方程 Lo= TU 一 To= 了 ~- Luo， 放 今后 我 们 总 假设 边 
界 是 齐 次 的 : 


.Lt= 0, 7=1y 2， bb 这 他 5.46Y 
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级 性 微分 方程 (5.44) 及 章 次 边界 条 忻 (5.46}) 所 确定 的 定 解 间 
题 对 应 于 Hilbert 空间 中 ( 常 取 为 空间 5,) 一 个 线性 算 闻 4。 的 
定义 域 DD, 是 Hithert 空间 中 一 个 线性 稠密 子 集合 . 例如 ， 当 五 
= 了 az 时, 取 力 , 是 由 小 旦 下 列 条 件 的 函数 组 成 的 ; 

i 函数 足 药 光 消 { 可 被 的 次 数 由 问题 的 性 质 决 定 )， 

了 ) 在 边界 39 上 满足 (5.46) 式 。 

窒 易 证 明 ， 厂 ,在 豆 中 是 一 线性 稠密 集合 。_Jw 的 数值 与 Lx 
的 数值 在 D 上 是 相同 的 , 故 求解 (5.44) 及 (5.46) 的 问题 就 是 在 
万 , 上 求解 方程 

Au= flw), (5.47) 
所 以 只 讨论 求解 算 子 方程 (5.47) 即 可 。 以 后 讲 到 已 绍 线 性 华 仿 上 
与 已 知 微 分 竺 子 五 相同 的 算 子 4 时 ， 就 简单 地 说 定义 在 这 个 线 
性 集合 上 的 算 子 4。 

因为 工 是 自 共 轿 的 ， 所 以 对 任意 的 wwEDs4， 有 (dW w+) 
= (LW 2) = 《tv) = (W492), 我 们 称 满 足 等 下 (Avs5) = (vw do) 
的 算 了 4 为 对 称 算 子 . 下 面 讨 论 正 算 子 ， 以 便 导出 求解 问题 人 5， 44 》 
及 (5.46) 与 求解 一 泛 函 的 极 小 通 数 问题 的 等 价 性 。 

设 4 是 是 义 存 Hilbert 空 间 基 一 线性 稳 密 子 集 刀 ， 的 线性 和 
子 , 辣 对 D4 中 任意 的 非 零 元 索 & ;成立 (4 >0, 且 (Aw 0) = 
当 旦 和 充当 二 0 时 ， 油 称 “4 是正 算 子 ， 

定理 5.25 落 4. 是 正 算 了 于， 则 方程 (5.47) 至 多 有 一 个 解 
EDL, 

证 设 (5. 47) 有 二 个 解 避 和 名 于 是 

Au- f=0, Av—-F=0, 

二 式 相 减 得 ACW 一 Vy)=0， 上 内 而 CAlU mp) 由 一 v) =0, 因为 
二 是正 算 子 ， 所 以 一 v=0, 其 w=vw, 

定理 5.26 投 4 是 对 称 正 算 子 ， 落 方程 (5。 47) 在 卫 上 有 解 
zy 则 Wo 必 是 兴国 

Fw AY 4)— 2Cu, f), (5.48) 
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的 极 小 落 数 ;反之 ;车 如 大力 是 LW) 的 极 小 函数 ， 则 有 A = ff。 
证 显然 ， 泛 函 台 与 算 子 4 的 定义 域 相同 。 设 dm = 了 ， 则 
对 E 一 非 零 的 9ED4, 由 于 Ds 是 线性 子 集合 , 则 2= ww +E Ds， 
利用 算 子 4 的 对 秘 性 ,将 直达 式 Fl2)= Pwo+ 9) = (A(t+ 9)s 
ts 十 好 一 2 人 了 人) 展开 得 
LV) = {Avo 0 二 30 97+ Cdrs 人》 — 2 0s Ff) — 2 (9 Ff) 
= Fu +2AdWo fs 9) + (Cdns o) 
= 五 foo) + (An nF (uo) , 
最 后 一 步 甩 了 4 是 正 算 子 这 一 概念 ， 上 式 说 明 wo 是 下 的 摇 小 渤 
反之 ， 设 码 使 FiWw) 取 极 小 值 ,， wm 是 也; 中 任 一 元 素 ， 划 
Wet nD 亦 届 于 品 4y 其 中 4 是 任意 实数 , 当 |%] 充 分 小 时 ,有 了 (w+ 
了 (Wo)。 对 任意 固定 的 nSEDJ， 下 (to0+ 0) 是 2 的 泛 数 ， 于 


是 ， 出 数 取 胡 值 的 必要 条 件 知 FXCuo +X) | ， = 0， 经 过 计算 


二 


得 到 如 和 qe = 2(duns nD)— 2tns 7) = 0 让 | (AWo— fs n= 0. 有 


4% 一 f 了 ED 到 n=AWo 一 +f。 由 上 式 便 得 Ati6 二 f=0;, 即 Aw 二 ff， 

各 dt 一 FE Dass 由 寺 D4 在 瑟 中 再 密 , 知 存在 函数 珊 {n,} 必 DD,， 
着 noo 时 ， Da A 了 { 按 瑟 中 范 数 收 合 )， 于 是 由 tdtio 一 I 
12) = 0 令 n-*»oo 便 得 CAwo 一 Ff» Ato ~ 也) = 0， 破译 4tw = 了 。 上 好 
4 是 菇 子 方程 4w= 了 的 解 ， 

由 于 定理 5.28 的 建立 ， 使 我 们 能 够 用 在 思 ; 土 求 泛 卫 的 极 
小 党 数 代 替 解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ， 这 样 的 方法 也 叫 能 量 法 ， 
下 面 ， 以 Poisson 方 程 的 定 解 问题 为 例 说 明 此 法 的 应 用 

设 如 是 "(m4 这 2) 中 一 有 界 区 域 ,对 于 Poisson 方程 

- Au=f(2),% ED, . (5.49) 
考虑 三 利 基 本 边 什 问题 ; 


(1) Dirichlet 问题 :uy 0 = D> 
3 
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[一 一 


+p 


(2) Neumann 问题 ， 3 


(3) Robin 问题 :(-3 +olw)u) | =0, elw) o>0, 
其 中 ，oo 是 正常 数 ，v 是 89 的 单位 外 法 向 。 为 了 把 求解 这 三 类 
边 值 问题 化 为 求 对 应 的 证 函 极 小 同 题 、 首 先 验 证 它们 各 自 对 应 的 


算 子 基 正 算 子 ， 下 面 逐 一 验证 。 均 取 Hilbert 空间 为 L.(0)。 
用 开 表示 对 应 和 于 Dirichlet 问题 的 算 子 - 六 的 定义 域 ， 峙 


uM = {uveors), “| =0}, ¥ 当 刀 和 政 鞍 ， 有 
(-Aw0=-| WA dv = p23 二 dz 


rT 
= (gradw)dy >=0, (5.50》 


当 且 妈 当 grade=0 时 等 号 成 立 ， 由 沁 的 连续 任 及 边界 条 件 知 此 
时 tt 二 0。 所 以 一 入 蚌 对 上 的 对 称 正 算 子 ， 
用 形 。 表示 对 诺 于 Robin 问题 的 算 子 ~ 六 的 定义 域 ，。 


-fi IEcxD)( -说 +eou )| =0), 则 当 wE 对。 时 成 立 
{《 一 Au, w=| -Auruda 


_ 二 日 时 dw 
-0d5+[ 识 ( 絮 ) 


2 1, wdS+ | (gradw)*do 


一 | omeds +| 《8TaE 2 

>minte,, »[|, sadS + (gradu)’de |>0,(5.51》 
当 且 仪 当 | wdS 和 (gradwu)*ds 同时 为 零 时 等 号 才 成 立 ， 从 
而 推 知 (~ 入 ww) = 0 的 完 要 条 件 是 % 二 0。 所 以 一 六 是 虹 。 上 上 的 于 
称 正 算 子 。 
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在 著 手 处 理 Neumann 问 题 之 前 ,注意 到 这 个 问题 不 是 对 任何 
销 数 了 痢 是 可 解 的 。 因 为 ， 对 方程 ~ 和信 t= 了 (wm) 两 边 在 0Q 上 积分 ， 
可 得 
-| Avde -| fw dys 
对 左边 用 Green 公式 ， 
Aran- -as= 0, 
故 有 
| 大 (Ge = 0, 
上 式 是 Neumann 问题 可 解 的 必要 条 件 。 易 知 Neumann 问题 的 
解 不 唯一 ， 因 为 任何 一 个 解 加 上 一 个 任意 膏 数 后 仍 为 问题 的 解 。 
为 了 使 解 唯一 ,我 们 要 求解 “ 满足 条 件 [ wdw = 0, 显然 ,Neumann 
问题 的 这 种 解 是 唯一 的 。 现 在 ， 我 们 就 可 以 选择 Neumann 问题 
对 应 的 等 子 一 会 的 定义 域 ， 用 MM。 表示 这 种 定义 域 ,于 是 
MM, = {lvE oO), a = 0 {was 中 
各-A 是 Mo。 上 的 对 称 正 算 子 (证 明 留 作 习题 ). 
于 是 ， 根 据 定理 5.26， Poisson 方程 的 三 类 边 信和 间 题 依次 分 
别 化 为 下 列 泛 函 ， 
FU) = jt‘grad 4)” — 2uf]dag, 


Fieuy =| tgrad uy -2up1do + | ouzds， 


Flu) =| L(grad wy ~ 2wp1de, 
各 自在 集合 站， 于。 和 让。 上 求 极 小 函数 的 问题 ， 


5.2 正定 筛子 ” 变 分 问题 广义 解 的 存在 性 


当 4 是 对 称 正 算 子 时 ， 上 闻 证 明了 求解 算 子 方 得 4w=f 的 
问题 汪 求 泛 函 互 (ui) = (du 多 一 2 了 ) 的 极 小 向 题 等 价 ， 但 我 
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们 必须 注意 到 , 上述 断 言 审 先 假定 了 在 DD 中 存在 满足 方程 (5.47》 
或 使 泛 孙 (5.48) 取 报 小 值 的 函数 tw ' 易 知 ， 当 DD 过 小 时 ， 溪 函 
《5.48) 的 极 小 门 题 可 能 无 艇 。 因 紫 ， 肖 必 杰 开拓 万 4 使 开拓 后 的 
4 二 (35. 48) 负极 小 问题 有 钾 ， 由 于 这 个 原 琴 ， 束 有 必要 讨论 比 
设 4 中 线性 算 子 ， 车 存在 常数 0 使 当 w ED, 时 成 立 不 
等 式 Cdws dd) 宇 7 (CU wy 则 称 算 了 了 是 正定 算 子 。 
为 了 开 杭 总 往 集 合 3 进一步 设 4 是 对 称 正 定 算 子 ， 在 DD， 
引入 新 的 内 积 
: [us w= CA ws (5.52Y 
此 处 ， 插 号 [ J 表示 新 内 积 ， 以 区 别 昌 内 积 。 易 验证 这 样 定义 的 
内 积 满 足 内 积 公理 ， 出 新 内 积 诱导 出 的 新 范 数 为 
[wl2 = [eg j= CAWs w)y ED,, 
按 比 模 取 思 , 的 闭 包 ， 得 到 一 个 新 的 完备 的 Hilbert 空间 ， 记 为 
Ho， 显然 ,由 这 个 空间 的 构造 知道 ， 线性 结合 D, 在 Be 中 稠密 ， 
从 算 子 4 的 正定 性 知 
Jl ule, wE Ds (5.58) 


这 里 小 /表示 原来 空间 五 中 的 范 数 。 

利用 证 通 分 析 的 知识 ， 可 以 建立 空间 五, 与 空间 豆 的 其 一 子 
集 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 因 些 我 们 可 将 石 。 空间 的 元 素 刀 和 太空 
间 中 的 对 应 元 素 wi 同样 看 待 ， 即 五 oc 互 , 从 而 (5.59) 式 在 整个 空 
间 互 。 成立。 人 简 言 之 ， 把 Zo 内 入 到 五 。 

由 于 (4ws ww) = | wj 所 以 省 项 Ftw) 在 开拓 后 的 空间 五。 上 
有 定义 ， 

定理 5.27 车 4 起 对 称 正定 算 子 ， 刚 泛 画 Fl&) 在 了 Ho 内 必 
取 到 极 小 值 . . 

证 因为 


os pl <A oi, 
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故人 xy f) 是 五。 上 线性 连续 泛 函 ， 出 Riesz 表现 定理 知 , 存在 唯一 
的 wo 毛 匡 bo， 使 得 对 任意 WEEHo， 有 
(ws f= LU Wol, 
于 是 之 画 (W) 可 写 为 
Flw) = Das Hj 2 Hod = Lu to 此 一 40] — Litos ttoj 
= | 号 一 Wo] 冯 一 J]wol# 一 |wol|2, 
这 说 明 泛 阔 下 (中 当 = to 时 取 到 极 小 。 
应 当 注 意 , 使 滋 函 到 极 小 利 的 元 素 加 不 一 定局 于 Dy， 而 具 属 
于 开拓 和 了 的 空间 瑟 s. 又 我 们 所 讨 论 的 泛 函 下 () 是 从 求 方程 (5.44) 
在 蕉 伯 (5.46) 下 的 解 演化 而 来 的 ， 艳 对 Ho 中 不 属于 Ds 的 元 素 
来 计 ， 可 能 发 生 下 面 两 神情 况 : 
i》 它 不 满足 边界 条 件 (5.486)y 
ii) 对 于 算 子 4 来 讲 没 有 意义 ， 
因此 ， 用 上 而 方法 得 到 的 解 ， 就 不 一 定 在 原 米 意义 下 满足 方 
程 45.44) 利 边界 条 性 (5.46)， 我 们 称 它 为 广 尽 三， 
知已 知 Fo 中 一 完全 标准 正 变 化 序列 {o， 则 佑 泛 函 (5. 48) 
取 极 小 值 的 元 素 wo 可 以 用 组 煞 表 示 为 
wo= DB [ao alge= 六 (fs pi) ge (5.54) 
以 a 家 示 泛 菠 (5.48) 的 税 小 得， 若 能 在 已 给 和 的 Hilbert 空间 
中 构造 旦 元 索 列 {wasj， 使 满足 
lm P(t = 0, 
旧称 元 率 列 {4%,} 为 籽 沙 上 北 序列 。 
定理 5.28 和 计 子 4 正定， 则 Ftw} 的 每 个 极 小 化 序列 按 
Hilbert 空间 五 的 模 也 按 Ho 空间 的 模 收敛 手 司 泛 梢 歌 极 小 的 元 
证 误 馈 使 豆 (o 歌 航 小 ， 则 
d= (U0)=— 2 
设 {是 极 小 化 序列 ; 即 


了 了 


lim{ | ~ wol# ~ [wol#s}= 一 lu) #s 


其 而 


Lim|s,— wl?=0, 
邮 ww 在 五 。 中 收 伍 于 www。 于 由 不 等 式 (5.53)( 它 在 Ho 中 成 江 ) 有 
ji 一 0 所 守 | 一 tl#>0， 当 wr>co 时 ， 


所 以 wa 在 于 中 证 疏 贫 于 8 

由 定理 5.28 可 以 得 出 这 样 的 缮 论 : 极 小 化 序列 中 每 一 元 索 
可 以 作为 问题 的 近似 解 。 记 谓 的 及 ii 方法 就 是 构造 授 小 化 序列 的 
一 种 方法， 其 本 质 就 是 作出 级 数 (5.54) 的 前 几 项 和 ， 在 此 就 不 介 
绍 了 . 

从 上 面 的 处 述 中 可 以 看 册 , 当 俱 设 了 4 是 对 称 正 定 算 子 后 , 不 
但 证 明了 使 沁 画 (5.48) 取 极 小 的 元 素 罕 在 ， 而 且 指 出 了 用 构造 及 
小 化 序列 的 方法 可 得 问题 的 近似 解 ， 下 面 我 们 验证 在 5.1 里 中 提 
出 的 Poisson 方程 的 三 类 边 值 问题 所 对 应 的 算 子 是正 定 的 ， 我 们 
仅 久 二 维 情况 进行 讨论 。 

例 5.14 算 子 -人 在 线性 集合 开 上 是 正定 的 。 

我 们 不 妨 设 区 域 9 在 第 一 象限 内 ， 且 完全 会 于 闭 域 

=10 ng sy 


之 内 。 于 是 出 Friedrichs 不 等 臣 
| ee + wi dr dy> 二 | widedy, 


及 (5.50) 式 便 得 算 子 =- 人 的 正定 性 ， 
例 5.15 算 子 ~ 从 在 线性 集合 上 是 正定 芍 ， 
由 不 等 式 (5.51) 知 ;只 须 证 明 下 面 的 不 等 式 成 立即 可 ， 


广 1 
| sds + [Cgraduwy’de | dt {6, Bi 


令 V=go。， 其 中 心 是 引入 的 炒 知 函数 ，y 是 待定 函数 。 于 十 
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EY (区 -was 


(0 


(党 ) (全 


人 
/ 
“(YY 


3y 


dg 
+ Oy 


将 上 面 不 等 式 在 2 上 积分 , 并 对 右边 最 后 例 项 应 用 Gauss 公式 ,得 
人 和 2 Bt 1 
| "am 3 ) Jandy 


~ | oo sg .99 
> | ,v2gA9dvay+ | ,vg 3 TS 。 


所 以 


-| wgAgdody< [ 【全 Ow 他) Java | 


十 


| vo al (5.56) 
即 
Le 和 evel [ (Oe) (人) J 
+ 由 os 
出 上 式 知 道 ， 车 存在 9g 满足 


ww ~ | 1 Bg | . 
gg Oy 厅 Dy 0 < 【5.57》 


， 这 里 cr， Cy 都 是 正 的 常数 ， 则 由 (5. 56) 式 得 


a wavive [Ca 4 + +( 8) jaeavroj adS， 
¢=max(, 全 


到 
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路 得 不 等 式 145.5539 
满足 (5.57) 式 的 函数 是 很 多 的 。 例 如 可 到 
TY 


po » 


和 并 交 二 
一 SiIN—— Sin 
是 


此 于 


C1 = wm (三 + ss) 

52 为 某 正 的 常数 。 于 是 算 子 -和 在 开 。 上 正定 ， 

例 5.16 算 子 一 全 在 线性 集合 We 上 是 正定 的 。 

利用 Poincare 不 等 式 容 易 证 散 本 例 ( 窗 作 习 题 )。 

下 区 ， 我 们 简单 讨论 重 调和 算 子 入 *, 设 器 表 示 (zw, 四) 平面 上 
一 有 夫 区 成 ， 在 Q 内 考虑 重 调和 方程 

Aw=f, (wy) EN R 

的 边 值 问题 


( 名 


(5.58) 
| By |o0™ 0 
其 中 ， 区 是 日 的 单位 外 法 呵 。 

设 攻 是 满足 下 列 条 件 的 函数 的 集合 ， 

i) 在 如上 四 次 连续 可 微 ， 

) 在 839 上 上 满足 边界 条 件 (5.58)， 

例 5.17 算 子 和 "在 线性 集合 歼 上 是 正定 的 。 


当 wE 开 时 ,由 -8 | =0 得 


Ors 
a 


Li 
| - 汉 CO8B (yd) 十 COS {ps nD], = 人 0。 (5.59) 
i 四 Gre 、 s 
工 由 4| -6 知 -和 | =0, 这 里 s 为 9 的 切线 方向 。 由 上 起 
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| 2 cos (8, 2) + -08(8， || 二 


dw 
COBTS; WH) = — COBDs YF) COB(E, Y) 一 COS CY tm)y 
得 
[- 94 acy, yg) + oY costy, ») | = 0。 (5.89)" 
Dp BE 39 
由 于 
| CS mT) COBCH YY) 
一 Li 
一 COSty WY} CoS (ps VW) 
因此 ， 从 (5.59) 和 (5.59)' 式 得 
BE 加 dO _ 
i =o。 ‘5.60) 


因为 
《206 2) = [ | y- | 《wsdopdYy 


oa) 站 24 D2w D205 "] 
上 一 一 十 . 
| Om” 2 Bm dys a Ba Gray, {5.61) 


身分 部 积分 法 及 (5.60) 式 可 得 


dw -人 
0 日 dedy= | dody ， 


因此 从 (5.61) 式 得 到 


SE ra( 玖 (和 ay， 


(5.61y 
由 于 (5.60) 式 ， 可 对 函数 -和 和 3 分 别 应 用 Friedrichs 不 


等 式 ， 得 


|. 


< sad( We)] ooy 


1 


;se [asay, 


-起 ) + 
dody < ( 访 ) + 人 人 aa 
这 里 ,是 正 的 常数 ,因此 
| 机 
<1| [GS S35) + + (总 ££) lavday. (5.62) 


” 再 对 % 用 Friedrichs 不 等 我 得 


z 1 Bar A 2 
| J dody< 到 | [Ca ) 让 [dway, C5.63) 
由 等 式 (5.,61)' 不 等 式 (5.62) 和 5.63) 得 
| eadody< 走 (A*%4)， 
, 从 而 证 明了 算 子 上 总 在 肛 上 是 正定 的 。 
由 此 可 知 ， 求 解 重 请 和 方程 的 第 一 边 值 问题 可 以 用 求 泛 转 
Fiw) = | LAW -2fwldody 
在 开 上 的 极 小 函数 问题 来 代 规 。 在 下 的 完备 化 空间 上 ， 极 小 十 ， 
数 存 在 ， 
习 题 
i 。 抛物 型 方 恰 第 一 这 和 值 问题 
人 
je 0) 一 (nm), 0 oA, 
v0 £) = uD, £) = 0 01ET, 
是 否 目 共 频 ? 
2. 双关 型 方程 第 一 边 值 问题 
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es = Woss Ow Ot 
Jo 0) = 多 Ow ly 
=) 0 
wt0, 6) = ws 1) = 0 DEtET, 
这 解 可 视 为 蕊 样 的 算 笠 方程 的 解 ?9 写 出 此 工 子 的 定义 域 。 此 短 子 
是 不是 正 算 子 了 
2. 证 明 对 区 于 Neumann 问题 入 算 子 一 入 在 涌 数 集合 Wo 上 
是正 算 子 。 
4。 设 线性 集合 虹 是 由 工 ,( 如 ) 中 满足 下 列 条 件 的 议政 组成 的 : 
让 在 品 上 二 次 连 续 可 微 ， 


ii) -| =0, 
Dr 5 
此 处 ， 旦 是 89 的 外 法 向 。 证 明堂 义 在 本 上 的 算 子 
. 二 二 一 人 
古 对 称 算 子 ,但 非 正 算 子 。 


5，, 设 区 域 QCR 如 图 5.8 世 示 ，g 表示 身 在 上 半 平 面 的 边 
界 。 工 表示 线段 口 4。 证 杠 是 由 Ja(D) 中 满足 下 列 茶 件 的 示 数 组 
成 的 y | 


” 
Le 下 | 亚 
本 5.3 


jy) 在 五 上 二 关连 续 可 能 ， 
ii) 在 边界 5 上 为 辣 ， 而 在 边界 = 上 成 立 -8 =- Bu 
tr dy 
试 证 工学 -和 在 对 上 是 下 匣子 ， 
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6， 证 了 明 : 著 常 微分 方程 
d 2 du 
一 可 | aya 六 + w= 110 — 32+ 2, 


让 这 界 条 性 10 二 Ww(1) 二 站 下 前 解 看 在 ; 则 解 必 唱 一 。 
7. 徽 分 方程 


2 a 
1» i 1 Pet! ds :|- Fer), 


辛 边界 条 作 

wa) = Yo) = = WD = 0, 

Ub) = DB) = 0, 
下 的 解 满 四 怎 祥 的 算 子 方程 ? 写 出 此 算 子 的 定义 域 。 当 P(x》 
y=] 2 Mm 计 且 PlwpD) 具 有 正 下 界 时 ,证明 由 算 子 是 
正定 的 。 

8. 设 区 域 台 由 直角 三 角形 构成 ,函数 4 在 口内 满足 Poiseon 

方程 一 人 w= 所 在 侣 的 边界 8 人 上 满足 ， 站 直角 边 上 如 =0， 在 条 


边 上 外 法 向 稻 商 -和 = 0。 试 证 在 日 中 其 有 二 阶 连续 微 商 且 满 及 


壕 廊 界 条 件 的 廿 数 蕉 中 ， 莹 子 一 和 八 是 正定 的 。 
9。. 证 明 主 5.16( 提 示 ; 用 Poincare 不 等 式 


J do | Td ta], do) 
来 证 明 ) 
10. 役 线 性 集合 亚 是 由 Za 台中 满足 下 列 条 件 的 函 狼 组 成 的 4 
i) 在 问 上 二 次 连续 可 第， 
ii) 在 9 中 上 为 震 。 
碟 讶 害 人 六 站 扩 上 的 算 子 


总 正定 的 。 
11. 设 线 性 集合 M 是 由 Ls[0, 1] 中 满足 下 述 条 件 的 池上 束 组 
成 的 ， 
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i》 在 [0， 1J 上 二 次 继 连 可 答 ， 
i wel) = 人 0, 
证 明 : 定义 在 对 上 的 算 子 
-ds dw 
4 = dz 机 9 


是 正 工 子 ， 介 不 是 正定 算 子 。 
12， 斌 证 第 5 题 中 算 子 一 A 有 是 正定 站 本 。 
13。 证明 使 泛 函 (5.48) 取 报 值 的 元 素 是 唯一 的 。 
E00 lol A 


WD) 
1. wn:|wl] God Tz1 »l > Bw ee) dz， 
成 主 。 
《提示 ， 利用 二 重 积分 的 分 部 积分 公式 

jj AB.de dy= | 4 五 dy 一 |{ sadedgy 
-或 

(ep,as dy= 一 | OD da — 人 cspan do 
及 Cauchy 不 等 式 )。 


$6 三 个 典型 方程 总 结 


至 此 ， 我 们 已 完成 对 波动 方程 、 热 传导 方程 和 调和 方程 较为 
系统 的 、 全 面 的 讨论 。 现 在 就 可 以 将 它们 从 解 的 性 质 、 定 解 问题 
的 扣 出 等 方面 作 一 比较 ， 从 而 进一步 揭示 它们 各 自分 别 代表 的 三 
类 方程 一 一 双 曲 弄 、 抛 物 型 以 及 椭圆 型 一 一 之 间 的 共性 和 个 性 ， 


.1 上 典型 方程 的 共 浴 
‘1) 它们 都 基线 性 方程 。 因 而 都 成 立 夺 加 原理 ， 这 也 是 一 般 
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绕 手 方 枉 的 开放。 六 加 原理 一 般 流 扳 壕 为 二 种 形 二 ( 见 呈 一 六 1.2 
自 )。 这 些 进 加 县 理 是 线性 方程 许多 艇 法 的 其 磺 。 例 加 ;分 高 襟 星 
法 就 是 利用 了 方 可 和 和 边界 条 性 蕴 齐 次 与 线性 性 质 ， 把 解 表示 为 湾 
是 方程 和 和 边界 条 忻 的 各 各 半 和 解 的 迫 加 ， 玉 从 它 满足 初 如 条 件 。 又 
如， 在 用 齐 次 化 原理 求 非 齐 次 方程 的 解 时 ， 也 荐 把 非 讲 次 方程 的 
解 钢 为 一 系列 在 特定 初始 条 件 下 的 齐 次 方程 解 的 选 贡 而 构造 遇 琴 
的 。 还 有 、Green 函数 法 以及 以 后 要 介绍 的 基本 解 方 法 都 利用 了 
壕 加 原理 这 一 基本 性 质 。 

对 于 非 线 性 方程 或 是 线性 方程 但 附 有 非 线 性 定 解 条 件 ， 适 
加 原理 不 成 立 。 所 以 对 非 线性 方程 允 讨 论 往往 还 线性 方程 复杂 得 
多 。 所 以 说 ， 适 加 原理 是 所 有 线性 方程 的 江 性 ，。 

(2) 三 个 典型 方程 都 是 二 阶 常 系数 方程 。 由 于 是 常 系 数 ， 它 
们 对 坐标 的 平移 具有 不 变性 ， 而 其 空间 部 分 Aw 对 坐标 的 旋转 也 
其 有 不 变性 .三 个 典型 方程 都 具有 常 系数 方程 的 站 同 特征 :它们 的 
任何 一 个 充分 光滑 的 解 的 偏激 商 也 是 原 方 程 的 解 ， 并 卫 一 定 存 在 
指数 解 。 虫 于 它们 都 是 二 阶 方程 ， 扩 以 对 空间 合 扩 的 正 交 变 和 防具 
有 不 变性 。 这 里 要 注意 到 ,对 它们 的 定 解 问题 的 相当 完善 的 解决 
本 质 土 是 因为 它们 基 二 阶 方 程 这 一 事实 。 例 如 ， 有 明确 的 分 类 阐 
定 ,二 次 型 的 惯性 定理 以 及 调和 方程 和 热传导 方程 的 极 悄 原理 ,对 
高 阶 方程 都 是 不 成 立 的 。 

(3》 在 证 明定 解 间 题解 的 唯一 性 甚至 稳定 性 时 ， 都 可 利用 能 
基 下 等 式 法 (也 电能 量 积 分 法 )。 对 波动 方程 和 位 势 方程 ， 我 们 已 
经 讲 过 ,对 热传导 方程 ,也 有 相应 的 能 量 积分 法 证 明 解 的 唯一 性 ， 


六 


[oT. 
过 


6.2 由 性 方程 的 个 性 


(1) 解 的 光滑 程度 不 同 。 我 们 已 经 定义 过 古典 解 , 它 必 须 具 有 
适 党 的 光滑 竹 . 但 是 对 不 同类 型 的 方程 来 说 ,光滑 程度 很 不 相同 。 
例如 对 束 振动 方程 的 Cauchy 问题 ,只 要 初始 函数 PPE, EO, 
见解 # 属于 0*。 对 波动 方程 也 有 类 似 的 事实 。 但 对 热传导 方 六 各， 
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情况 克 有 明显 汰 蜡 , 例 如 热传导 方程 Cauchy 问题 , 只 要 初始 函数 
md) 这 续 ， 有 是 当 ww->00 时 其 增长 阶 数 不 超过 4e4lz， 则 多 
2 EC”"， 而 对 调和 方程 ， 则 有 更 强 的 铺 果 。 例 如 调和 方程 的 
Dirichlet 问题 ， 它 的 任何 过 续 解 在 解 的 定义 区 域内 部 是 解析 区 
平江 

附带 说 明 ， 如 时 方程 有 非 齐 次 项 或 是 误 系 数 时 ， 解 的 光滑 性 
需 罢 受到 系数 与 非 齐 次 项 的 影响 。 这 时 ， 解 的 光滑 人 性 要 另外 考 

《2) 极 值 性 质 不 同 ， 对 于 调和 方程 的 解 ， 兰 非常 数 ， 其 最 类 
值 和 最 小 值 上 只 能 让 边界 上 达到 ; 对 于 热传导 方程 ， 结 果 弱 一 些 ， 
解 在 域内 的 值 不 会 大 于 或 小 于 边界 上 的 最 天 值 或 最 小 值 。 但 它们 
都 有 松 值 原理 ， 而 对 波动 方程 ， 没 有 这 种 极 什 性质 ， 这 是 由 于 波 
的 煌 所 和 和 选 加 、 会 出 现 加 强 或 消 弱 现象 ， 使 扰动 有 可 能 在 域内 达 
到 最 大 值 或 最 小 值 。 

(3) 时 空 关系 各 不 相同 ,对 调和 方程 的 Dirichlet 外 问题 ,二 
维 情 形 要 求 御 在 无 穷 远 处 保持 有 界 ， 高 维 情 形 则 要 求解 在 无 穷 远 
处 一 臻 起 于 零用 以 保证 边 值 问题 解 的 瞧 一 性 ,对 热传导 方程 可 容 
许 解 在 无 窍 远 具 增 长 阶 为 Ole**") ,而 对 波动 方程 的 解 ， 井 不 有 阴 加 任 
何 瑞 降服 制 ， 

关于 时 间 净 其 ,波动 方程 关于 上 是 对 称 的 ， 即 以 -+ 代替 1; 
时 方程 不 变 ， 而 热传导 方程 则 无 此 种 对 称 性 ， 因而 描述 不 可 道 过 
牡 。 至 于 调和 方程 ， 由 于 它 描 述 稳定 过 程 而 与 时 间 变 量 # 无 关 。 

(4) 影响 区 域 与 依赖 区 城 不 同 ,波动 方程 中 ,一 点 的 影响 区 域 
为 以 该 点 为 顶点 向 上 作出 的 特征 锥 内 部 《在 三 维 时 为 锥 的 表面 》， 
决定 特征 锥 斜 度 的 a 就 是 波束 一 点 的 依赖 区 域 是 以 该 点 为 顶 庙 
下 作出 的 特征 锥 与 平 而 ;=0 所 交 的 圆 域 (或 球体 )， 可 见 是 局部 区 
域 。 热传导 方程 一 点 的 影响 区 域 是 该 点 以 上 的 整个 上 闪 的 平面 ， 
因 汶 上 内 要 经 过 一 租 时 ， 在 极 交 处 就 会 受到 该 点 抗 动 的 影响 ， 这 种 
“ 超 距 性质? 是 不 符合 实际 的 ， 原因 在 于 引出 这 个 方程 时 所 作 的 一 
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. 些 假 定 只 在 一 定 有 限度 之 内 才 是 准确 的 。 对 于 调和 方程 、 由 于 解 是 
-解析 的 ， 故 在 39 上 任意 小 的 部 乔 上 给 出 巡 值 ， 它 移 影 响 区 域 必 
是 全 部 区 域 @， 这 种 解析 性 定理 对 很 广 证 的 一 类 机 贺 型 方程 成 
立 ， 故 这 率 实 可 推广 到 蒂 一 般 的 方程 ， 

这 三 区 典型 方程 之 间 还 有 一 个 重要 的 送别 ， 就 是 定 解 问题 的 
所 法 不 相同 ， 这 涉及 到 定 解 问题 的 适 定性 ， 我 们 开辟 下 面 专 脆 闻 
以 讨论 


6.3 适 定 性 问题 讨 诊 


在 第 一 童 中 已 提 到 ， 阁 一 个 定 解 癌 题 的 解 看 一 定 函 数 类 中 存 
在 唯一 , 且 光 于 定 解 条 件 在 革 种 意义 下 稳定 ,就 称 这 个 问题 是 适 定 
的 。 在 前 三 玫 章 的 讨论 中 已 证 明了 典型 方程 的 定 解 问题 的 适 征 
' 性 。 我 们 看 到 ,对 调 旬 方程 六 加 一 个 边界 条 件 而 得 的 边 情 问题; 常 
是 有 意义 的 .特别 足 ， 第 一 边 值 问题 是 适 定 的 , 对 波动 方程 和 热 传 
导 方 程 的 混合 问题 及 Cauchy 问题 一 般 也 是 适 定 的 .但 是 ,对 调和 
方程 的 混合 问题 第 一 章 2.3 段 的 例子 说 明 是 不 适 定 的 .下 面 给 出 
.一 个 例子 ， 说 暴 波 动 方程 的 边 值 问题 一 般 是 不 适 定 的 。 
例 5.18 考虑 一 维 波动 方程 的 第 一 边 值 问题 


Wy 0 0 ERA 的 | 0<o<a 0<y<pb}, 
(6,64 
I = pt PEBQ., 
《5.64) 中 方程 的 通 解 基 
Vw Y= fo)+ gy), 《5.65y》 


这 里 了 和 9 是 任 癌 二 次 连续 可 微 的 函数 .由 (5.62) 知 ,只 须 在 台 前 
相 令 两边 上 给 定 4 的 值 ， 这 时 % 在 和 上 就 叭 确定 ， 而 在 @Q 的 
有 其 巧 两 边 上 就 不 能 任意 给 定 % 的 值 。 否 网 ，-- 般 无 解 。 这 说 明 波 
动 方程 的 封闭 边界 的 边 值 问题 一 般 也 是 不 适 定 的 。 

上 俩 以 及 第 一 章 中 Hadamard 的 例子 从 反面 说 明了 定 解 这 
题 适 定性 构 念 药 重 要 性 . 
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随 荐 科学 接 术 的 发 展 ,十 Q 典 的 适 定性 概念 也 在 恬 必 。 例 如 , 近 

十 年 米 由 于 和 和 用 诅 电 场 浏 量 勘 探矿 藏 ， 引 出 了 调和 和 方程 的 初 位 
问题 尽管 这 个 问题 一 般 旦 不 适 定 前 , 但 重 对 解 附 如一 定 的 限制 ， 
部 在 有 办 函 获 类 中 求解, 问题 仍然 有 总 尽 。 不 过 ,在 一 般 的 记 肌 癌 
题 中 ， 吉 典 的 适 算 性 概念 作 是 十分 大 用 的 。 

为 了 保证 折 提 民 解 问题 壮 适 定 的 ， 除 了 上 面 所 讲 的 要 注意 方 
程 各 业 侯 条 件 的 操 卫 关系 外， 还 有 定 解 条 伴 定 义 域 性 质 以 及 定 解 
条 和 忻 的 光 浪 程度。 例如 ,调和 方程 的 Dirichlet 内 问题 并 非 对 任何 
求解 ob 有 和 入 在; 而 蓄 据 动 方程 的 Cauchy | Ml 是 到 求 初 值 函数 适 

当 沧 消 才 能 保证 古典 解 的 存在 。 虽 然 引 入 广 文 解 可 已 降低 对 阔 数 
光 温 性 的 要 求 ， 但 一 定 的 光滑 性 仍 是 需要 的 。 例 如 在 波动 方程 
(三 维 及 二 维 ) 的 定 解 癌 题 中 ， 必 须要 求 初始 位 移 及 其 偏 导数 和 初 
始 速度 函数 都 作 微小 改变 ， 才 能 保证 对 初 值 的 稳定 性 。 


习 题 


1 证明 热 传 好 方程 
Wi= 全 
的 混合 问题 
-ud t=0, wt, 1) = 0, 
\uty, Di = {rm}, 
的 解 关于 变量 w( 人 之 zf 二 站 和 (1>0) 无 穷 闫 可 徽 ， 

2. 礁 例 说 明 芒 振动 方程 不 成 立 视 值 原 坚 ， 

3。. 证 明 调 和 方 枝 的 Cauechy 问题 
二 
0 
Wy Ty 0)=0，- oo gi + cos 

有 解 的 沁 要 条 件 是 p(w} 解 新 。 
( 覃 示 ; 考虑 外 =0 上 一 点 忆 的 国 域 Bel) 把 娘 人 上 系 陆 
惕 适 括 至 下 此 圆 ,证明 廷 托 语 4; 趣 BI 内 调和 )， 


了 二 


第 六 章 “特征 理论 ”一 阶 偏 微 分 方程 组 


$I 方程 的 特征 理论 


在 第 三 章 允 苞 振动 方程 Cauchy 问题 的 讨论 中 知道 ， 尝 初始 
条 性 给 定 在 非特 征 线 1= 0 上 时 , 定 解 问题 基 适 定 的 。 但 车 把 初始 ， 
条 人 忻 都 给 证 在 一 条 符 征 线 上 时 ， 一 般 资 来 解 不 存在 ， 除 非 初 始 数 
据 满 足 一 个 附 才 的 恒等式 。 另 外 ， 在 第 三 章 中 对 依 束 区域、 次 定 
区 域 和 影 虽 区 域 的 划分 世 是 依据 闭 征 线 ( 曾 ?作出 的 ， 这 些 都 说 明 
了 解 与 特征 线 ( 面 ) 之 闻 存 在 着 内 站 的 联系 ， 沉 要 进一步 探讨 特征 
线 ( 面 ) 的 理论 (简称 特征 理论 );)， 这 在 个 微 分 方程 的 研究 中 是 重要 
的 一 环 ， 


1.1 黑 间 上 类 解 所 基 间断 面 


在 第 三 章 1.3 段 中 , 讲 了 波 的 影响 区 域 ， 并 指出 特征 线 w+at 
二 wo 与 一 9t = 是 解 的 间断 线 。 对 二 维 被 动 方 程 进 行 同样 的 分 
析 可 知 ; 出 于 有 影响 区 域 ,一 点 (w%,w% 1 )( 见 图 3.8) 椒 扰动 产生 
的 波 在 该 点 影响 区 域外 为 零 ， 即 特征 锥 面 

(€— 0m) + (ny— w= oat(t — #1)? 

是 解 前 间断 面 。 解 沿 着 特征 线 ( 面 ) 间 断 的 现象 只 有 普遍 的 意义 ， 
但 访 注 意 ， 并 非 解 的 任何 意义 上 的 间断 都 沿 善 特征 面 党 生 . 可 
是 ， 对 其 中 一 种 间断 ， 即 所 谓 弱 间断 ， 解 的 间断 必 沿 着 特征 面 发 
生 。 下 面 ， 我 们 以 二 阶 线 性 方程 为 例 详 细 孙 述 这 方 面 的 基本 知 
识 。 
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和 请 芭 拔 ， 上 土 给 定 二 阶 线 性 方程 
四 a 多 本 + Sa (0) -型 +alw)w= Fr), (6.1) - 
量 ， 


村 中 ，w (vw)， jc), cy 及) 是 的 连续 加 六 另 秆 ， 设 
S:otm)=0 是 器 中 的 玉 -1 维 起 曲面 , 使 得 ~ 访 下 两 个 不 相交 
的 区 域 习 和 吧 组 成 (图 6.17。 

定 尽 6.T 汪 w wm) EEO)N 
CUS) meastes USy， 旦 在 
oa Ues 中 满足 方 各 (6.1)， 而 且 
至 少 有 + 欧 一 个 二 阶 偏 涩 风 在 吕 
上 处 处 有 第 一 类 间断， 则 称 站 是 
(6.:) 的 弱 闻 新 租 ,S 叫 作 晤 问 商 
面 . 

由 定义 可 却 ， 现 间 斯 解 在 避 
上 不 是 古典 解 ， 但 可 把 它 羞 作 古 
典 解 在 最 弱 意 义 下 的 推广 。 这 种 图 6.1 
解 在 物理 上 是 有 意义 的 ， 例 如 ， 第 二 章 导出 的 范 振 动 方程 (2.19》 
古 由 求 泛 函 (2.18)? 的 极 小 函数 而 得 到 的 ， 由 于 用 了 Euler 方程 而 
人 为 地 提高 了 对 解 的 光滑 程度 的 要 求 。 实 际 上 ， 有 只 要 weEcn 昌江 
足 52.18) 式 重 基 相应 的 物理 问题 的 解 , 而 不 需要 w GOz>。 

考虑 弦 振 动 方程 

We 二 0 ty [wz|<o0, t> 人 0, 
已 知道 它 的 通 积 分 是 wtp,i) = (zw -at) + G(s + oft), ,G 是 任意 
0 函数 。 涛 我 们 取 全 二 0， 取 
[一 叶 -11 当 ls -otle!1, 
0，, 站 | 全 一 村 | 了 

则 wm; 纪 不 是 六 典 解 ， 但 它 是 弱 间 断 和 解 ， 弱 间断 线 是 m-oi= 
主 1 它们 恰恰 是 方程 的 特征 线 (图 6.2)， 这 并 非 巧 合 ， 对 两 个 由 


了 15 


Fo 一 abD={ 


波动 方程 也 定义 了 特征 锥 曾 。 下面 ， 我 们 将 证 明 解 的 弱 间 断 只 可 
能 沿 特征 线 ( 面 ) 发 生 . 


1.2 特征 方程 与 特征 更 面 
现在 我 们 探讨 光 消 曲面 Sp(w)= 0，gradg 关 0, 是 弱 间 断 西 
的 条 件 。 由 于 grady 关 0， 于 是 在 S 上 任 一 点 ww 的 邻近 存在 一 个 
可 闪光 消 变 换 y= Ye) 并且 满足 y= (9) Wo)= 0 =1, 2 
在 渐 举 标 下 ,SS 的 方程 (在 To 附近 》 旦 Yn = 0 向 i War 
gw 省 轴 前 方 问 位 于 S 的 过 to 点 的 切 平 面 内 ,因为 % 在 启 上 只 产生 
弱 间 断 , 记 以 它 的 记 有 一 阶 偏 微 商 在 S 连续 ,从 而 wy (人 7= 1， 
2 一 1 及 Wyyyw(j 天 六 ) 在 S 上 趴 一 确定 ,这 是 因为 对 yy(j 沽 
访 ) 的 仿 币 商厦 洛 S 的 切 问 的 。 由 于 是 弱 间 断 解 ,出 wy 必 产 
生 第 一 类 间断 ， 否 则 及 其 所 有 一 阶 、 二 阶 偏 答 商都 在 8S 过 续 ， 
要 议 不 居间 轩 解 而 生 古 典 解 了 ， 如 征用 符号 


[如 ] = ,im ww— lim 好 


YD™ 


表示 一 个 闭 数 在 SS 上 wo 各 过 的 坚 庆 ,风气 以 上 分 析 ， 我 们 有 
LzJ = 0 [ay ] = 0, 二 一 1 2， “rs 


Ly vy ]= 04,#, 7 不 和 癌 村 为 W [aty yy ,J] 关 0 
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利用 上 将 引入 的 坐标 变换 = yto) = 1 2 和 企 20 邻 
近 把 方程 46.1) 化 为 


(amy)) ae Be) pny)), {6,2) 
tl oe 了 


其 和 中， 省略 的 各 项 对 Yn 必 放 微调 至多 是 一 了 的 。 在 (6.2) 式 中 分 
别 令 Vr>( 叶 及 gwr>0 得 到 两 个 极限 式 ， 而 后 把 此 二 极限 式 可 
沽 ;并 注意 到 续 及 各 阶 仿 微 商 在 SS 上 的 跃 度 , 便 得 


PCH DN 


Ba dry 
邯 
下 az ap a2 
11 一 
le (2) | 3 | 0， 《6.3) 


在 8 上 so 点 倒 近 成 立 。 山 十 在 oo 邻近 | 3 | 关 0, 所 以 必 有 


Hastp) dP 62 -0， (6.4) 
二: 了 一 ORs Im 


由 ?po 在 妨 上 的 人 在意 性 知 (6.4) 式 在 & 上 成 立 , 这 就 是 弱 问 断 

面 记 潢 足 的 条 性 。 在 两 个 自 变量 的 情 涡 , (6.4) 或 与 第 一 章 定 义 的 

竹 征 方程 (1.23) 一 致 而 它 的 通 氛 分 p= 就 是 那里 定义 的 圣 征 

人 所 以 ,在 这 种 情况 下 , 馈 的 绊 间 其 线 就 是 方程 前 特征 线 , 或 省 说 

不 洛 等 征 线 产生 绚 间 晰 ， 或 参 志 解 沿 若 特征 线 有 有 奇 性 传播 。 对 多 
个 由 变量 的 / 闫 全 人 我 们 有 

定义 6.2 了 程 .5.4) 遇 做 方程 (6.1) 的 特征 方程 ; 沦 在 S 上 

{6.4) 式 处 好 成 立 , 则 你 8:op(z)=0 是 (6.1) 的 特征 曲面 ， 落 在 点 
zo 钼 的 方 困 (oay oa 0m) 满足 


a {mola = 0 (6.5Y 
出 称 该 方向 是 wo 点 处 方程 (6,1) 的 特征 方向 。 


由 于 曲面 向 的 法 向 景 是 (gq,,， Pr Few)s 于 是 通过 比较 
《6.4) 与 (6.5) 式 便 知 ， 特 征 曲 面 就 是 其 上 每 点 的 法 向 都 是 特征 方 


197 


向 的 曲 正 。 涝 常 岂 提 广 程 (6. 引 时 做 (6. 了 ) 的 特征 方程 。 下 党， 并 
和 分析 大 家 冲 芒 的 九 个 六 程 的 皇 征 晶 面 . 
.1 三 维 热传导 方程 
We= a Wes + Woy t Wsz) 
的 特征 方程 是 
of +oi+as= 0 
其 中 C00， or tay 002) 是 RR 中 单位 向 量 , 即 
ori+ait+aitai= 1, 
因此 ， 史 = 1、 所 以 ,特征 方向 为 ( 士 1, 0,0,0)， 从 而 , 热传导 方程 
的 特征 曲面 是 起 平面 #= 常 数 ， 
例 6.2 ER?* 中 调和 方程 
Av= 0 
的 特征 方程 是 
Sa = 0, 


显然 呈 = 0 = 12 7。 所 以 ， 调 和 方程 没有 实 葛 特征 方 向 ， 
以 而 没有 实 的 特征 曲面 ， 
例 5.3 二 维 波动 方程 
他 中 二 Go, + ur), 
的 特征 方程 是 
od= oC0? + 23), 
其 中 , {oo， Cy az) 是 方 辐 余弦 数组 ， 中 奏 
oi tart+o3= 1 


于 是 
s+ 
ra 
故 过 任 一 点 的 特征 方向 与 轴 夹 角 是 arctg 浅 ， 转 征 方向 是 


了 上 98 


COSe sind a 7), 
vw T 十 62 二 ww 1+a: 
其 中 , 2 是 参数 。 由 此 可 知 , 波动 方 各 在 任 一 点 者 无 穷 多 个 等 征 方 
河 。 对 国定 的 如 值 , 作 过 点 (oo 加 yt) 及 以 此 点 的 等 征 方 回 为 法 线 
方 铀 的 半 醒 
att—to) + (mp— Ro CoO + Cy — yn)SINnO = 0, (6.6) 
当 8 过 动 时 就 得 到 一 平 机 徐 。 对 (6.6) 式 关于 召 求 导 得 
— (we— wo sind + {yy — Yo)cost = 0, 
将 中 式 与 (6.6) 联 立 消 去 8, 俩 得 平面 簇 (86.6) 和 的 包 络 面 
(mw— to) ty yo = ott ~io)’, 
易 知 它 识 是 过 掺 {wo 加 加 ?的 特征 贞 面 5 证明 留 作 习 题 )， 它 就 是 
第 莹 章 中 旗 到 的 特征 铁 面 。 
现在 大 家 总 会 明 站 本 节 开 头 说 的 语 ， 即 落 把 初始 数据 蹇 给 定 
在 一 条 特征 级 { 面 ) 上 , 则 Cauchy 问题 一 般 没 有 解 .因为 , 据 46.3) 
与 (8.4) 式 知 , 庄 特征 钱 ( 桓 )8 上 给 定 的 ws 及 共 所 有 一 阶 偏 微 高 的 
值 不 能 唯一 确定 其 上 蔬 有 有 二 答 偏 微 商 的 值 。 下 面 以 两 个 驻 变 量 的 
一 般 所 族人 性 二 阶 亨 程 汶 例 具 你 说 盟 。 设 
ass + obsy + CHWyy = ds ‘6B.7) 
其 中 ,as8,6 和 8 依 束 于 wg 人 Ws 和 xy Cauchy 问题 的 一 般 提 
法 是 : 求 蚌 数 wko，%#)》， 使 满足 方 程 , 并 在 zy 平面 上 一 条 光 汪 了 则 线 
访 上 取 给 定 的 (相符 ? 值 
VG= RE), r= PS) Uy= bs), .6.8) 
让 5 的 参数 方程 是 
T= 8), Y= ys), wls) 5 y'(5) 不 同时 淄 罕 。 
等 价 地 ,也 可 用 条 件 


W's) + ms) 
Eg Fy) 
代 党 条 件 (6.8)( 请 读者 自己 验证 }。(5.9) 中 第 二 个 等 式 左边 即 是 
4 负 六 的 法 铅 征 高 。 洛 坦 线 8 对 % 求 全 微 商 得 


= hs), 一 六 = 和 (3)， (6.9) 
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hesj= mr)w (Cs) + tes Cs), 
这 就 是 初始 数据 位 满足 的 相 答 条 件 。 洛 ws ts 分 别 证 六 求全 慨 
商 ， 同 样 可 得 


于 古 , 在 侧线 点 上 应 有 


Ge 于 2PUy +t euyy= 
Le 十 区 Way = OP! 
多 rr 十 一 
此 即 &4 的 二 阶 微 丙 在 S 上 应 满足 的 相 窑 条件。 但 若 系 数 行 询 式 
A 人 人 =ay -2br'y +og' := 0, (6.10) 
则 Y 的 二 阶 俩 微 商 一 般 没 有 和 解 ， 从 而 Cauchy 问题 (6.7),，(6.8) 
没有 解 。(6.10) 式 即 为 
ady* — 2bdzdy + ced? = 0., 
将 它 的 通 积 分 gt4,y) = 代入 得 
aps + 2bppy + cp?= 0。 
它 就 是 (6.7) 的 特征 方程 ,也 是 S :w=sw(5), yy(s) 满 足 的 方程 ， 
即 8S 是 特征 曲线 。 所 以 ,要 想 使 Cauchy 问题 有 解 ， 那 么 Cauchy 
数据 不 可 都 给 在 一 条 特征 线 上 ,回忆 在 第 三 总 中 波动 方程 的 


Cauchy 问题 , 初始 数据 方 两 个 , 即 # 和 -5 在 直线 t= 0 上 的 值 ， 


这 里 ,t= 0 不 是 波动 方程 的 特征 面 。 因 为 1=0 是 热传导 方程 委 特 
征 线 ( 面 ), 所 以 在 第 四 章 讨 论 热 传导 方程 出 Cauchy 问题 时 , 只 在 
t= 上 给 出 了 末 惹 函数 的 值 ,而 不 能 王府 加 上 站 知 还 数 在 t=0 时 
的 法 向 微 商 的 值 ， 否 则 ,如 上 所 论 , 解 一 般 志 存 天 。 

对 一 般 的 知 阶 线性 偏 微分 方程 的 Cauzhy 问题 。 江 上 娄 而 wo) 
= 0 不 万 特征 证 面 且 Po(e) 关 0， 则 可 以 在 oo)= 0 上 给 出 和 个 
下 相 独 立 的 Cauchy 数据 ， 即 未 知 画 数 色 及 其 家 独 吉 -1 了 的 潜 
河 币 商 值 。 关 于 这 方面 的 知识 ， 有 兴趣 前 恋 者 可 参考 任何 一 术 
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储 微 务 方 改 的 专著， 在 此 不 再 装 述 ， 


$2 方程 组 的 特征 理论 
考 堪 两 个 自 变 量 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


Owe + gy + Sprigss 上 et 人 = 1 2， ‘sy (6.11) 
dt = 上 dm jl - 


其 中 ,a ， 0'’， 6 都 是 区 域 £2 中 (wt 的 充分 光 清 的 函数 ， 洲 引 入 
2 维 殉 癌 量 


和 mxm 紫 阵 4=(a2)， 五 = 《857)， 则 (6.11) 可 写 为 向 量 方 程 形 
忒 
U+AU, BU +O=0. CG,11Y: 

由 6.1 了 段 的 讨论 ， 大 家 己 看 到 笠 征 线 ( 面 } 在 研究 单个 方程 中 
的 重要 性 ， 而 特征 线 ( 面 ) 与 方程 的 世间 断 解 音 密 切 的 关系 。 记 
以 ,我 们 将 试 着 从 定义 方程 组 (6.11)? 或 466.11)7 的 弱 间 断 解 出 发 展 
开本 节 的 内 容 ; 讨 论 方程 组 (6.11) 的 特征 理论 。 
2.1 卉 间断 解 与 特征 线 

定义 6.3 设 有 光滑 曲线 

,r=20t=t0 mo Bw (to) +i sto) 0 (6.12> 
它 把 区 域 Q 分 为 区 域 QQ 与 Rs。 若 函数 了 末 在 Di 与 2; 上 满足 方程 ， 
在 工 邻近 连续 ,但 可 的 一 阶 偏 微 商 越过 工时 外 姓 有 第 一 类 间断， 
呵 称 二 古 忆 的 细 间 断 线 , U 叫 做 方程 组 46.11)( 或 (6.11)7) 的 能 
间 断 解 ， 

我 们 仍 用 堂 蔷 [ 有 表示 画 数 在 荆 上 的 路 上 度 ,于 是 ,对 器 间断 
解 恕 有 [LO]= 0, [Ds1 与 [0.] 不 间 时 为 零 。 因 口 在 Qi 与 0; 中 
潢 足 廊 程 (6.11)' 靶 在 帮 上 成 阐 关 系 式 


£0 


4 ]+TIEC = 0, (6.13) 
另外 ,者 记 了 在 Qa 内 为 Da 在 9 内 为 Usy 则 路 度 [如 J 可 凑 为 
[UI=U(w{to) ,tt(o) ~ U(r(o)s ta) ), 
于 是 沿 工 有 
dU, _ aU, 


1 [5]= Dm [ei 
= [Us'(o} + CU, (0), 
意 到 涪 荆 有 [DOJ=0, 便 得 
[LUC(o) CU)=0 cB.14) 
联 立 人 6.13) 与 (6.14)。 这 是 一 个 关于 [DC。 ] 与 可 [LO 的 线性 齐 次 
方程 组 ， 因 为 [0s] 与 CU,J 不 同时 为 堆 ， 由 线性 代数 方程 组 前 可 解 
性 定理 知 , 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
| 2 
wm #'I 


DF) 十 -2)| t'Co) 
I 


d 3 


|= lat'(o) 一 Sa] = 0, 
也 即 
[a -jz 至 |- 0， (6.15) 


其 中 ,了 是 和 mxX 和 单位 阵 。 于 是 得 到 
.定理 6,1 若 由 (6.12) 表示 的 昌 钱 六 是 方程 组 (6.11) (或 
(46,11) 站 的 和解 的 弱 间 断 级 , 则 洛 古 成 立 (6.153 式 ， 


(6. 15) 是 一 个 关于 转 的 吕 次 多 项 式 。 车 记 4 的 mw 个 (包括 


重 数 }? 特 征 值 是 用 二) hz {os ft) hm (tst)s 则 当 卫 蚌 弱 间 浙 
线 时 , 由 (6.15) 知 
ht), 6= 1, 2 obs 
至 少 对 基 个 人 导 ! 虑 立 。 

定义 58.4 称 方程 (6,15) 是 方程 组 (6.11) 的 圣 征 方 程 ， 满足 
(6.15) 的 方向 全 hwy 办 6=1， 2 9949 国 和 做 方程 组 人 6.11) 的 


特征 方向 : 处 处 与 特征 方向 相 切 的 频 线 叫做 (6， 11 的 等 征 曲线 。 
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于 是 ;方程 组 (6,11)( 或 (6.11) 站 的 解 询 弱 间 断 只 可 能 沿 着 特 
征 级 发 生 。 类 羽 于 方程 的 情形 ， 对 方程 组 (6.11) 也 术 它 的 特征 的 
定义 6.5 车 方 程 组 (6.11) 在 各 内 一 点 的 转 征 方向 { 即 和 4 的 
特征 值 ) 都 是 尖 的 , 则 称 方程 组 (6.11) 在 该 点 是 双 虹 型 方程 组 ， 若 
它 在 口内 每 点 都 是 双 由 还 的 ,就 称 它 在 8 中 是 双 巾 型 方 组 程 ; 进 
而 车 特 征 方 铅 (< 即 4 的 个 特征 租 ) 开 异 , 刚 称 (6.11) 是 狭义 双 曲 
型 的 :者 (6.15) 在 只 内 一 点 或 名 内 没有 实 的 特征 方向 ， 则 称 它 在 
该 太 或 内 是 稀 回 型 方程 组 ， 
例 6.4 洪 查 Cauchy-Ricmann 方程 组 
TWD 二 人 
vs + y= 0, (6.16) 


根据 (6. 157 的 形式 ,可 导出 它 的 特征 方程 是 


dr | 
Td TY | ,gs 
1 dr (a) iT 0 
dt 
即 
dv _ ,|, 
df 


所 以 (686,156) 没有 实 的 特征 方 问 ; 它 是 椭圆 型 方程 组 ， 
例 6.5 在 静止 气体 中 , 若 声 波 速度 为 v， 气体 窜 度 为 pt 它们 
都 是 za 和 上 的 函数 ), 则 减 立 下 面 的 声波 方程 组 
2 了 9 = 站 
Do (6.17) 
pit povs = 0, 


其 中 ,co 与 po 都 是 正 的 常数 。 它 的 特征 方程 是 
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解 得 4 = 士 co， 即 方程 组 (6.17) 在 每 一 点 都 有 两 个 互 异 的 实 特征 


方 条 ， 所 以 它 是 狭义 双 曲 型 六 程 组 ， 其 特征 线 方 程 是 4 土 cof= 常 
数 ， 牙 过 区 域 中 每 一 点 右 两 条 不 同 的 特征 线 。 


2.2 狭义 双 曲 型 方程 组 的 标准 型 


在 方程 组 (6.,11) 中 ,车 a*= 和 5 即 在 (6.11): 中 和 抵 阵 为 实 对 
第 阵 


Ut AU, + BU+O=0. (6.18)7 


我 们 区 (6.18) (或 (6.183)!) 芋 芍 内 观 册 型 方程 组 的 标准 型 。 它 的 
等 点 是 组 中 每 个 方程 的 主 部 只 售 一 个 未 知 乓 数 ， 这 给 理论 探讨 和 
计算 都 带 来 方便 ， 人 们 白 然 希 但 把 狂 义 双 出 型 方程 组 化 成 它 的 标 
锥 型 。 具 体 办 法 如 下 。 

记 (6.11)! 中 有 4 的 mm 个 相 异 实 特征 根 为 和 (wg,t), j= 1], 2, »»: 
m。 小 妨 设 


Mt) hm (gt), (DB.19) 
记 
fh 0 ， 
4=(。 ) (6.19) 
而 4 二 和 多， 是 对 应 于 的 特征 向 量 , 嗓 向 最 方程 
A A=h, A, 


芍 解 、 用 A = ly 2 "sy "hs 组 点 机 阵 了 
204 


MT 人 日 吾 量 和 50 


1 
T= 外 KP 本 
KD KD 


昂 知 是 满 秩 的 。 用 全 左 莱 (8.11)' 式 得 
TU TATITU,. +TBU+TO= 0, 
其 
TU,+ ATU, + TBU +TO= 10, 
于 起 可 和 赴 一 步 从 为 
《人 二 《一 
令 7TU= 六 因 允 满 秩 , 故 有 了 = 大, 均 伐 入 上 式 , 得 
Vt A +o +E=0, (6 .20) 
其 中 ， 万 = TBTY PDT AT R= TO 
方程 (6.20) 就 是 (6.71)! 的 标准 济 ， 若 拒 它 写成 方程 组 


Ei Oor .+ zf 十 6 一 = 2， 四 站 全 严 
3 th EE > Dite =0, = 《6.30) 


的 形式 . 讶 得 到 56.11) 的 标准 弄 。 
例 6.6 对 例 6.5 中 的 方程 组 , 已 求 得 特征 方向 是 ce 和 -en 
《 即 系 妆 第 阵 的 两 个 特征 值 )， 对 应 的 持 征 向 量 分 别 直 《poy oo) 和 


(pos 一 6) 二 十 
T= Po °) 
Po 一 的 


(2 


恒 可 将 全 6.5 中 方程 组 化 为 标准 型 


口 21 dn 

十 1 = 
Ot ”By 9， 
dv 一 日 tj 一 
OF ?ay " 
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由 上 式 可 知 , 沿 转 征 线 w +feot= 常数 和 za- 一 oud= 常数 ， 分 别 有 
Se -0 和 -ds =- 0。 于 是 , 消 郑 泪 应 的 特征 线 ,zx 与 m 基带 数 。 
亡 
测 召 ， 说 史 直 i 二 e 六 

valeat) = fi ey = fim toot), 
其 中 oCw;0) = 了 lg》。 对 名 可 进行 同样 的 分 析 。 故 党 已 知 4 和 
Pp 在 4=0 时 的 全, 利用 标准 型 就 较 容易 地 来 得 例 6.5 的 外 


$3 训 则 型 方程 组 的 Cauchy 问题 


首先 指出 ,并 韭 对 一 切 业 型 的 方程 组 痢 可 以 提 Cauchy 问题 ， 
有 疯子 吉明 ， 当 特征 方程 (6.15) 有 复 根 时 , 方程 组 (6.11) 的 
Cauchy 问题 的 解 是 不 徐 定 的 。 所 以 我 们 仅 限 于 讨论 双 曲 虱 方 程 
组 的 Cauchy 问题 。 主 要 为 了 疝 明 处 理 这 类 间 题 的 的 思想 和 方 
法 ， 同时 也 为 书写 入 便 , 我们 在 这 里 仅 讨 论 两 个 自 变 量 的 对 前 型 方 
程 组 前 Cauchy 问题 。 


3.1 解 的 存在 性 与 叭 一 性 
考 红 对 角 型 方程 组 的 Cauchy 问题 
2 ht) 2 Be = ow, fw (ot) 
十 国人 (py 站 (6.21) 
Tm ) 一 i )s 吕 一 上 2. 人 必 仁 及。 
= (oi) 是 3 X 4 证 全 旗 ， 并 设 (6.19) 上 成 立 , 人 4 (619) 所 A 
C0 a 
V+AF,=0FV +d, ER, 1>0, 
| (86.21)° 
Vtg 0) = g(r), 多 亡 刁 ， 
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解 一 阶 常 微分 方程 的 终 值 问题 
(8 = fs we 三 0, =1y 2 mii iT 


便 得 过 点 (了 了, 卫 ) 的 杀 后 的 第 条 特征 级 yw=olt)。 沿 Yi 对 # 
求全 微 商 , 并 用 (6.21) 式 ,得 


di, -ap | dy do -Bo .a 
dt OF + dm df Bt +h 


= oulwst) ov, 4) tidmt = (6,22) 
上 式 中 cop 和 Gi 中 的 w=a(f)。(6.22) 式 沿 字 1 求 积分 
(RST) = ge 0 ,T+ 把 ouroy 十 本 jd 
C=1,2, ny (6.23) 
其 中 ,cws wy 各 中 自 挛 量 (zy 引 = (ai 三 厂 ), 4) 记号 ot 
式 ?ZOpjoskts 用 以 表示 ?7 终点 是 (五, 人)。 用 向 量 记号 把 (6.23) 
等 成 
V=W+.¥Fr, CB,.28)" 
其 中 ,是 以 2 《名 一 了 … 和 9 为 元 素 的 2 维 列 癌 量 ,而 
w= WE TD) = go (0 XT) + | dats HP), td 
-= 1 Ds (6.24) 
FV = (Fs Ja FV) 
多 是 由 下 式 定 义 的 线性 算 子 ， 
CR 
2=1， 2 0 «BB.25) 
易 知 , (8.21)( 或 (6.21)') 的 解 必 是 (6.23) 《或 (6.23) 四 的 解 ， 反 
之 ， 者 (5,23) (或 (6.23)') 的 解 属于 oa 类 ， 则 必 是 《6.21)( 或 
16.21) 的 解 。 扩 只, 要 证 Cauchy 问题 (6.21) 或 (6.21) 的 解 在 
在 唯一 ,只 须 证 问题 (6.23) 或 (6.23)' 存在 唯一 的 on 类 解 即 可 。 
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为 此 , 记 点 集 吕 为 


中 = {wt 0 ls | <0)}, (6.26) 
并 设 was goesr( 和 = 1 2 0) 及 其 一 阶 微 商 在 怠 荆 连续 且 
一 致 有 界 。 引 入 加 量 空间 
= {Vws) | 及 ,在 中 上 连续 旦 一致 有 界 }， 
下定 其 入 数 
IF HN*=maxt{tlF IF 


其 中 ， 
| 六 1 = sup Ivetwst) |), IV! = sup 上 (ao |. (6.27) 
i Is | 0 


显然 ，Cf 是 Banach 空间 。 
取 玉 = glayi0; 证 :全 ), 作 03 中 序列 {VY 如 下 ， 
PV TED, n=1, 2 .ys ‘5.28) 
其 中 ,也 是 由 下 式 定 父 的 Ct 到 和 白 身 的 由 像 ， 
Tp=W+ Yo YPEOY. 
我 们 要 证 了 是 压 缩 肌 像 。 因为 对 pywECt 有 了 -T= .Yo 一 
2 加 所 这 ,只 须 证 是 压 弟 鼎 像 即 可 。 由 .9 的 定义 式 (6.25) 知 ， 
多 是 0 到 本 壬 的 线性 映像 。 另 和 让 ,对 的 范 数 ;有 估计 
1= Sup | ZV 1 *= max { FV HPT ,|} 


7 SUD [out wm, £2| 
jl wit 


[Li 


FT sup lews(w,t)) sup le, (bs, PY) 


do {r,s 


+ Pe Supl op,t) | ,Sup, loz ty TZ TY | 


= (6.29) 
其 中 ， 
日 
Oriyzr = a， Car 和 
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由 对 各 已 知 函 数 所 设 知 gr<co。 取 正 数 =m 足 够 小 ， 使 
aoc = 9 之 1 于是, 当 旭 的 定义 式 (6,26) 中 的 7s 取 作 zo 时 ,YY 便 征 
如 # 中 的 压缩 映像 ;从 而 ,PP 也 基 压 缩 映像 。 由 压缩 映像 原理 知 ,不 
在 唯一 的 不 动 点 EO 使 得 下 了 = 下 ， 即 下 = 琴 +o。 这 就 证 
明了 (6.23》7 存在 唯一 和 解 了 ECcy， 对 此 解 P 由 (6.23) 得 

和 一 急 上 下 且 ) 

+ | 六 elastty Tt) onlts TN, 6.30) - 
其 中 ， OTo, 沁 所 设 ， dy Gat 关于 中 7 连续 可 向 say 关于 兄 
连续 可 向， 于 是 由 《6. 30) 俩 得 到 连续 的 32-， 从 而 -3 存在 上 且 连 
续 。 综 上 记述 ， 我 们 得 到 

定理 6.2 洁 在 Cauchy 问题 (6.21)' 中 ， Aw 起 CCw, t)， 
00 有 和 8 在 0<tiSr |w| 之 co 上 光滑 且 一 致 有 界 ， 则 存在 常 
数 mn0， 使 Cauchy 问题 (6.21)'， 也 即 (6.21)， 在 集合 介 = 
{v0 0 所 tTo，|g| 研 0} 上 存在 唯一 的 类 解 Flw, f= 


{Vit ty otmy ty), mnt, 


3.2 解 的 稳定 性 


长 对 应 于 初始 条 件 的 to) 与 992) 的 Cauchy 问题 (6.21)! 
的 C 类 解 分 别 是 玉 9 与 六 加， 于 是 由 (6.23)! 知 
VA=WD+r SPD, j= 1,9, {6.31) 
其 中 开路 的 元 素 赴 (6.34) 寂 确定 ， 只 是 那里 的 ww 与 w 分 别 以 
ww = 由 (C6.31) 得 
VV eg rgo Hj*+ | PY pS) 中 
<lgv?-g® 用 十 了 用人 一 让 *， 
所 以 ， 
CID VO- jig mg |*。 
于 是 ， 对 任 党 给 定 的 正 数 sz， 当 og |*<s 时， 就 有 
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几 六 一 玉生 <ey 从 而 得 到 

定理 6,3 Cauchy 问题 (6.,21)' 的 解 在 函数 空间 CT 范 数 下 
对 初始 数据 是 稳定 的 , 即 对 Cauchy 问题 (6.21)， 当 Wikite) 
(= 1 2 3592) 的 绝对 但 都 变化 往 小 时 ， 解 Cey 站 (= 1 2 > 
m0) 及 其 对 zg 的 偏 微 商 的 绝对 和 和 都 变化 微小 。 

附注 由 该 定理 移 结 论 及 定理 8.2 其 于 问题 中 已 知 画 数 的 候 
设 ， 通 过 (6.30) 式 可 以 发 现 这 时 解 允 上 的 和 仿 微 商 的 绝对 值 也 变化 
微小 5 证 朋 留 作 习 题 )。 
3.3 依 疗 区 城 . 决 定 区 域 和 影响 区域 

我 们 已 经 知道 。 afrz ay 人 =] 2 3 是 讨 点 (pt 的 
(6.21) 的 第 5 条 特征 线 。 若 入 过 为 过 …<h%， 风 过 点 Plw, 让 的 特 


征 线 i 与 可 图 6.3 所 示 , 共 中 ,4， 吾 两 点 的 堂 标 是 .Cecm 站 $y 
#500) 39Beamt0smst)s0)。 由 (6,23) 式 知 


区 ”6.3 
wmst) = 000 £)) 


十 | (Sewe CTiv rv (Tim tt) 


+do (risy, ¢)， z) )ds, 多 二 1], Dy oN, 


6.32) 
此 式 这 是 在 用 压缩 映像 原理 证 明 解 的 存在 唯一 性 时 迭代 过 程 所 用 


了 


的 式 子 , 其 中 alt0 和 站 才 = 12 9005 位 于 区 间 [4, 了 3] 上 , 行 再 注 ， 
训 到 我 们 管 取 迭代 过 程 的 初 值 六 ”=8(ae(03o5t)) 恒 知 扎 己 (zy 有 
的 浅 2 值 以 及 域 G 中 任 一 点 的 者 信和 只 与 初 信 gti = 1 2 
my) 在 CA, BI 上 的 值 有 关 ; 而 与 CL4;BJ 区 间 外 的 初 值 无 关 。 另外 ,从 
46.32) 式 亦 可 发 现 (oo 罗 (= 29 呈 5T4) 的 值 也 依 辊 于 ws61 及 
dg; 三 闭 域 (5 上 的 值 ， 帮 我 们 称 台 是 点 Pioy 引 的 依赖 区 环 ， 于 
是 ,六 不 玲 理 解 涩 [4, Bl 上 初始 数据 GE= 1 2 99%) 政变 时 仅 
影响 由 [4，,Bj 及 过 4 所 的 特征 线 政 与 过 吾 点 的 特征 线 如 所 轩 成 
的 开 喇 区域 G: 中 解 的 值 ( 图 5.4)， 我 们 称 多 是 区 间 [4, 本 的 影 
昨 区 域 。 反 过 来 看 ， 在 由 CA4; B] 和 过 4 点 前 特征 钱 加 以 及 过 了 
尽 的 特征 线 五 围 成 的 区 域 全 中 (图 6.5)， 和 任 一 点 解 的 值 完 全 下 
[4，BJ 上 的 韦 值 唯一 决定 ， 故 称 如 是 区 间 Ld， 丽 的 决定 区 


图 6.4 图 6.5 

这 些 概念 ， 如 同 在 讨论 波动 方程 时 引入 的 同名 概念 一 样 ， 在 

用 能 晤 法 研究 解 的 唯一 性 和 稳定 性 时 起 很 重要 的 作用 ， 限 于 篇 幅 
驶 不 进一步 介绍 了 。 


习 是 


1。 若 十 线 六 分 区 域 为 各 和 9s 两 部 分 (图 6.1), 尚 教 L(w;y) 
正品 和 站, 上 分 别 二 次 连续 可 和 乡 ， 生 满足 调和 方程 八 刀 = 0, 双 如 在 
人 0 和 [Bs 有 直至 y 的 一 阶 连 续 徽 商 。 谍 证 明 ， 郧 数 tey 们 在 y 上 


2 了 了 


也 具有 二 所 和 连续 导数 , 且 满 足 方程 和 4=0。 
3。 求 下 列 方 程 的 特征 方程 和 特 拼 方向 
CTY Wy zi Ws = pga tT Mie 
CO) Wer = Mog Wrst sn 
C3) HW, = Mp 
3。 证 明 经 过 可 谱 坐 标 灾 撞 w== fC gw 2 二 1]s2s 
NNW， 虞 程 的 罕 枉 项 面 这 为 这 提 后 的 新 方程 的 特征 曲面 。 此 性 上 质 
称 为 特征 曲面 基于 可 村 誉 标 谈 摘 的 不 变性 。 
生 ， 证 明 二 阶 仿 微分 方程 解 的 号 所 如 间 断 《 即 直至 喇 一 王 阶 
人 沿 特 杠 曲 面 发 生 。 
5。 对 mm 阶 线性 偏 和 分 方程 
了 qa Wu fr), ER’, 


其 中 ， 是 第 ;四 刘 §81 中 定义 的 多 重 措 标 ， 试 定义 它 的 特 枉 方程 、 
和 狩 征 方向 及 特征 明 面 。 
6。 证明 平 面 著 (6.6) 的 自 络 面 是 二 维 波动 方程 的 特征 曲面 ， 
7. 求 三 维 波 动 方程 是 settWerT+tdy 二 Wi) 的 等 丁 曲 
面 。 
- 角 (6.7) 是 线性 方程 ( 即 系 娄 zByc 和 右 庙 项 仅 是 wy 的 
二 系数 在 开 集 局 中 连续 ,证 7:= 员 (的 是 日 中 一 段 惑 ， 它 把 
个 分 为 两 个 不 相交 的 开 集 出 与 Ce。 落 Wayit) 是 (6.7) 的 在 ?上 
间断 的 弱 间 断 解 ， 试 证 明 ， 
《1) 在 上 人 旭 的 二 阶 偏 航 商 的 跃 讼 满足 
[ire + [uy d= 0, [Yo]g 十 [ws 一 0。 
《2) 若 4 在 和 加 s* 有 直到 ?y 的 三 阶 连 续 坊 徽 商 ， 并 记 
六 = [zs 刚 若 系数 光滑 必 必 满足 
240— cp OW + as- 20.9' top — cop") 一 个 。 
89. 求 下 列 一 阶 方程 的 特征 线 及 沿 特 征 线 应 成 主 的 关系 直 
(1) wt atwmst us rt myt)u + om ty = 0 
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(2) 和 十 本 5 人 06 +t lms ty HW = 0, 
10， 求 下 列 一 阶 方程 的 Cauchy 问题 ， 
(1) ut w= 0 | 下 | 二 cog to Ww 0) = Pip), 
《2》 wT = w|i 和 co fo0, uw 0) = pv), 
11， 判 断 方 程 组 


a = alws 1) bw,t) es + fitmst), 
a = by,t) Pe aa 有 -as + f(st), 
昌河 种 类 型 。 


12， 把 下 列 方程 组 化 为 入 准 型 ， 


(1) {Sn a0 to 0 
加 十 吐 三 科 ， 
(9) 人 = 
De = 4 wD dd 
1J3， 证 明 方 程 组 (6.11) 在 未 知 函 数 任 何 实 系数 的 可 递 线性 变 
换 下 特 手 方向 (从 而 特 皇 线 ) 不 变 。 国 此 ， (6.11) 的 大 型 不 变 。 
14. 证 明 方 程 组 56.11) 在 每 一 点 的 特 王 方向 经 过 自 变 量 的 可 
过 党 标 变 接 语 就 变 成 变换 后方 程 组 在 对 应 点 的 特 扯 方 向 【或 特 古 
产 线 )， 即 对 可 檬 坐标 变 阐 具有 不 变性 
15， 证 明 方 程 弓 (6.11) 的 类 轿 方 程 组 


vw _ (Blue) 
dF 四 
和 三 丰 加 (11) 育 相 网 的 特征 方向 (特征 内 线 )， 关 此 属于 同一 
类 型， 
16。 证 明 对 于 两 个 未 知 轴 数 (两 个 自 变 量 和 和 上 革 的 通 数 ) 的 任 
一 线性 精 国 型 方程 级 ， 剖 可 以 通 这 末 知 总 数 的 实 夭 教 的 注 牧 变 扩 
化 为 下 男 交 标准 型 


+ Sb, 十 人 = 人 OD, = 了 29 


#13 


Oo ~ 地 "0 +f, 
or =b(w fo. + fo 


其 D0 与 fo 是 未 知 晤 数 的 线性 注 数 。， 
。， -正明 宝 理 6.3 语 面 轨 附注 。 
18. - 没 oCmsf) (ty2 0 94) 是 问题 (6.21) 在 加 域 口 中 
的 解 ， 老生 
Yo = ax [gw)|l, oo= nax Slewto, 


给 B21 t= 1, 名 


d(T) = max, ‘drewst)| 。 
FF 1, ,om 
其 中 , 保 是 由 区 间 (.d,B),， 过 点 的 特征 线 杞 ,这 加 点 的 特 枉 线 
及 直线 i= 全 所 轩 成 的 区 域 。 则 在 可 中 成 主 Haar 估计 式 


上 
[oAmt) | oc + | drer ends, C= 1y29 "ry My 


试 证 明之 。 进 而 用 此 估计 式 证 明 Cauchy 问题 6.21) 解 的 唯一 性 
和 对 初始 数据 的 和 党性。 
19。 考虑 两 个 自 变 重 的 线性 方程 组 
{9 
Dw = 0 

著 oty20s 在 直线 中 =0 外 处 处 二 阶 连续 可 向 ,在 直线 由 =0 .上 
具有 第 一 类 间断 ,证 明 对 此 类 具 青 间断 系数 的 线性 方程 组 ;如 果 初 
嫉 表 数 有 连续 的 一 阶 微 方 ， 当 直线 wm=0 窜 过 区 成 安 时 ， 其 
Cauchy 问题 刀 和 存在 唯一 的 连续 解 ， 此 解 在 直线 z=0 上 可 能 是 有 
器 而 六 多 天 0 时 处 处 连续 可 机， 

， 验 证 在 (6,26) 所 示 区 域 品 中 ;问题 (6,31) 的 解 必 满 足 : 
(86. 23)) 反之 基 织 分 方 本 二 C6。 23) 的 解 在 人 上 连续 上 且 在 让 自贡 
于 OOTY 类, 则 必 有 是 (6.21) 的 解 。 

二 了 二 


第 七 章 Cauchy-Kowajleski 定 理 


本 章 介 绍 偏 微分 方程 理论 中 一 个 经 典 但 又 十 分 重要 的 定理 ， 
由 Cauchy-Kowaleski 定理 ， 以 后 简称 C-K 定理。 它 指 出 任 
意 界 C-K 型 方程 组 的 Cauchy 问题 存在 唯一 的 局 部 解 檀 解 , 只 须 
骤 先 息 设 出 现在 方程 组 中 的 已 知 范 数 和 给 定 在 非 待 征 解析 班 面 上 . 
的 切 如 函数 ( 即 Cauchy 数据 ?关于 各 自 的 和 变量 是 局 部 解析 的 。 


81 预备 知识 


1.1 4- 及 于 组 
(auacEy- 玉 0Owaieskji 屠 方程 组 ， 简称 C-K 型 组 ， 是 指 形 如 
se = (vy Vs Uy Wi "eg DED' Wy 《7 了 .1) 


的 方程 组 ， 其 中 ，i， 了 = 1927 3 cx= 《cly aas 机 an) 臣 多 重 指 
标 ， 率 是非 负 整 数 ， |a] 十 着 < kins 由 二 (19 Tas 1, 2 是 
印 维 目 变 量 ， 记 号 


. a* _ Be 
了 | 一 Dts 和 了 一 ogg gmsn。 
这 类 方程 组 的 特点 是 ， 


1D) 方程 的 个 数 与 未 知 男 数 的 个 数 相 同 ， 都 星 克 从， 

ii) 自 变 荀 1 有 特殊 地 位 ， 在 第 3 (6= TI，2， … 个 方程 中 
二 的 最 高 阶 徽 商 的 阶 数 就 是 该 方程 的 阶 ， 且 对 该 微 商 是 解 出 
例 6.4 中 的 Cauchy~Riemann 方程 组 和 人 情 6.5 中 的 声 波 方 
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程 组 都 扁 于 此 种 瞻 型 ， 第 三 章 讨论 的 波动 方程 就 是 此 种 方程 组 的 
震 例 ， 而 第 四 音 讨 论 的 热 蕊 导 方 程 不 属于 此 种 类 型 。 
对 方程 组 (7.1); 可 提 Cauchy 问题 : 


Bmt et 


一 
Ot (7.2) 
5 = (00 

对 问题 (7.2)， 我 们 有 

定理 7.1(C-K 定理 ) 车 F, 在 点 {tos Tos DPCoo) pm) 
人 的 某 邻 域内 解析 ， pals) ;= 
zo 的 邻 域内 解析 ， 则 Cauchy 问题 (7.2) 在 点 fitoy to) 的 某 一 领 
域内 存在 唯一 的 解析 解 。 

附注 着 Cauchy 数据 给 在 特征 面 上 ， 这 个 定理 就 不 能 成 
立 。 因 为 C- 下 现 组 对 # 的 最 这 阶 御 高 是 解 出 的 ,所 以 超 平 面 + = 如 
就 不 是 符 征 面 ， 这 与 前 一 章 讲 的 特征 理论 并 不 巴 十 。 另 处 ， 营 
Cauchy 激 据 给 定 在 一 非特 征 解 析 超 曲面 wg(f,%) =0 上 ， 则 对 项 
面 p=0 上 任 一 点 ， 存 在 可 道 的 解析 变换 把 该 点 的 一 个 邻 域 恋 换 
到 超 平面 1=t。 上 茶点 的 一 个 邻 域 。 所 以 ，Cauchy 问题 (7.2) 的 
所 法 具有 代表 性 ，。 


1.2 Cauchy 问题 的 化 简 


我 们 要 把 高 阶 非 线性 C~-K 组 的 Cauchy 问 题 (7.2}) 简 化 为 一 个 
与 它 等 价 的 一 阶 氢 线 性 C-K 组 的 Cauchy 问题 ， 于 是 在 证 明 C-K 
定 环 时 ,只 钞 对 后 一 个 问题 进行 证 明 即 可 ,这 将 使 证 明 大 大 简化 。 

衣 先 ， 把 凋 阶 非 线 人 性 CC- 及 组 Cauchy 问题 化 为 一 个 与 其 等 
从 的 一 阶 非 线性 C- 玫 组 的 Cauchy 河 题 。 这 只 可 把 最 高 阶 向 高 
以 外 的 各 舱 微 商都 取 为 新 的 未 和 函 数 即 可 。 我 们 通过 于 例 来 说 
明 ， 

设 有 Cauchy 问题 
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人 We Ves eos Wire» (07.9) 
Wio= Pim | ,0 = ym)s 
其 中 ，a= (ws,t， 为 使 方程 降 阶 ， 令 
二 = 
于 是 47.3)? 可 号 为 
由 ,一 全， 
人 | 一 PT ys Wy Vs sD 9 7 8 


Mie 

umd) = po vg 0 = ps) wm 0 = p(n), 

居然 ， 若 妇 是 (7.3) 的 解 ， 则 必 满 是 7.3)) 反之 ， 设 站 是 
(7.3)! 的 解 ;由 《7.3)' 中 前 两 个 方程 得 


We= Fty my Us Wao Wry ty, 《7 了 ,二 ) 
再 由 (7.3)/ 后 两 个 方程 式 知 订 -( 加 一 w) = 0) 故 4 一 ww 与 二 无 关 ， 


及 当 #=0 了 时 = 好 = gm)， 所 以 ，% 二 ww。 将 此 式 代 入 (7,4)， 
便 得 (7.3) 中 方程 式 。 由 (7.3)* 中 初始 条 御 易 知 w 满足 (7.3) 中 初 
始 条 件 。 这 就 证 明了 问题 (7.3)' 与 (7.3) 是 等 价 的 。 
其 次 。 我 们 可 以 把 一 个 一 阶 非 线性 C-K 组 Cauchy 问题 化 
为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 氢 线 性 C-K 组 的 Cauchy 问题 . 方法 是 
将 所 有 对 空间 变量 的 偏 第 高 到 作 浙 的 未 知 虹 数 ， 然 后 这 些 新 的 未 
知 末 数 对 时 间 挛 量 求 偏 微 商 ， 并 利用 已 知 方程 式 即 得 。 我 们 也 用 
一 个 例子 来 说 明 ， 
设 下 和 都 是 六 个 自 变 量 的 熙 数 ， BRF= F(t, wy py dy rs 5), 
= Otytrp os 753)》 未 知 图 数 & 和 aa 是 两 个 自 变 量 刀 多 的 阔 数 ， 
考虑 Cauchy 问题 ， 
We Fltsty Wy ts ts VD )s 
oe Dod Ur) 7.5 
wo=Pe), vo = f(y). 

按 寺 面 所 说 方法 ， 可 令 p= ss T= wy 字 是 (7. 引 化 为 
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= PED ty vs 2), 
w= CFs st ds Ts 
w= Ft Fw tt Favst Fo t FT 7.6 
T= 他 十 全 pr 十 加 十 人 
名 (六 0) 一 plw)s om 0 二 pm ww 0 = pm Tv0) = pw) 
不 难 证 明 问 题 (7.5) 与 17.5) 是 等 价 的 (和 留 作 习题 ) 。 

于 是 ， 取 代 考 虑 问题 (7.2)， 我 们 只 须 考 虑 一 阶 氢 线性 C- 区 
组 的 Cauchy 问题 


| = oki wt) 5 +b'{t, wm, tt)s 


a 《7.6) 
最 | ,= 中) y= 1， 2 Chi ** "9 rp 


即 可 

要 研究 (7.6) 在 点 (tos wo) 的 邻 域内 解析 解 的 存在 性 与 唯一 
人 性。 不 妨 设 (torgo) 是 坐标 原 扎 400) 否则 上 只 加 人 攻 一 次 坐标 平移 即 
可 。 又 抽 设 所 有 22) 王 0， 否 则 , 今 04= 人 一 的 $= 12 po 
转 而 考虑 w 的 方程 组 。 另 外， 可 在 (7.6) 中 添加 一 个 新 方程 


tt 一 0， 和 一 个 新 的 牢 始 答 件 Wt [0 二 1s 其 中 ， Wwt1, 


所 以 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 (7.6) 中 的 oa 与 下 都 与 自 变 量 二 无 关 。 
至 党 ， 我 们 已 把 Cauchy 问题 简化 为 下 面 的 形式 
BU -St Ow 
-a = 之 (yD 地 》 Ba th'{rm, wy, (7.7) 
w|i = 0 SE=12s 0 Ny We= Cs eg Wy) 


于 是 ，C-K 定理 7.1 可 等 价 地 叙述 为 

定理 7 了 .1'(C-K 定理 ) 设 gh(tmyt0) 写 Bi(wy ww), d= 1, 2， 
‘N= 1 29 Wy 在 有 R"” 的 原点 的 一 邻 域 内 解析 ， 则 Cauchy 
问题 (7.7) 在 BR" 的 原点 的 邻 域内 存在 唯一 的 解析 解 w(w,t) = 
(73 TD) ss tm 

C-K 让 理 的 证 明 用 的 是 强 函 数 广 法， 即 用 一 个 明显 再 解 出 的 
问题 与 所 考点 的 问题 相 比 较 , 这 样 一 来 ,复杂 的 估计 便 可 用 简单 明 


218 


显 前 计算 来 取 慌 。 故 须 先 介绍 强 通 数 的 概念 。 


1.3 强 函 数 


定义 7.1 设 Yfz) 与 本 42) 都 在 原点 的 一 邻 域内 属于 C"， 若 
对 所 有 多 重 指 标 a 有 |p*pt0)[ 所 DeG(0)， 唱 称 E(w) 在 原点 的 
邻 域内 是 ptw) 的 强 画 数 ， 记 为 p< 多， 

例 7.T 设 n 元 函数 ptw) 在 原点 的 一 邻 域内 解析 ， 则 存在 常 
数 及 > 二 0， 对 0, 使 


Mh 
(2) = 让 一 (31 十 本 2 十 十 2 


是 we) 的 强 函 数 ， 邑 古 (o) 六 0(z)。 
事实 上 ， 由 于 9 在 原点 的 一 邻 域内 解析 ， 故 它 可 展 为 原点 的 
一 邻 域 中 上 收 雍 的 鹤 级 #. 
glo)= DD) ge 
设 它 在 点 二 (Fs Pay “sy paps pt, $= 1， 2 ‘sy 忽 对 收 敏 ， 
则 必 存 在 好 >0， 使 对 一 切 多 重 撒 标 w 有 
| L 0 p" |<M, 


财 
pre da. 《7.8》 


取 hh= min |p4|， 若 当 jl + lgs1 + “十 | zu | 一 六 时 ， 有 


5(o =— Me + + ) 


Eo alskt cr! 
于 是 
Droco) = Hlel!> Te , (7.9) 
比较 (7， 5) 与 (7.9) 现 武 知 ， JD*gt0)| 志 Dr*GB(0)， 对 尾 多 重 
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AT 


指标 成立， 故 pw) FD), 


$2 C-K 定 理 的 证 明 


先 证 叭 一 性 。 设 way 引荐 问题 (7.7) 在 五 ”” 中 原点 邻 域 内 
的 解析 解 。 于 是 ， 利 用 初始 条 性 ， 对 任意 名 重 指 标 a 可 得 
De (wyt) | oroo = 0 =132, .NN. {7.10) 
进而 ， 对 正 整 数 ， 利用 (7.7) 中 方程 得 


DDE Cw b) | sw, pco.0 = DEDre op | ez, n=0,0 


= D:Dr™| Daf d + | 


=] jl 


Ft ty 


= Dt"'Ds| > 3 + 1D) 
出 此 式 出 发 ， 对 五 用 归纳 法 ,基于 (7.10) 式 ;可 求 出 对 性 意 多 重 指 
标 a 及 正 整 数 的 (7 .11) 式 的 值 。(7.10) 与 (7.11) 两 式 中 的 各 个 
从 恰恰 是 wiz 四 在 原点 邻 域内 展开 成 收 人 证 的 宕 级 数 的 系数 ， 由 于 
展开 是 崔 一 的 , 而 展开 系数 是 由 方程 组 (7.7) 中 的 已 知 函数 及 初始 
数据 按 (7.10) 和 (7.11) 唯 一 确定 的 , 所 以 , 若 (7.7) 在 原点 附近 有 
解析 和 解 ， 则 必 唯 一 ，。 

现 证 存在 性 。 据 上 所 述 ， 我 们 已 经 利用 方程 和 初始 数据 通过 
《7.10) 利 {7. 和 深 了 辣 题 (7.7) 的 一 个 形式 办 级 数 钙 

Ww t)= DD ai DeDew tO Ow, j=129 .rs N, (7.12) 

显然 ， 看 它 在 原点 的 一 邻 域 中 收 语 , 则 必 是 问题 (7.7) 的 在 原点 的 
邻 域内 的 解析 解 。 因此， 存在 性 的 证 明 归 和 结 为 证 明和 办 级 数 (7.12) 
的 收敛 性 。 下 面 用 强 函 数 法 实现 这 一 证 明 ， 

设 存在 消 数 A485,(w, 4)， HB'(w, wy), 它 仿 分别 是 cay MH bt 的 强 


” 鸭 数 ,j= 1 2 Ny B= 1 24 于 是 我 们 就 得 到 一 个 所 畜 


间 题 (7.7) 的 强 问题 
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人 = ‘(zp, DU) G+ Bo, T)， 12 0 
£ 7.13 


U{w0) = 0 C=1,2y*: ,N. 

如 果 这 个 问题 在 RY 中 总 点 的 一 邻 域 中 存在 解析 解 Ui(s,4)， 
j= 192， :9 和 并 且 它 们 分 别 是 (7.12) 中 对 应 的 Wtw,t) 的 强 孙 
数 , 则 (7.12) 收 领 , 从 而 插 成 证 有 明 。 事 实 上, 上述 Di = 1 2s …*， 
ND 的 确 是 (7,12) 中 对 应 的 的 强国 数 。 因 为 ， 我 们 完全 可 以 
仿照 (7.10) 和 (7.11)》 的 过 程 计 算 DIU (ws 有 和 DIDSU (gyi) 在 
R" 中 原点 的 信 ， 用 以 构造 (7 .13) 的 形式 界 级 数 解 。 由 (7.13) 局 
部 解 术 解 的 唯一 任 和 U,, = 1s29 "WN, 是 这 样 的 解析 和 解 ， 于 是 形 
式 淹 级 数 解 就 是 此 解析 和 解 U,。 进 一 步 的 分 析 发 现 ，{7.11) 中 庄 
值 都 是 出 ss， 和 初始 值 的 个 阶 徽 商 在 原 扣 的 得 相 溢 相 加 而 得 
到 的 ， 再 注意 到 45.，B' 分 别 是 ai 和 i 的 强 函 数 便 知 ， 在 RE" 
中 原点 处 不 等 式 

| Dea, | :EDU | DEDew, | DIDEU,, d=1,2, "NN, 

对 任意 守重 指标 位 和 任意 非 儿 整数 上 成 立 。 所 以 ， Us = ly dy ury 
;是 好 的 强项 数 ， 

于 是 ， 镁 下 的 事情 只是 证 明 (7.137 的 上 述 解析 解 可 ,,E = 1,2， 
"sy 太 ,的 存在 性 。 由 于 44 和 B' 的 选取 具有 较 大 的 随意 性 ,这 就 
给 证 明 带 来 方便 ， 国 为 oh 和 天 在 原点 的 邻 城 中 和 解析， 由 例 了 .1 
结存 在 常数 加 >0; 开 >>0 使 函数 

Mh 
让 一 (Far Deu) 


是 ayt 同时 也 是 六 的 强 削 数 y6 j= 192， WI =1 2 :7， 六。 将 
它 代 入 (7.13) 后 得 到 
0,_ ap a ( Be +1) 
ED 


Ug0)=0, d=12 oN, 


A 同族 一 


我 们 守 拱 (7.13)! 的 具有 形式 
Uw ty = Us t), 名 一 六 “aD, 
前 蟹 ， 半 中，5= + we 十 bn。 刚 上 7.13) 变 为 


U0 Wh /wn 0 
1 -rr 
Us0) = 0, 


由 第 一 章 例 1.7， 便 得 (7 .14) 的 解 
ff 
Us,t) cr sg (Rs) Zr NR). 


它 是 s, t 的 初等 呈 数 ， 当 s8s 与 t 欧 绝 对 值 充分 小 时 ， 它 显然 能 在 、 
(3s?) 平面 原点 的 分 域内 展 成 关于 5, 了 的 收 仇 的 宾 级 数 。 从 而 , 当 


Hm Blo <p 时 (pb 是 仅 由 如 ,Wy 避风 定 的 一 个 正 的 常数 )， 


Te #) 能 展 成 关于 ww 和 # 的 收 语 的 和 级 数 ， 即 Utw, 引 稻 村， 定 
理 证 完 。 

附注 1 该 定理 斯 言 解 析 解 的 局 部 信 在 唯一 性 ， 并 油 有 保 证 
整 眉 解 的 存在 性 。 它 中 不 排斥 同一 个 Cauchy 问题 全 在 非 解析 解 
的 可 能 性 。 也 不 排斥 在 离开 补 始 曲面 一 定 只 离 之 外 解析 解 变 成 非 
解析 解 的 可 能 性 。 

附注 2 四 证 明知 ， 若 方程 右 喘 项 及 Cauchy 数据 是 各 自 蛮 
元 的 解 术 国 效 ， 则 在 初始 超 平 机 4=t 和 上 任意 点 的 加 域内 都 者 一 
个 解析 解 。 由 吐 一 性 知 在 它们 公共 区 域 上 任意 两 个 这 种 解 是 相同 
的 所以， 可 把 这 些 解 烙 合 在 一 起 ， 得 到 超 平面 {= 的 一 个 邻 
域 中 的 解 本 解 。 

响 注 3 -KK 定理 的 主要 缺 欠 是 不 能 保证 解 对 初始 数据 的 连 
续 依 来 性 ,只 下 所 第 一 章 中 Hadamard 的 重子 民 .10) 改 为 Cauchy 
问题 (去 掉 氨 界 条 镍 ， 令 jg 过 coy sg0 时 可 ) 就 可 阁 凡 这 一 点 ， 
为 外 , 《- 玫 定理 的 证 表 本 质 上 优 束 解析 性 假设 。 在 任意 较 弱 的 光 
滑 性 条 性 下 定理 不 成 立 。 
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习 烛 


1. 把 发 动 方 程 的 Cauchy 问题 
w= a es td yyt Yes)s — Om Ys + cor to 0 
{lo py 2), Wl co = Pm yy 2) 
化 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 方 胜 组 的 Cauchy 问题 。 
人 ， 人 方程 组 的 Cauchy 问题 


Due D2 
i 十 + 十 百 ， 一 一 1 2 二 
[t+ 5) 5 2 (3 ee HA 0 


日 时 。 
Ws | ,0 = Pr Dis Vas a) ar | = Wt mati) 有 一 2 3y 


北 为 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 方 程 组 的 Cauchy 问题 ， 其 中 ， 2 Fw 
二 ]s29 8s 是 fyi m2 和 03 的 函数 ，Hojop 是 常 娄 。 
3. 把 一 阶 非 线性 :C- 玫 组 的 Cauchy 问题 
Wee 一 【和 于 【2 
dw - 
LW |= 0, rl ,se Sing, 
化 为 一 个 与 其 葡 价 的 一 阶 撤 线性 局 ~-K 组 的 Cauchy 问题 。 
4。 证 明 方程 组 的 定 解 问题 
Vaan = (Ey tas Vy Ys Wes Ve, 中 
= Gitiytas ty PH tie srs Vis Vy Yanns Tet) 
多 | 0 = P(to)y Le ] ~。 = Wtf)s | 中 二 pit), 人 [6-0 = if), 
可 以 化 为 同 闫 型 的 且 与 其 等 价 的 一 阶 方程 组 的 定 解 问题 ， 
5。 证 明 场 数 


Dp) = Mh 


-hvit oat + pn) 
也 爱 例 7.IT 中 多 的 一 个 强 声 数 。 

全 通过 《7.10) 和 (7.11) 式 构 址 Cauchy 问题 (7.7) 的 形式 突 
似 数 解 的 方法 时 需 级 数 解 法 ， 试 用 此 法 水 铬 下 列 Cauchy 问 
题 ， 


$ ,>1，, 
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= + V+ 出 3 
1) [ams Wy + 
uo=wisintwy)s vo=y+ coS(wY), 
计算 到 串 级 数 的 二 次 项 ， 在 点 Cw 妇科 = 二 C0;090) 附 近 。 
Wi = Ws Ve Wr = Wy 
‘2 {lein og Vv |is0 = CO 2 
计算 到 需 级 数 的 三 次 项 ， 在 点 (wt1) = (1,0) 附 这 、 
7Y， 证 明 问 题 (7.5) 与 (7.5)' 前 擎 价 性 ， 
8， 斌 说明 对 于 定 解 问题 
一 P(tis tos 二 
dae dw 避让 


dw 
Be = ts fay Ts rs ns iy es sy Dg Dy 
站 


Bus ov, -er ) 
dae’ dre” Ot A 

Wi s,m0 = Ptes D1 nj 

则 | 5 -0 = Wy Ws oy ) 

i 了 = Ty 2 1 sa 1 2 
淄 济 数 了 Ft Gi Crs 六 :是 其 变 元 的 解析 函数 时 ， 可 用 知 级 数 法 求 
解 ， 而 生成 立 类 似 手 C- 区 定理 的 铬 论 ; 即 在 一 点 近 劳 其 解析 解 存 
在 唯一 。 

9. 证 各 = 《Was 是 全 一 《和 1 人 pa) 的 多 元 隙 对 ， 者 

上 谍 非 线性 方程 组 的 Cauchy 问题 


dm» 

lm Bas 0) = 0, 
其 中 ，C 关于 它们 的 .变量 在 原点 解析 。 不 北 为 氛 线 性 方程 组 两 
直接 用 强 函 数 法 证 明 上 述 问 题 存 在 局 部 解析 解 。 


| dw 一 Gm ts Da), 多 二 ls 29 “ls 
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104， 对 于 一 阶级 性 方程 组 的 初 值 问题 人 三 多 Cauchy 问题 》 


dw + Sorst, wy 
dw 各 


a By 之 
(ts 0) 本 + Zubestts 8) 
+ otram) =0, t= 1,29" Nw ER, 
tt oc no = Bitsp)s G1525 Ne 
试 证 明 ， 只 要 p(ty2) =0 在 点 ( 吉 ; Do) 近 过 是 非特 枉 曲 线 , 则 人- 下 
定理 成 主 ， 即 当 qipBszyetj gt 和 部 是 解析 轴 数 时 * 问题 在 (toao) 


这 汰 存在 唯一 的 解析 解 。 


第 八 章 “广义 函数 与 基本 解 


81 基本 空间 


1.1 可 次 

至 此 ， 我 们 已 讨论 了 人 篇 微 分 方 程 十 典 理论 的 一 些 基 本 概念 和 
问题， 回味 起 来 , 它 有 诸多 邻 入 不 满意 之 钼 ,其 中 一 条 就 是 对 解 的 
光滑 性 要 求 过 高 ,这 不 仅 常常 林 合 实 乐 问题 的 点 求 , 而 且 影 响 了 理 
论 的 进一步 发 展 。 在 第 三 章 和 第 五 次 中 ， 贡 分 别 引 入 广 闵 解 的 概 
念 ， 雇 便 隆 惰 对 解 的 光滑 性 的 页 求 。 但 我 们 社 不 满足 于 仅仅 对 个 
草 问 题 分 别 引 入 广义 解 ， 而 希望 对 一 般 芍 方程 及 定 解 问题 代 一 地 
扩充 解 的 概念 。 这 首 和 完事 扩充 函数 的 概念 .在 第 因 章 ,六 家 已 经 雁 
到 Fourier 变换 在 冯 解 定 解 问题 时 的 重 肛 作用， 它 是 求解 偏 敏 人 
方程 诺 宪 问题 的 有 力 工 具 。 但 是 ， 能 作 ourier 变换 的 五 数 旦 
多 的 。 一般 的 LI?CR”Y) (p> 1) 曙 数 玉 以 属于 CR*)， 从 而 各 能 
不 能 作 Fourier 变换 。 最 简单 的 图 狼 fg) 三 1， 就 不 个 在 它 的 
Fourier 变换 。 意 于 Fotriet 变 拨 在 人情 微分 方程 中 的 重要 作用 ,我 
们 希望 拓 广 它 的 使 用 范围 ， 从 而 就 必须 扩充 函数 的 概念 。 

扩充 涟 数 概 念 有 其 更 深刻 的 原因 。 方 程 及 其 定 解 问题 原本 来 
自 物 理 和 一 些 技术 领域 ， 丽 它 的 研究 成 果 取 给 吏 理 和 技术 的 发 展 
提供 理论 指导 和 和 启迪。 但 是 ， 当 物理 学 家 狄 拉克 (Dirac) 为 了 芭 
子 力学 的 需要 引入 了 很 有 用 的 5 函数 8(m) 时 ， 数 学 和 物理 的 这 
种 紧密 关系 便 出 斑 了 和 裂隙。 函数 是 这 样 的 * 函 数 ”， 


0 wD 
Bm) = { 1 (8.1) 
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| Bw dv = ls (8.2). 


是“ 证 明 ”* 了 对 任意 连 绪 函 泌 训 (w)， 有 
| -sepada = p00), (8.3) 


下 严格 的 古 轩 数学 关于 函数 的 定义 知 ，(8.1) 式 不 是 函数 ， 由 

Lebesgue 积分 的 概念 知 (8.1) 与 (8.2) 矛 盾 。 介 在 物理 上 ，8(w} 
的 意义 十 分 明确 ，。 它 表示 质量 等 于 1 个 单位 的 质点 置 -于 w=0 处 
《其它 处 无 质量 ) 时 ,， 沿 = 办 的 密度 分 布 函数 ， 这 种 集中 量 的 分 布 
在 葛 理 上 常常 遇 到 。 物 理学 家 在 本 世纪 30 年 代 就 广泛 使 用 8 画 
数 讨 论 问 题 并 获得 相当 的 成 功 。 直 到 40 年 代 末 ，Schwarz 等 人 
建立 了 广义 函数 基 珊 理论 ， 才 为 这 类 奇特 “函数 ?建立 了 严格 的 数 - 
学 基础 ,而 数学 家 们 对 这 类 “函数 ”的 研究 扩大 了 它们 的 应 用 范围 ， 

同时 也 推动 了 数学 本 身 的 发 展 . 

仅 从 以 上 三 个 方面 看 ， 扩 充 曾 数 概念 是 十 分 必要 的 了 。 由 
(8.3) 式 可 以 获得 推广 函数 概念 的 启迪 。 设 实数 p>>2， 其 共 轿 指 


数 为 ?， 邯 证 + 六 =1。 记 避 为 EY 中 有 界 区 域 , 到 空间 五 (9)， 
由 泛 瑟 分析 的 知识 知 ， 对 任意 F(z) EL(Q), 它 按 方式 
Frp]= Cf,9)=| fia)p odo YPELO), (8.4) 


定义 了 Zoo(Q) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ;反之 ,对 并 (9) 上 任意 一 个 
线性 连续 泛 画 ， 存 在 叭 一 的 fg9)Ez() 将 此 活 畏 表 为 (8. 全 式 . 
于 是 ,， L,() 上 的 线性 连续 泛 冰 与 (0D) 中 元 素 一 样 多 ， 因 p> 2， 
所 以 0<9<2, 故 工 (加 ) 中 元 素 比 LL,(0) 中 元 求 多 。 如 果 我 们 把 
yt 上 的 线性 连续 泛 函 称 为 “ 画 数 ”， 则 就 得 到 比 Lp{ 0) 中 的 隆 
数 宅 得 多 的 “函数”， 从 而 扩充 了 澳 数 的 范 团 ， 如 果 函 数 空间 中 的 
通 数 越 “好 ”， 则 其 上 线 凰 连续 活 本 的 数量 起 党 于 是 ， 我 伞 
定义 8.1 广义 荔 数 就 是 确定 在 某 些 具体 的 函数 空间 上 前 并 
性 连续 泛 画 。 这 些 具 体 的 酌 数 空间 叫 基 本 空间 。 形 如 (8.4) 的 广 
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义 国 数 ， 即 通过 一 个 积分 膝 建 立 的 广义 函数 :呈正 则 广义 函数 ,其 
它 的 叫 窜 蜡 广 义 浅 数 ， 

注 奇 肖 广义 函 煞 是 存在 的 。 震 画 数 空间 的 性 质 足 够 好 ， 便 
加 CBD)， 开 LD》 中 任 一 陋 数 仍 可 按 (8.4) 式 确定 一 个 CD) 
上 的 线性 连续 泛 函 ， 即 正则 广义 函数 ;但 是 ，C5) 上 线性 连续 
沁 淫 不 一 定 能 用 一 个 fa)E 五 ( 可 ) 表 为 (8.4) 的 北 式 。 例 如 8 函 
数 。 设 原点 在 区 域 9 内 ，8(e) 函数 的 定义 是 

《让 PP) = p00 voEOD), (8.5) 
易 知 , 它 是 广义 国 数 。 但 它 不 是 正 刚 芍 。 

下 面 介绍 几 个 常见 的 基本 空间 。 所 有 讨论 在 如” 上 进行 。 除 
基本 空间 (R”) 必 须 在 R7 上 讨论 外 ,其 它 两 个 基本 空 间 
多 (RR") 和 2@(R*) 都 很 容易 地 推广 到 RB* 中 一 个 开 集 上 去 ， 

在 介绍 基本 空间 之 前 ， 我 们 把 合用 过 的 和 将 要 估 用 的 重要 记 
号 罗列 如 下 ， 以 恒 于 查 对 。 

也 三 (miy Da rym) ER”, ¢= (és Es ‘Ew) EER” 都 是 六 维 E 
恋 量 ， 

C= (os gy “yw) 是 包 重 指标 a,i = 1 2, 一 育 ; 是 非 负 整数 ， 

Ia} = + tar ol = oa 


WD = WI A EEE 
lol*= Zod, DE =0 tt 
YY AD Ya < Ya ~ FB Ye 
6z- Gn (50-) 3 8= (这 (让 站) | 
在 自 变量 比较 明显 的 情况 下 ,常常 省 去 3+ 和 引 的 下 标 而 简 记 
ms 9 
为 8"， 把 二 -和 -5 写作 9y。 


1.2 基本 空间 人 BCR*) 和 2(B*) 
上 上 再 提 到 ， 函 数 空 间 的 性 质 便 好 , 其 上 广义 通 数 例 多。 因此 
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稍 先 等 碟 到 的 基本 空前 当 热 盐 如 本 7) 抽 内 在 紧 训 和 集 的 无 限 议 
可 微 函 数组 成 的 空间 。 所 谓 一 个 函数 f(w) 的 支 集 ,证 指 集 合 
{veERN|F(o) G0} 的 闭 包 , 记 作 suppf(z)。 在 OF(R 中 引入 
了 驳 伍 性 如 下 |， 

定义 8.2 设 golz)EOSCRM)， 加 果 浅 数列 {gp,(w) ) 它 
SCR”)， 且 满足 条 性 

1) 存在 紧 集 下， 全 suppyp, lw) 入 KK， n= 0 全 "sy 

对 任 一 园 定 的 多 重 指 标 a, 成 立 

limsup.d°(pa(s) 一 9%o(o))| = 

风 称 场 数列 [oo) 在 CS) 中 收 敏 于 po(o)。 赋 予 这 种 收 笋 
性 的 空间 0308”) 叫 作 基 本 空间 多 t 有 RY ， 简 记 为 允 。 上 述 极限 
记 为 pp 一 pol 区), : 


xp{ To [一 -| lz <1, 
[0 ||[ 守 1, 


其 由， 1 expt api}. 


例 8.T etz)= ry 


故 alw)E 乡 ， 且 满足 | ， alz)dv =1， 和 如果 令 


则 它 南 是 O8( 训 函数， 日 uppjs (mg) = {wljvl<e} 及 
| jm) dr = 1, 


利用 jtw) 可 以 得 到 许多 03(R") 函 数 。 例如， 设 ww) 是 局 ， 
都 可 利 只 出 数 ， 定义 


,vw ) = | eye — ydys 
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列 | wo) EC 及" 进而 各 we) 有 紧 支 撕 , 则 to) EOSCRY)。 
诬 以 ， 汐 中 元 来 是 很 多 的 。 若 记忆 (8) = -wz)， 则 称 了 是 范 . 
得 化 算 子 或 软化 子 。 

例 8.2 设 五 >1， 人 (zz) 是 吾 ” 中 球 Ba = {m1 |s| 筷 及} 的 特征 
曙 数 ， 邵 
1, |vs!<R, 


Kat = 
R 1 {, |»| > 五 


pa(o) = | ,zalo -tat d= {zat a -td 


扬 知 Be(w EOCR ,Asupp Be) = {wl lz| Rt1) 让 Prtw) 
和 难 ， 且 在 球 jw| SR-1 中 Batw)=1. 
定 艾 8.2 设 Pp(8)EO CR*Y)， 2 人 CC BR )。 若 在 任 


一 紧 集 忌 上 有 
lim suplo" (p(w) — ptw))| =0，、Y 多 重 指标 a， 


风 称 {pp} 在 CO*(R"MI) 中 收 你 于 oo)。 

赋予 上 述 收 敏 性 的 殴 数 空间 0~(B" 时 基本 空间 (RR*)， 笠 
记 为 外。 上 述 收敛 记 为 徊 -> 更 ( 史 )。 

注 作为 函数 空间 ， 贸 性 是 浊 然 的 。 另 让, 易 知 多 中 的 收 
冲 性 比 区 中 的 收 合 性 强 , 即 在 多 中 收 襄 的 画 数 列 必 在 名 中 收 敏 ; 
反之 未 必 对 ,例如 * 取 ar) 为 例 8.1 忠 函 数 ， 并 有 旦 定妆 

PalB) = opi — Ny Bs Dy) 有 二 12。 

易 证 Paz) 一 0C@B)， 但 ps(9)-r0( 信 ) (证 明和 留 作 习题 )， 

现在 考查 多 与 如 的 关系 。 作 为 玉 数 集合 ,显然 有 人 图 二 四 从 
监 伍 性 方面 看 ， 若 gm->0( 急 )， 由 基本 空间 中 收敛 竹 定 义 易 类 
Pn) .于 是 ,可 息 义 一 个 线性 算 子 了 多 68, 使 对 任意 wp 多， 
有 Ip=p 人 EE 我们 称 了 工 是 巾 入 笨 子 。 由 上 所 说 ， 当 mm ->00o) 
了 时， 有 Igwm 一 0()， 即 懂 入 算 子 工 是 连续 的 多 与 多 的 这 种 休 
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华 关 杀 及 连 八 暴 入 关系 用 符号 二 赤 未 ,于 是 天 4GE。 不 议 站 邮 ， 
多 在 史 中 还 基业 客 的 。 事 实 上 ， 任 取 pEei 定 交 pn = 有 ap， 其 
中 ，8。 是 例 8.2 中 的 函数 ， 显 然 gr E 伪 ， 且 于 加 在 球 |z| 反 
m1 中 恒 等 于 1， 所 以 对 任意 取 定 的 紧 集 到 ， 当 m 充 分 大 时 ， 
在 及 上 gw 三 pg。 从 而 , 对 任 一 多 重 指标 “有 
supld" (pn $)| >0， 当 m->00, 


放 pm>9(B)， 综 上 记述， 我 们 得 到 
定理 8.1 多 GZ2， 且 乡 在 中 再 密 ， 


1.3 基本 空间 YLR”) 及 其 上 的 Fourier 变 旋 


前 面 提 到 ，Fourier 变换 是 求解 偏 微 分 方程 及 其 定 解 问题 的 
有 力 工具 。 为 了 使 下 文 引 入 的 广义 函数 对 Fourier 变换 具有 很 好 
的 性 质 , 我们 必须 选取 一 个 适当 的 基本 空间 。 基 本 空间 多 太 小 ， 
它 的 元 素 的 Fourier 变换 一 般 不 再 属于 多 ， 人 而 基本 空间 如 太 大 ， 
它 的 很 多 元 素 ， 例 如 三 角 画 数 等 不 能 作 Fourier 变换 。 我 们 考虑 
一 类 所 谓 速 减 函数 ， 称 定义 在 BY 上 的 函数 p(nm) 是 速 减 函数 , 若 
它 满足 条 件 

DD) pn) EO"(R™) 

i 计 ) 对 任意 多 重 指标 a 和 8， 存 在 常数 eCa, B) 使 

lw pw) | Selo, BY), ws ER 

不 难 证 明 ( 留 作 习 题 )， 速 减 函 数 定义 中 条 件 字 ) 与 下 述 任意 一 个 
条 件 等 价 ， 

iii) 对 企 党 多 重 指 标 a 和 86， 有 

Hm 多 “92p(2) = 
iv) 对 任意 包 重 指标 8 和 正 数 ， 存在 常数 o(8, 0)>0 使 
{1 二 lwo)*)* dsg(p)| < k, 8), 
王 面 在 速 减 函数 集合 中 引入 收 全 概念 。 
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定义 8.3.… 称 巡 碱 函数 列 fenfe 妇 收敛 于 速 减 函数 2 车- 
对 任意 多重 指标 a， By 都 有 . 
sup|2 "BA pn yD) — Pm)1->0, Gm-rceo, 


是 子 上 述 收 就 一 禄 念 前 速 减 函 数 集合 ? 帅 起 本 空 间 ] FBR), 从 记 游 
上述 收 伐 记 为 go 六 多) 

例 8.3 e-""Eeg, 

例 8.4 设 QCw) 为 多 项 式 ，P(8) = 马 aa6" 是 常 系 数 线性 


1 放大 到 
偏 微 分 算 子 ， 其 中 ，a 是 多 重 指标 ， 和 om 是 正 整数 ，ao 是 常数 。 专 
tt2) E .YY， 则 不 难 验证 - 
QD PA ER) EF, 
全 8. 5 老 了 (zw) EP，gliw) EF， 则 它们 的 状 积 


frgla) = feo- ydy 


` 疗 在 且 属 于 多 。 
证 因为 fw), glz) 属于 图 ， 所 以 绝对 可 积 ， 记 


a= .eolde cs=| ,gr) de 
则 对 任意 容重 指标 a， 有 
Ew "go llorl| flo- gl) ldy 


=2" 到 | F(a— og y)|dy 


] 半 一 yl 


so 旦 | J {ir- ya) oy 
2 ,a yo fs y) 1dy 
+ 2 snl Ye) |g dy 
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<2et sup [ogcy) | +e sup [ef Cy) 中 
ii 二 | = 


一 0， 当 EA 
此 因 9g 与 站 均 局 于 学， 另外， 对 任 谍 多重 指 标 忆 有 
3“(yrg(o)) = | ,08 0- og ly) dy. 
由 于 33 了 E98， 于 起 同上 证 出 可 姑 
oBdA frg) ->0, 当 |rl-»o0, 
所 以， 了 + 全。 
对 于 两 个 基本 空间 罗 积 4 的 关系 ， 我 们 有 
定理 $.2 多 纪 Y， 且 多 在 9 中 稳 密 ， 
证 “作为 函数 集合 ， 显 然 有 多。 营 函 数 序 列 {pn} 
县 pm->04 仿 )， 凶 存在 紧 集 下, 使 对 任 和 有 Suppb pa 呈 尺 ， 且 
supl "gn(w)| 一 0，m 一 oo，Y 多 重 指标 a。 


于 是 ， 对 任意 多 重 指标 如 ,有 
sup | 229 Zz)| = sup {Drg Cv) | <c(B)supla"gpn lw) | 
如 太 


一 人 
其 中 ，c(8) 是 加 在 玉 上 的 上 型 。 此 即 p -=0C2)， 所 以 有 多 侣 
了 。， 再 证 狂 密 性 。 对 oo)E9Y， 住 函数 zk(a)y=9(o)B (om)， 
52= :2 其中， Bo 人 oo) 是 例 8.2 中 国 数 , 则 生生 允 。 对 任意 多 
重 指 标 a， 7Y; 有 | 
wo CP — P) = "OLCB, ~ 1) 981 


三 Yl 也 六 认 _ p 
Pr SID! Z0 (8B, — 1)8 ps 


其 中 , s 和 2 都 是 多 重 指标 。 注 意 到 6- 1 及 其 各 阶 导 数 在 |w| 
mm 一] 时 等 于 零 ， 并 且 站 (8 -1T) 被 一 个 仅 依 赖 于 空间 维 数 丈 
及 阶 13j 的 正常 数 界定 , 故 有 


aup | 47 一 多 | 去 
到 | ? 人 | ouP, wn warg |->0, 当 mm 一 ce。 | 


后 的 级 限 过 程 用 了 PE 这 一 事实 ,此 即 go>9(9), 从 而 多 在 
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.9 中 稠密 。 
与 定理 8.1 和 定理 8.2 类 似 , 我 们 有 
定理 8.3 GB， 且 在 台中 秽 密 ， 


对 任 一 了 (2) E 9 ， 定 义 它 的 Fourier 变换 为 : 
f= | nfs)e do, (8.6) 
对 9)E F(RY), 定义 它 的 Fourier 道 变 换 为 
gm) = C2) | svg €or taé. (8.7) 


注意 到 基本 空间 .9 中 的 元 素 绝对 可 积 , 所 以 (8. 昌 与 (8.7) 式 独 


”有 意义 ,再 由 定理 8.4 及 多 中 元素 的 无 限 次 可 微 性 知 , 了 = 了 及 = 
9。 有 了 办 为 了 强调 Fourier 变换 这 个 线性 上 映照 本 身 ， 便 将 fa) 的 
Fourier 变换 记 为 FL 用 ,而 将 其 道 痰 换 记 为 1[f]，Fourier 变 
(1》 线性 性 质 
若 fsgE Fs 则 对 任意 稍 数 cis Way 有 
Floaf Tay =arL ff] +o rig], 
(2) 稚 商 性 关 
FlassfI = iE, 
由 国 了 EY 故 当 iz1->o0 讨 ， 广 >0 ， 于 是 
FPL/f] = | ,0sf)er "ido= -{ ,~ i fe-'. tide 
= 1¢ FEF], 
一 般 地 ， 对 任 一 多 重 撒 标 a, 有 
FILO"FI=i" FT FI. 
这 个 性 质 说 明 Fourier 变换 可 把 微 商 运算 转化 为 乘积 运算 。 


二 此 ， 可 由 它 把 偏 微分 方程 转化 为 常 微分 方程 求 解 ， 这 总 是 称 
Fourier 变换 是 求解 位 微分 方程 的 重要 工具 的 原因 。 


ps | 


Fizfi= 10,FLf], 
通过 简单 敬 积 分 运 镍 便 知 此 式 成 立 。 一 般 地 ， 对 人 尾 一 多重 指标 
Ga 帮 
FoF = "10" FE 
{4) 平移 性 质 
FLf(wm— a)l]=e™ FLF], 
半 中 ，aER" 是 常 回 量 。 
(5) 卷 称 性 质 
再 [f# 扫 = 五 [ 门 到 [的 ， 
FLfF9J]= (28) ?FLFIs Big 
于 实 上 ,由 于 了 和 9 都 是 9 中 元 素 , 由 例 8.5 知 frgE9， 且 Fubini 
定理 的 条 件 各 结论 都 成 立 , 从 而 有 运算 


FCfrg1= | sn (| sx fo-t)g() ds)e! idm 
-Js fase-pes)e 
= [ag (fonf wet) 


= (| ge tds) (| ixf Ce-*"idn ) 
= FLfIFEo), 
下 面 将 证 明 ， 车 fE€ 9 ， 则 它 的 Fourier 变 歇 了 E 9。 所 以 ， 
上 式 两 边 同 作 Fourier 反 变 换 便 证 明了 对 任意 两 个 Y 中 函数 六 和 
图 成 立 
Ffgl= FILfls Fy], 
类 似 地 ， 可 证 该 条 性 质 中 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
定理 8.4 Fourier 变换 下 是 儿 到 自 访 的 同 构 ， 
证 对 任意 fEZ, 必 有 本 门 EY。 事 实 上 ， 国 六 E.G， 改 
对 和 任 关 多 重 指 标 e 条 B， 积 分 
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i i- 


| 有 (28 ”了 
扯 这 


绝对 且 一 致 收 伍 。 利 用 Fourier 变换 的 件 质 (3) 和 (2)， 并 注意 到 
将 中 函数 的 性 质 巷 得 
028[T 门 | = IE PLO FI| = [8 (8 | 


<| atm fF}! ds 
正在 
Bup(i + Iv] | oCwef) | | (二 jz]29-ada 
a RN 
= 6 sup(il + Ia] ”or | < oo 
亚 


好 FL 了 1 满足 速 减 洱 数 的 条 忻 站)。 另 外 ， 由 ouiier 蛮 换 的 性 质 
C2) 与 ( 3) 可 得 ,对 任意 客 重 指标 a 与 六 ,有 


人 arcse7 ye™ 1 dx -一 i Te 一 i® FF。 


路 微 商 3553F[ 有 用 存在 , 故 FL 了 fj] EQ™(Rt), 于 是 瑟 门 后 儿 。 再 证 
连续 性 。 设 [Fw 王 多 且 六 -0(07)，m>ec， 出 对 任意 儿 重 指标 
[8°0s PL fl <sop(L+ oj5719"(aepo) | (1+ ol25-yda 


— 0 Mi oO, 

邯 FCFJ->009)， 所 以 Fourier 变换 天 是 连续 的 、 由 于 Fourier 
道 契 换 公 式 与 Fourier 变换 公式 相似 ， 同 样 闻 证 道 变 换 有: 也 是 
六 到 自 测 的 一 个 线性 连续 映照。 于 是 ， 五 是 到 自 上 丹 的 向 构 ， 

南 该 定理 可 知 ， 在 常 义 遂 数 空间 中 ， 基 本 空间 .4 是 讨论 和 使 
用 Fourier 变 模 的 理想 框架 。 但 该 定理 更 重要 的 作用 是 柠 证 了 广 
义 函 数 空 间 8 上 的 Fourier 变换 也 是 9' 到 本 身 的 一 个 同 构 ， 
项 面 将 具体 讨论 ， 

设 户 9E9， 于 是 二 重 积分 


FegCo)ere adodl， 


之 3 


绝对 收 合 ， 用 Fubini 定理 得 
| ayyf bg me drdé : 


= [ex a)dz| 7 (ye "tde 


一 [if C8908) yg er dm 
若 不 着 意 区 分 Fourier 变换 前 后 的 由 变量 ， 由 上 式 得 
{ow findo= | 90)f (2)de. 
同样 ， 对 二 重 积分 
(2m | | 7) 页 Be idodé, 
进行 逐次 积分 可 得 
| yf (wm) dy (2 站 区 Be tdé 


- Cam) | EE: | swf (wetdg, 


于 古 ， 我 们 就 得 到 重要 的 Parseval 等 式 ， 
定理 8.5 设 户 9E9， 则 有 有 


| 90) Fs)da = | 9) C0) do, 


上， (2)7()Q7= C2m) "| Po) 世 cda， 
定理 中 第 一 个 等 式 将 是 下 文 建立 广义 函数 的 Fourier 变换 的 
基础 . 


例 8.6 考虑 Parseval 等 式 的 一 个 应 用 。 
对 YEOSCRY)， 定 义 范 数 


le [et )aol . 
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OF(R*Y) 按 上 述 范 数 完备 从 所 得 的 Banach 空间 记 为 互 ?。 作 为 
阔 数 空间 ，OF(R”)CC， 由 Parseval 等 式 , 对 ww EOSCR”) 有 


Ee 
ei) 
027579] ,ant él: “| 全) 
= 250)"| ,+ tel919(o)lsde。 


于 是 得 下 空间 的 等 价 苑 数 
lo | ‘m= [| ,a 十 lal2718(o)1zdz| 
这 是 一 个 会 权 工 朱 数 。 由 此 引伸 开 来 ， 下 以 导出 分 数 指 数 的 
Scoholev 空间 。 ParseVYal 等 式 的 重要 性 由 比 可 见 一 斑 。 
例 8.7 设 Fo)=er2，4>0， 求 灵 
由 定 闵 新 
fe) =|， a "et'idy=8 | 0 


-7) ea (fF) 


$2 广义 孟 数 空间 
2.1 朗 念 与 例子 


我 们 把 基本 空间 多 ,FF 翻 嘿 上 的 线性 连续 泛 丽 分 别 叫 作 及 ; 
广义 画 煞 ，8 广 光 国 数 和 好 广义 函数 ， 它 们 各 租 的 全 体 僵 分 别 
组 成 号 9 .8 和光 1 文 珊 于 空间 。 有 时 我 们 分 别 简称 为 广 耳 及 
让 还 室 间 ， 
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例 8.8 设 f(z) 蚌 BR” 中 局 部 可 积 函 数 ; 记 为 了 (9) € Lies 
即 对 在 一 紧 集 及， 积分 
[ ftw) lds< oo, 
出 六 2)? 按 下 述 方式 确定 了 一 个 多 ' 广义 站 数 
Cf 办 =| Po)g(o)doy YPED. (8.8) 


证 ”线性 显然 。 下 证 连续 性 。 设 p(w) 一 0 多)， 即 存在 紧 
集 玉 ， 使 supppnCE mm =1， 2，…， 县 对 尾 同 多 重 指 标 %， 寡 
SUD [3°pn|—0, Hr OO, 于 基 ， 


‘fs pm> | <| ， | fp, |do<<sup [wl | fw doer0 rN op 


即 f 的 确 按 上 述 方式 定义 了 一 个 仿 ' 广义 函数 ， 

注 洲 把 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 积 郑 数 视 尖 同 一 ， 则 了 8 与 
多 ' 按 本 例 方 式 建 立 的 对 应 是 一 对 一 的 , 但 并 非 在 上 上 的。 事实 上 ， 
申 (8.5) 式 定义 的 8 诸 数 是 多 ' 广义 还 数 ， 但 它 并 不 能 由 一 什 局 部 
可 积 古 数 f(z) 通 过 (8.8) 式 来 不 示 。 记 以 说 留 ' 合 有 比 工 DL. 更 多 
的 元 素 。 基 于 上 此， 我们 才 把 多 ' (类似 地 ，! 或 站 中 的 元 素 称 
为 广义 函数 。 值 得 注意 的 基 ，、 并 不 是 所 有 的 函数 都 是 广义 函数 ， 
例如 ， 营 通 的 不 可 测 画 数 并 不 能 吾 成 是 广义 函数 。 广 义 函 数 只 是 
局 部 可 积 函 数 的 推广 。 每 一 个 局 部 可 积 函 数 按 {8.8) 式 对 应 一 个 
广义 遂 数 。 今 后 ， 凡 将 一 个 局 部 可 积 活 数 团 成 广义 函数 时 ， 都 按 
这 种 方式 定 久 ， 并 称 为 广义 畏 数 f(w)， 

例 8.9 对 任意 gE 多 ， 按 (8,5) 定 义 的 .8 函数 是 信 ' 广义 函 
数 。 末 实 上，8 的 线 狂 是 显然 的 , 而且 当 Pa>0( 人 加 ) 时 ， 有 pi0) 
-Dryeco 从 耶 

《Gy Pn = pad I), mr 00, 
好 8 是 连续 徇 , 记 以 56E 久 '。 同样 可 证 ， 是!' 和 28!' 广 廊 函数 ， 
” 例 8.10 设 了 (zw)EQ(CR*)， 若 存在 常数 >>0, c>0 使 
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[Fim) I el1l+ ml) VoE RY, 
则 称 fa) 是 绥 增 连续 函数 。 组 增 连 续 男 数 fw) 按 方式 
Cf) = | fp) do, yoo) EY, 


确定 了 一 个 多 :广义 函数 了 。 
证 对 仁 一 ge， 由 久 空 间 的 定义 知 ， 存在 常数 c1>0 售 


Ot) | gw) | So, 
于 是 ， 
pos iplda<| 一 errdo<oo。 
《二 十 | 全 | 2 3 


洲 {ya} 区 有 是 >0(9), m->co, 便 有 有 


| CF Pm? | =| | Jandm | 
+4 
<sup( (1 +12]) 7 |gnl) y de 
RS 《IT 二 | | 
—30), mm— 00, 


所 以 fo) E51, 


2.2 广义 函数 的 收 笋 性 


现在 在 广义 函数 空间 引入 弱 * 收 唐 。 以 办: 为 例 , 有 
定义 8.4 称 {TT} 己 信 ' 收 名 到 了 EB'， 是 指 ， 
(TPIT gp) Mr, VpED. 

记 为 TT->T 了 ol 名门。 

完 爹 类 似 地 可 定义 儿 和 四 '! 上 给 * 收敛 性， 须 注 意 到 这 种 
晓 伍 性 是 十 分 弱 的 ， 看 下 面 玫 个 例子 。 

例 8.11 在 RR! 上， 诸 数 育 

1 sin mw 
Fu) =, m= 1 2 

是 一 串 ZaefBR1) 冰 数 ， 从 而 可 看 成 是 多 ' 广义 函数 列 , 则 考 


人 24h 


ft). 
证 对 任意 ?EE 纺 ， 有 
《Fw PY = (fn)p (2)ds = | 六 (eye(eydo， 
其 中 ，supppcCE- .441， 人 >0。 
”另外 ， 由 
二 


页 对 任意 s>0， 可 取 4 足 胡 大 ,使 上- 4, A] 不 但 包含 8 的 支 集 > 
县 有 有 

ee 
于 是 ， 


- 工 六 sinmaerptoy)-p(b)]dz| + £ 1900 
| fn,9) ol po) -p01do| + 3 1900)] 


a 


是 1 9 
= 二 | sin me 邑人 2) 十 9 一 二 一 22(02do|+ 8 |1p(0)|。 
. 上 |J0 Ey 2 


甸 定 4， 由 Riemann-Lebessue 定理 ， 穿 在 正 整 数 和 No， 当 > 
No 时， 有 
1| [sin ma PTF PC D280) 40 | 天 三， 
TJo 帮 2 
从 而 《fo 9 一 p10) = 《07， 也 即 fi 一 5( 多 站 。 
例 8.12 考虑 有 ”中 冰 数 


1 
Bn (wm) = 1 Jel «2, 
-全 ， 其 它 

其 中 , 1B 是 思维 球 B00) 的 体积 ， 作为 广义 函数 ， Bi—” CA»0) 
音 钨 '，9' 玉芝 中 都 成立 。 这 迁 央 为 无 论证 上 述 哪 一 个 空间 中 ， 
:对 胡 应 的 基本 空间 的 任 一 函数 p(w), 都 有 

2 dp)do= | 。 ToCe)do= pa"), 
上 国 最 后 一 步 用 了 积分 中 值 定理 ，w* 是 B(0) 中 某 点 . 令 记 >0 
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CHP p00) = C8, 9), 

所 以 ， S48 分别 企 礼 '，F' 各 ' 中 ( 当 分 别 租 度 地 局 于 多 字 
利加 时 )， 

例 $.13 设 也 (oa 是 吾 ” 中 局 部 可 积 滞 数列 ， 并 且 对 任 一 
紧 焦 下， 存在 常 狼 Mr>0， 使 得 

| [fa wm) | Mr, YEEE, m=0,1,2,°""y 

且 当 一 0 时， 了 8) 几乎 处 姓 宙 这 到 (zw)， zw ER，。 则 作为 
多 广 尽 函数 有 ffo( 名 站 ， 

证 利用 Lebesgue 控制 收 但 定理 名 得 ， 留 作 习 是 。 

现在 , 我 们 可 以 考博 三 个 广义 函数 空间 的 关系 了 。 设 FE 9'， 
a。 因 有 允 人 8 ， 莽 5 六 pm》 有 全 义 。 荐 po 一 0( 驰 )0p 一 oo) 
则 由 定理 8.2 知 pa-x0()，。 于 是 《了 ,m7-x 了 09。 所 以 了 EE 多!'， 即 
CCB! 男 外 , 若 {fm} 世芳 !' 和 目 fi 一 0 (m00); 妈 对 任 一 
$E 7 有 《fn p20, 晶 于 雁 己 严 , 敦 对 任 一 PE 人 DT 有 Fn PY 
一 0 即 太 ->0( 纪 ')。 也 就 是 谎 说 入 职 恨 .YY!' 一 多 ?是 连接 的 ， 
是 即 多!' 忆 多 '， 同 理 可 证 @'CG.9'， 于 是 得 到 

定理 $8.6 区 扣押。 

有 了 广义 函数 列 的 议 侣 琉 念 。 类 似 于 数学 分 析 ， 我 们 定义 一 
个 广义 函数 级 数 盖 7 收敛 到 一 个 广义 画 数 的 概念 ， 它 是 指 对 任 
一 个 YE 多 有 

(Pfs 0) >tf)p), mo0, 


其 中 ， 所 有 广义 函数 是 多 ' 广义 测 数 。 同 样 可 定义 多 :或 空间 
上 广义 函数 级 数 的 站 您 性。 
2.3 自 变 里 的 变 撞 

由 广义 阔 数 的 定义 知道 ， 讲 广义 函数 逐 点 竟 什 是 没有 意义 
， 有 的。 但 它 义 是 局 部 可 积 函 数 的 推广 ， 当 fCw) 局 部 可 积 时 ， 我 们 
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钉 称 它 对 庶 的 广义 闭 数 是 (zm)。 那 么 ， 当 fCw) 作为 局 部 可 积 范 
数 作 了 上 直 变 量 的 线性 变换 或 念 射 变换 了 时， 此 时 它 所 对 庶 的 广义 画 
数 作 何 理解 呢 ? 为 此 我 们 有 雇 下 概念 . 

定 兴 8.5 对 站 站 还 空间 元 未 f(g}; 和 一 个 韭 帮 导 线性 变 近 4， 
"一 RY， 规定 了 (C48) 仍 为 间 一 广 画 空间 的 元 素 ， 即 对 相应 的 基 
本 空间 中 任 - 一 隔 数 p(w} 有 


CfA) Pw) = ja fiw) pA wg), 


其 中 ,14| 是 变换 短 阵 4 的 行列 式 。 不 难 验证 这 个 定义 是 确切 前 。 
并 且 它 是 局 部 可 积 画 数 积 分 时 自 变量 变换 的 合理 推广 。 
对 百 变量 的 仿 射 变换 ， 上 述 定 义 间 样 利 用， 只 须 用 变换 的 
Jacopbi 式 代 替 |41。 
全 8.14 对 称 变换 4:o 一 和，|4| =(-1)"， 于 是 
fi—m), Pm) = Cf wm}, po— my, 
全 8.15 相似 变换 4:0->ir，X>0 为 常数 ，|A|=)”， 克 有 
CF AT) PR EF pp)Y. 
以 上 二 例 都 是 线性 变换 ， 下 倒是 一 个 仿 射 变换 。 
例 8.16 平移 变换 4:w->z 一 请 ,是 常数 ，。 变 换 的 Jacobi 为 
1， 故 有 
FE— Rh) pw) = Fw), pnt AYY, 
对 如 ”上 的 连续 淆 数 了 (w， 奶 ,固定 一 个 gy 的 值 就 得 到 一 个 一 
元 连 线 前 数 f(w,y)。 于 是 Fo 殷 就 确定 了 一 个 一席 的 连续 
独 照 。 对 三 义 画 数 f(z， 幼 ， 我 们 有 类 似 的 结论 。 以 多 ' 广 画 为 
人 前， 我 们 有 
定理 3.7 设 wER*,yER*, Tw, YE BRY x RY), 则 广 
鱼 了 (op, 四 碧 定 了 一 个 多 (R*) 到 留 '(R*) 的 线性 连续 映 服 ， 
证 对 任 一 固定 的 (gy) € 人 B(R*)， 定义 《Ttw; 纺 ;中 ) 为 
SPAD DY PD = LT Cp) yy, 
YoEe DBR, 


| 


此 定义 显然 确定 了 一 个 多 尺 B 站 广东 。 事 实 上 ， 线 性 是 显然 
的 。 六 若 {pnlC 信 (RY) 县 gar 0 BB) on (yO DBR" x 
玉 ”))， 于 是 
CT) BOO 》 Pa RY = Tm, Pa DI 0, moo, 
这 说 明 <T(p， 人， 加 (只 》EBTR*Y)。 同 理 亲 知 ， 当 他 ,} 远 
BR DH SRY) DH 有 TD, D0, mo0, 
(tw 9) 确定 了 一 个 人 (RY) 到 多!' 必 RR*) 的 线性 连续 上 映照。 通过 
同样 的 分 析 ， 我 们 地 可 认为 了 (tw, 丰 蚌 一 个 学 { 瑟 站 到 多 必 R*) 的 
线性 连续 观照， 

如 果 我 们 把 5(o)5(g 规 定 为 两 个 广西 fo) 与 5 办 作用 的 复 
合 ， 即 对 基本 空间 的 任 一 函数 wp(@,y)， 有 

dCmI B87) Pm, YY = C2), EW) pL, YY, 

请 大 家 证 明 ， 必 有 Sm 的 一 So)8S( 纹 成立 。 


2.4 上 三 尽 函 歼 的 微 商 与 生子 


对 三 个 广 范 空 间 多 ', 8' 和 .来 说 ， 微 商 前 定义 和 运算 性 
质 都 是 一 样 的 。 为 确定 起 见 ， 我 们 仅 对 钨 : 广 函 来 讨论 ， 


设 fE'， 规定 于 大 仍 为 乡 ! 广 甫 , 它 由 


,yp Gm 2 ), ED 
确定 ， 这 个 定义 的 确切 性 出 读者 卓 已 验证 ， 一 般 有 有 
<0°f, p= ~ P,P voE F, 
其 中 ，& 是 任 一 多 重 指 标 。 我 们 称 5" 了 是 广义 微 商 . 按 定 义 功 
知 ， 当 了 是 a 次 连续 可 微 的 常 义 函数 时 ， 其 党 义 币 商 与 广 妾 微 商 
是 一 样 的 .。 这 个 定义 式 保留 了 常 义 函 煞 积 分 时 分 部 积 分 的 有 效 
性 。 另 外 ,由 定义 知 ， 广义 函数 的 可 微 性 是 通过 对 个 地 转移 到 蔡 本 
neni 下 于 基本 交 人 如 的 性 夺 ， 
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混和 徽 商 与 求 导 次 序 无 关 等 。 广 义 函 数 的 运算 通过 对 个 地 转移 到 
基本 空间 上 来 实 砚 ， 如 同 微 商 一 样 ， 避 以 说 是 广义 函数 荆 宛 中 节 
菇 本 的 磺 则 之 一 

关于 广 画 微 商 的 性 质 ， 我 们 有 

人 性质 1 广 隔 有 任意 项 演 商 。 

性 质 2 基 a, 户 是 两 个 党 重 捐 标 ， 则 

"= 0"0) =0500"), 

即 混合 微 商 与 次 序 无 关 ， 

经 质 3 若 Jw> 了 (多 ')， 则 外 fa>6" 了 (如 '),m*co， 可见 广 
义 微 商 与 极限 总 可 以 变换 次 序 。 

这 些 性 压 的 正明 都 是 址 该 的， 留 给 读者 完成 。 

例 8.17 Heaviside 函数 


H(p) 人 台 沪 全， 
十 三 
人 0， 


作为 融 义 函数 ， 瑞 (zw) 在 4s=0 不 可 微 ,但 它 局 部 可 积 ， 于 是 
HinDE BR 对 任 一 Yi) EB(R!)， 有 


- 9) = 《9 2 》- -ja d= (0 


.， 芋 < PV, 
所 以 (9) 有 广义 微 商 3(w), 妈 -9&8(2)。 


在 介绍 下 一 个 例子 之 前 ， 先 引 入 敢 子 的 概念 ， 设 aa) 所 

O (有 )， 对 任 一 多 ' 广 杉 六 es) 规定 x(o)7fa) 沪 ， 
ann), p= fr), calm) py, YPE DBD, 

如 内 alm)f(2) EE 久 '， 我 们 称 alw) 是 久 ! 对 子 。 类似 地 可 定义 多 ! 
桔子 与 6' 菜子。 任何 一 个 CCBRY) 函数 都 是 多 情 子 和 名 ' 胰 
子 ， 伺 未 必 是 FY' 乘 子 。 例如 ，a(lw)=e”' 就 不 是 多! 乘 子 ， 因 
为 苗 取 wm)=e™ "Eg ， 则 alw)plw)=1 就 不 属于 了 .不 难 
验证 ， 多 项 式 函 数 和 缓 增 迹 续 函 数 是 8!' 彝 子 。 
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有 了 莱 子 概念 就 可 知道 ， 以 C” (BY) 函数 为 系数 的 线性 仿 
微分 算 子 PC3) 三 导 aa(o)8r 作用 于 任 一 个 多 ' 或 2' 广 函 都 有 益 
义 ， 它 把 多 ' 或 好 ' 空间 分 别 连 续 映照 到 本 向。 同 理 , 当 ae(z) 是 
.了 了 时， 碟 如 二 2 浊 和 身 的 一 个 线性 连续 观照 。 

公 8.18 设 jo) 在 =a 有 第 一 类 间断 ， 其 妈 度 为 ji 
常 义 微 商 [ 产 ] 在 ( - ceajJU[ey + ceo) 连续。 风 Fo) 与 [ 户 ] 都 是 
局 部 可 积 函 数 ， 从 而 分 别 确 定 了 一 个 多 ' 广义 函数 ， 记 它们 的 广 
尽 徽 商 分 别 为 产 与 [ 户 ]。 形 人 和， 对 任 一 peE 驴 (8 有 


FPDP) 7og'to)do- 人 Fo)gr(o)da 
= [jy(a+0)-f(a-0)]8(a)+ 人 [Pda 


-jg(a)+ | Tf'Igde 


0 
于 是 
fF'=[f' + hw a), 

此 式 避 贤 上 称 既 订 公 式 。 它 表示 在 古典 意义 下 茶点 不 可 微 的 
函数 ， 其 广义 微 商 多 了 奇 性 ， 由 全 8.17 和 例 8,18 可 以 看 出 ， 这 
种 奇 性 仅 发 生 在 衣 数 的 常 疼 微 商 不 存在 的 点 的 邻近 ， 

有 了 广 清 序列 的 收 合 性 髓 念 和 和 白 变 量 的 线性 误 换 忆 及 钱 子 竟 
定义 ， 我 们 就 可 以 定义 含 参 数 的 广 沙 对 该 参数 的 收 颌 性 。 设 站 (4) 
EC 多 '， 对 任意 联 定 的 9E 区， 记 Supp8p= 尺 CDQ， 这 里 六 是 一 紧 
集 。 令 2 轴 方 向 的 单位 向 量 为 e("， 则 有 
(e+ Re) 大 0) 9) = (pcw), PL— 人 


其 中 是 绝对 值 充 分 小 的 实数 ， 易 若 当 hm0 时 
profe) Pm) ap. 
在 Ow 
用 人 
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i ,ot ) -~ (oo 中 》 


_,. 0F 
一 ‘Bi » 名 
内 这 ， 
jm ot he FL) oF 
五- 二 必 h 人 1 时 


2.5 广义 范 数 的 支 案 


前 面 提 到 ， 谈 一 个 广义 函数 和 膛 点 的 值 是 没有 意义 的 ， 但 我 们 
有 概念 

定义 8.6 设 Q 是 RR” 中 开 子 集 , EE 多 '、。 若 对 任 一 PEBC0) 
成 立 CP 0 =0， 则 称 广 国 疗 在昌 内 等 于 零 或 在 0 内 取 零 值 。 藻 
两 个 广 函 了 与 9 之 差 了 -7 在 只 上 时 取 零 值 ; 则 称 了 与 9 在 口内 相 
每， EF=9F ON, 

关于 广 到 在 开 子 集中 取 零 值 和 的 局 部 与 全 局 的 关节 ，, 我 们 有 

定理 8.8 设 fE 信 '， 对 任 一 wER*， 存在 仙 域 0, 使 f=0 
于 90, 中 , 则 了 =0 于 RY 中， 

证 对 任 一 PE€ 人 ,suppp= 尺 为 紧 集 ,对 任意 cEK, 出 忆 知 ， 
存在 0; 使 了 =0 于 0, 中 于 是 UO， 发音 了 近 。 由 有 限 履 盖 定 理 ， 


不 谨 有 限 个 领域 ， 认为 DO.，0.，…OD， 材 盖 了 玉 ， 由 单位 分 解 
定型 知 ， 存 在 从 属于 该 覆盖 的 单位 分 解 {2o4= 1 2，…，om} 满足 


和 全 区 (0 且 对 wEK 有 Dp) =1, 于 基 ， 厚重 
多 (O01)， 从 而 
Cf, 9) = fs D9) = HF, pep) = 0。 
所 以 了 =0 于 BF 中 。 
例 8.13 Sw)=0 于 EM\MO} 中 ， 
定义 8.7 广 还 了 取 和 鹤 值 的 最 大 开 集 的 余 集 称 为 了 的 支 拐 ， 
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记 为 suppf。 

可 见 SUPppf 是 闭 集 。 出 例 8.19 可 知 

全 8,2 supp3(w) = [0}, 

人 司 8.21 设 8E 仿 , 记 它 对 序 的 多 ' 广 还 为 则 supp? 
= suUPPE, 

大 家 知 道 ， 在 实 分 析 和 和 复 分 析 中 紧 集 给 讨论 问题 带 来 了 诸多 
方便 。 内 上 比 ， 时 找 或 构造 紧 集 有 时 就 成 为 解决 问题 的 关键 所 在 ， 
在 广义 辆 数 中 ， 我 们 有 有 

定理 8.9 d 广 函 具 存 紧 支 集 ， 

证 任 取 了 ES ， 因 为 supp 为 闭 集 ， 故 内 须 证 明 支 集 有 
界 。 设 不 然 ， 见 7 SUPpFs 六 =132, 昼 上 且 当 rco 了 时，|wi| 
一 cy 对 wry 上 = 工 23 :"*, 作 球 恒 Bp(g;)， 其 中 半径 pa 返 1。 于 
是 必 有 PrE 多 (Bort84)) 使 《FF psy 关 0， 否 则 ， 与 acsupp7 志 
盾 。 作 让 数 


qs 一 一 12，…， 


7 
于 是 《gx = 1 下 -1 2 9。 另 -一 方面 ， 对 任 一 紧 集 及 ， 当 雍 完 
分 六 时 , 天门 SUuppg = 四; 所 以 后 =0 于 至 上 从 侧 ， go>0(@)， 
于 是 


lim¢¥, Fey = 0， 


这 与 《jp gs》=1 上 =1,2，…, 下 后 。 所 以 有 紧 支 集 。 

有 了 广义 本 数 了 到 零 值 的 概念 , 说 广义 函数 在 开 集 口上 等 于 
一 个 O07 济 训 gy 好 ?lo= op， 就 有 意义 了 。 此 时 的 ”应 理解 为 它 
所 于 应 的 绎 “2) 无 素 , 击 该 元 过 前 到 值 规律 是 由 形 如 (8.4) 的 各 
分 决定 的 。 苞 总之 ，9 是 一 个 正则 广义 遂 数 。 虐 然 在 Q 上 了 与 g 
相等 ， 鹉 了 在 OQ 上 就 没有 奇 性 。 于 是 我 们 太 

定义 8.8 使 人 艰 ' 广 本 了 等 于 一 个 GC" 函数 的 最 大 开 集 的 余 
焦 叫 作 字 的 奇 支 保 ， 记 作 sing suppf、。 

可 见 8ing supp 是 闭 集 , 有 sing supPrc stppy。 

时 


例 8.22 singsupp 末 (ay={10}， 其 中 , 互 Co) 是 例 3.17 中 的 


Heaviside 一 数 ， 显 处 ，Sing suppH(w )={0}CsuppH(w)= ， 


[0, 十 oo), 
例 8.23 sing supp$ (Cw) =aupps(tw) = {0}, 


2.6 广义 函数 的 硕 积 
为 给 出 广 卫 闪 积 的 合理 定义 ， 我 们 先 从 基本 丽 六 ,9E 9 请 
起 ， 易 知 
Feg(o) = | Fo- 的 8(g)dyE。 
视 rgtz) 为 罗 广西 ， 则 对 任 一 .YE 罗 有 
frg9, P72 一 | av ?C2) (| .Fo- DI da dm 


= | 一 YPCL) dD ot Dy 


= | FC) (sng 9) w+ dy) do 
= (fo), C90) p(w + )). 


于是 ,车 使 广 机 着 积 是 之 义 卫 数 闪 积 的 合理 失 广 ,应 把 两 个 广 可 


与 9 的 郑 积 定义 为 
fag ptm)> = Fw}, Cg ,plo t+)), YPED,. (8.9) 
进一步 的 观 察 发 现 ， 对 上 述 规定 须 加 以 腿 汕 。 因 为 当 f 与 g 
都 是 多 广 函 时 《go 力 ，p(o+ 殷 》 未 必 属 于 多 ,从 而 上 述 定义 没 


将 义 。 造 成 此 种 现象 的 原因 在 于 g(w+ 急 不 一 定 在 tp， 殷 空间 ， 


具有 紧 支 集 。 嚼 一 -个 问题 是 对 常 义 函数 卷 积 成 立 的 交换 律 ， 如 虹 
不 如 条 性, 对 广 函 卷 各 未 忆 成 立 。 解决 这 些 困难 的 办 法 是 在 (8.9) 
式 中 选择 一 个 广 通 ,例如 g, 具有 紧 支 集 。 我 们 通过 于 述 两 个 命题 
说 明 这 种 做 法 的 有 效 人 性 。 
命题 8.1 若 gE@',p(2) EB, 则 
m= gD pt YE ZF, 
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证 先 证 水 (02) EO"。 对 任意 取 定 的 和 0 当 名 在 wo 邻近 了 时， 
全 JY 的 男 数 ，p(m+o 吃 的 支 集落 在 同一 个 紧 集 百 中 ， 艳 当 or 
时 ,对 尾 一 多 重 指标 ,在 区 内 一 臻 地 有 
opm+ ppt Ys 
BE ptt (名)。 由 定理 8.1 知 多久 帮 , 所 人 以 p(w》 
-piroF LF 从 而 
Cg PD YIN TD Pv + 1) W-* os 
邢 坟 Cp) 六 (20)， pgo。 所 以 下 0 连续 。 沿 ws 加 方向 作 差 商 


Wt hu) ~ ben) = Cgty), at Mp YD Pm 
ki 


辣 同上 分 析 ， 当 |Asw| 充 分 小 时 ,作为 y 的 画 数 ， 
Pivot Amt yO— Ppeot 
rT 


的 支 集 食 于 同一 个 紧 集 玉 中 , 且 对 尾 一 多 重 指标 a， 有 
a Plwot ArnDT+ Y) — plroty) _ Ar. OP Lp 
0 入 0 Bor Ace2 一 0， 


在 下 内 一 致 成立 ,于 是 基于 与 证 明 (2) 的 连续 性 时 同 祥 的 理由 ， 


有 
、 守 + Axrm) ~ lmo) (gty), 2 》 ， 当 区 


tT 


me 上 EO。 类 似 地 递归 证 明 下 去 知 ,对 任 一 多 重 指 
称 wy 册 (w}EO", 所 以 (8) EC” 
再 证 ww) 有 紧 支 集 。 轩 定理 8.9，goy 有 鉴 支 集 区 。 卫 
C4) BLRY) 且 在 及 中 (9)=1, 于 是 
A 
= FD P+ YY. 
当 |z| 充分 大 时 ,suppy(ot sn suppz(oD = 由, 故 对 |@| 充 分 大 的 
2 有 SC2)22+ 有 =0 因 此 ,yo) = 0) 即 We) 有 紧 支 集 。 综 上 所 


280 


述 ， 直 [ 二 声 ， 

外 这 个 命题 的 建立 便 知 , 在 (8.9) 式 中 只 要 9EG7 不 管 了 属 
于 县 个 广 冰 空 间 , 广 函 部 积 的 定义 都 有 意义 。 另 外 * 设 关 拉 拓 
{p Cg) 王 荔 ,朋党 Woo 时 ，pPorr0G)。 于 是 ， 所 有 Ym 的 支 
集 含 于 一 个 共 富 的 竖 集 内 。 车 记 

at) = Cg Pn y+ YS 
并 取 上 面 用 过 药 函 煞 5 人 胡 , 则 有 
hn (m= CE ga Pa mt = NY Pn Dt Ys 
可 以 证 明 , 坟 mn(8) ,m= 1,2,… ,的 支 集合 于 一 个 共同 的 紧 集 内 ， 县 
a(9)->0( 多 ) (证 明 留 作 习 是)。 干 是 
CF, Pad = fin), hn m0 BN Mm 0, 

到 得 fxgE 纱 /。 

命题 8.2 形 如 > pulw) 坟 (9) 的 函数 集合 在 多 (Rs Xx 及 3) 中 


笛 密 。 其 中 ,p40) EB(RDD), 灿 E 多 (RY)。 

证 对 竹 一 sw, 中 EE 名 CRYX RY), 必 存在 ;0 借 
suppaCQ={|s|<i, [gy < Ii= 1,2,-. :NF = 1 2 
在 Qsupp 记 中 令 及 =0, 而 后 惧 好 为 周期 将 定义 在 中 中 的 函数 
5 延 折 到 RY xBY 中 ， 则 有 EO~(RIYXx RY)。 了 于是， 有 Fourier 
展开 | . 


RE -ay 
{ws Y) = 2 cw, 。 ee™ t # 


其 中 ，a，B 分 别 是 7 重 与 M 重 指标 。 此 级 数 及 其 各 防 微 商 在 
梧 x 卫 上 分 别 一 致 收敛 到 hw，y) 及 其 相应 的 各 阶 微 商 。 取 
ED) EBLRI), CY) ED (REY), 使 在 supphlws y) 上 满足 
¢tw) Ly) = 1 于 症 ， 
Ra YW) = Casst (me te tye: 1 . 

则 此 级 数 的 部 分 和 函数 即 为 所 求 形式 的 函数, 并且 在 多 (RY x RY) 
中 收 襄 到 有 (wy)。 

2 


现在 ,我 们 说 啊 广 画卷 积 的 可 交换 性 。 由 命题 8.1 娠 户 9 有 
音义， 类似 于 命题 8,1 的 证 明 可 得 ,办 产 @) 和 区” (9) 世 丰 ' 时 ， 
对 人 尾音 PE 有 CY) P+ > EF; 从 而 

《ge 六 P= os Fim Pm YY, {8.107 
有 意义 5 证明 留 作 习 题 )。 下 面 证 明 f#g= gf。 对 p(w8) 世人 (3) 
和 (yj) 全 图 (RY) 显然 有 
Fm GNI PD = FT Pm gy b> 
= CF PLING hs 
CI CFD) pvp = Cg py FD po 
= 00 Ym) pm) 
所 以 ， 
FO GO PRIP I = Cg WD FD PY) Y. 


利用 广 酷 的 线性 性 质 ， 对 形 如 习 pa(a)ys(y) 的 函数 ， 其 中 
"为 任意 正 整数 ,ps(%) E BR yh) EE DRY) 2 有 
Fm)s “9 pa ACTAODS. 


一 cy， 《film), Dp > 


于 是 ,对 任 一 joytE 罗 (CRY x RY) ,由 命题 8.2 得 
Fm STI RD YD = Cg Fm) hm YY, 
利用 上 式 : 对 任 一 gp(9)E 多 (R3), 有 

Sf*9, PPI = AFM) CFV PL YY 
= meg) pnt yyy 
= Fm TD 和 十 如 >》 
= XW CF DS ECMm mF) >) 
= OF Tp vty yy 
= 09) CF mg Pm+ YY 
= 《0 CF 0) PR+ YY 
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一 《到 二 天， 人 人) 
站 由 sy 是 命题 8.1 中 的 通 数 Ly}。 所 以 ， frg= yx 大 即 益 积 满 
是 变换 律 。 
至 虹 , 我 们 丈 能 给 出 广 范 卷 积 一 个 明确 的 和 宇 立 。 
定 兴 8,.9 设 广 下 下 与 全 至少 有 一 个 是 8' 广 隙 ; 则 它们 网 
状 积 各 xS 是 - :个 多 广 男 ,并 由 下 式 次 定 
ET 
直 中 ,}) “ 阔 的 下 标 指明 该 广 鲨 记 作 用 的 基本 函数 的 自 变量 ， 
现 谋 雁 广 阅 与 汕 义 函数 的 准 积 . 设 7EB' gEB( 或 了 EB 
立 记 帮 )y 刚 有 有 89 所 沁 定 的 一 个 8' 正则 广 王 由 定居 8.9 知 ， 对 任 
遂 多 所 织 ， 行 
frg PDD = Cf gy D+ YY 


= 《fy ,| ,gD 9 + yay) 
Hy . - . 
= Cf 96z- TI pz) ds 


= ,fisgC2-e psds, (8:11) 


最 后 一 步 用 了 广 函 是 线性 连续 泛 函 这 一 事实 ， 将 积分 写 为 
人 Riemann 和 的 极限 后 牧 到 括号 外 面 而 得 名 (这 种 做 法 的 合理 性 请 
Cfrgp(m)) = (fa 92 0 p20) YoE DB, : 
于是， 我 仿 背 | 
定义 8. 10 设 fEB' ,gEB( 或 fEB'JEF)) 规定 - 
(fr (m= Fu Dy)), {8.12) 
于 是 卷 积 sy 遇 有 人 性质， 
i) CFf#g) 8m) EO RY)} 
i) 和 若 将 着 积 讽 六 一 个 颇 照 (了 ,9)->f*g: 十 它 是 一 个 玻 线 性 
及 关于 了 139 分 咖 连 续 的 上 映照 。 - 
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对 了 EF! g 忆 多 ,我 们 不 能 断言 它 们 有 紧 文 保 ， 所 以 不 能 下 
接 逢 用 广 函 卷 积 的 定义 8.9 得 到 卷 积 f+g。 但 是 , 对 任意 PPE， 

《<q pvmt ?也 是 儿 函 数 ) 故 (8.11) 中 维 导 仍然 成 立 ; 所 以 也 成 并 
(8.12) 式 。 

关于 广 画 的 卷 积 , 下 殉 性 质 成 立 ， 

性 后 1 满足 结合 律 , (RwS)xT= .RC(S* 卫 )、 

因为 等 式 两 边 此 指 《BR 《ST 多 由 二 到 十 2 六 > 

性 质 2 T=5*T。 

因为 对 任意 VE 多 ,有 

HB#7 ,PY = 人 定语 站 = TO Pm YY 
= CT PV) = 《TT, p> 

性 质 3 3y7 = (93,3)#T, 

性 质 4 By(S#T) = (B/S) wD = 5#(0P), 

利用 此 性 质 , 对 常 系数 线性 人 恼 微 分 算 子 P(6) = ac 有 

PIO)(SHT)= (PIOO)S)rT, 

这 个 式 子 在 讨论 人 以 微分 方程 及 其 Cauchy 问题 基本 解 时 是 非常 存 
用 的 。 

性 岳 5 对 平移 算 子 mw 成 立 

Th 一 全 
这 些 性 质 的 证 明 留 作 导 题 。 


2.7 ,Y' 空间 上 的 Fo'lfiet 变换 

鉴于 Fourier 变换 在 仿 币 分 方程 研究 中 的 重要 作用 ， 有 必 机 
把 常 义 沙 数 的 fourier 变换 推广 到 广义 通 数 空间 上 去， 由 于 多 室 
间 中 常 义 函数 的 Fourier 变 澳 具有 好 的 性 质 ， 自然 会 想到 利用 这 
些 性 质 ， 根 据 对 价 的 原则 去 获 每 .2 广 甫 的 Fourier 变换 的 一 此 
好 的 性 质 。 于 是 ， 我 们 有 

定义 8.11 设 fE9, 它 的 Fourier 变换 闻 由 

《Ff， P= frp Yo EF, 
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确定 。 由 定理 8.4 知 , 产 E .9:。 对 溃 义 函数 89E.9, 由 定理 8.5 
的 第 一 个 式 子 知 ,六 2》=《 户 及 ,所 以 ,广义 函数 与 常 义 函数 的 
Fourier 变换 是 一 致 的 。 _ 

类 做 地 ， 定 多 .8' 广 函 了 的 Eourier 道 变换 子 为 ， 

(frp) =, VoES. 

同样 由 定理 8.4 知 了 E89'。 

有 时 为 了 强调 Fourier 变换 这 个 缺 照 ， 我 们 用 .F[f] 表 示 
用 玖 开门 表示 让。 

定理 8.10 Fourier 次 换 五 是 .2! 空间 到 上 英 的 一 个 同 枯 ， 

证 由 定 义 知 ; 当 了 E91' 时 有 BF[fIJEG'， 并 且 旦 然 保 持 线 
性 关系 不 变 。 另 外, 由 定理 8.4 知 ) 当 多 E99 时 ,PipJE9， 故 当 
fn->0(1) 时 ,有 

FILfs], P= Cfn, FIGl)-r0, mro00, 

即 映 射 是 连续 的 。 所 以 玉 是 8!' 到 自身 的 线性 连续 映 粱 。 同 
再 可 证 天! 是 9!' 到 白 身 的 线性 连续 映照 ， 于 是 Fourier 变换 是 
学 空间 到 自身 的 一 个 同 移 。 

广 函 的 Fourier 变换 有 以 下 性 质 ， 

(1》 线 性 性 质 

对 任意 ,gE .9' 和 常数 4,B8, 有 

Flof + Bgl=aftf]+ BF[g), 
(2) 还 原 ' 性 项 
对 任意 fE .9'， 有 
FIFI = 六 FCFEADI = f, 
因为 对 任意 gE9, 利 用 9 函数 Fourier 变换 的 性 质 尖 
FTLPLFD], $= 《FTF]， 丈 -Lp]》=《 于 ,到 [本 :Co]]y 
= fp). 

馈 理 可 证 另 一 式 成 立 。 

(3) 签 商 性 质 

对 任意 E29'， 有 五 La 万 一 这 PE。 
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国 为 对 任意 BEF, 由 吧 国 孝 Fourier 变换 的 性 质 有 
《EBP 门 ，p》=《arp FIO = 一 《PT[o]y》 
= — 《Ff, FE-pIY = CEL, iép> 
= iérrfi, >, 
一 般 地 ,对 任 一 多 重 指标 ax, 有 
FIFI = (FEA, 
《4) 和 医 乘 性 硕 
对 任意 了 EY!' 有 
Flef1=idFLF1, 
一 般 地 ,对 住 一 多 重 指标 a, 有 
FIw*f] = 1"0"F[f1, 
这 个 性质 的 证 明 留 给 读者 。 
因为 任意 两 个 ' 广 函 的 卷 积 不 一 定 存在 ， 所 以 类 似 于 常 义 
- 鸭 数 凑 积 性 质 (5) 的 式 子 不 一 定 成 立 。 只 能 在 附加 条 件 下 进行 讨 
论 , 便 加 ,车 了 EE ， 轨 亡 六 邮 利 月 (8.12) 式 可 以 证 明 五 [Pr 了] 性 
在 且 Fgp#f 了 = .FigpjFLfI]， 又 如 当 FE Go ,9E8!' 佬 也 成 立 等 
式 FLf*g]= [fjF[L9]。 有 兴 超 的 读 省 可 参考 有 关 广义 函数 的 
专著 。 
例 8.24 求 7' 广 沙 f= elz 的 Fouriet 变换 。 此 处 a 为 实 常 
VW 维 同 量 ,w ER*Y, aw 理解 为 数量 积 。 
解 任 取 PE)E (RP), 则 有 


《FEel®], pH = els, lm)Y = {, rn)e'*dy 
一 (oo za ， pwede | = (ST pa) 
= 《8 — a), 2m) "pe = Cm HE 0a) (8)), 
中 以 ， 百 [ez] = (2m) TBE oo), 
例 8.25 FF[1,= (2m) "(Ee). 
在 例 8.24 中 令 a=0 即 得 。 
例 8.28 求 厂 [sin ao]。 
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利用 例 8.24 条, Bterto]=(2m)r6(2+ra) 再 由 Fourier 变 
换 的 织 手 手 质 , 立 得 
Flsin ar’) -去 如 [el 一 etc 一 二 (Fle'] — FLe™'"*]Y 
= 调 *(29) "(8(E -a) -0(E+ a)) 
= ioniz Broa) -HE— a)), 
Pe.27 下 [3 =]， 
国 为 允 任 意 2 E .82 和 有 
CFESC0)], PE) = C8) ,Po =H(0) = [, p(w) dy 
= 《1,P(m)), 
也 是 ， 工本 (人 7 三 1。 
在 应 用 中 ， 对 较 揽 杂 的 广东 的 3urier 变换 ， 查阅 有 关 评 
Fourier 变换 表 即 可 。 


8$3 基本 解 


本 节 讨 论 常 系数 偏 微分 方程 (特别 是 读者 局 熟悉 的 三 个 基 本 : 
方程 ) 及 其 定 佣 阿 题 的 基本 解 , 用 以 说 明 广 义 画 数 在 偏 微分 方程 中 
的 应 用 . 


8.1 基本 和 解 的 概念 


对 上 市 引 入 的 常 系数 线性 偏 微分 算 子 P00) = 好 aaY, 我 住 


有 . 
定 尽 8.12 称 加 (zw, 外 EE 多 RY) 是 定义 在 RY 上 的 Pay 
的 基本 和 解 ， 若 它 满足 : 

P(E = 8 -yy), (8.13) 
其 中 ,YE RY 十 参 数 ， 称 为 基本 解 E(w, 四) 的 极点 。 车 = 0 则 禾 
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记 卫 (4,00) 汶 BCm)。 

(3) 的 基本 解 也 叫 散 方程 也 (9) =D 的 基本 解 。 革 本 和 解 不 叭 
一 ; 因 交 一 个 基本 解 加 工 方程 P(0) = 0 的 任 考 一 个 解 也 满足 方程 
《8.13) 责 也 是 基本 解 ， 但 殉 上 所 说 ,基本 解 以 y 点 为 极点 ， 换 言 
之 , 它 在 4 药 邻 域 上 共有 奇 性 , 故 通常 只 要 求 得 一 个 兵 有 次 狂 的 基本 
解 即 可 ( 即 把 满足 齐 次 方程 的 线性 法 加 部 分 去 卸 )。 


例 8.28 Heaviside 函数 玖 (ay ,出 例 8.17 关 = 8(2), 


woEB， 所 以 百 (o) 是 一 阶 常 微分 算 子 下 (或 齐 次 方程 4 = 0 ) 
的 基本 解 
例 8.29 求 方程 -名 + ay= 0 的 基本 解 ， 其 中 ,a 是 常数 ， 
ER!, 
解 ” 在 方程 
SE +ap= 8(z) ， 
的 两 边 飞 e””， 并 注意 到 作为 多 广阔 有 ee"**8(w)=68(z), 人 恒 得 


局 TY Mr 
Ae Ee 2 站 


由 例 8,28 知 ,Be”= 到 (4), 敬 有 如 (2) =e-“ 末 (m)， 它 就 是 所 求 
的 起 本 解 。 
例 8.30 考虑 Rr 中 偏 微 分 算 子 一 的 基本 解 ， 即 求 


Evi m2 ) 合 满 足 
dB 
Bmidm 


设 五 EZLiclBR*), 方 程 两 边 同 作 用 , gE 凶 (R*), 得 


SC Wis D2) PY = 《9) =- (B, 3 ) 9 


二 (wm Ts ), 


于 


(FE jy = 0,0),。 


若 取 
1， wi 0 we Dy 
ls Ta t * 其它， 
则 
了 Be 2 > -| B EB i ded 
=| Pdrdv, =9(0,0), 
汪 1 书 避 3 日 001033 


开 (8.14) 为 所 求 基 本 解 。 

以 上 上 三 例 中 的 基本 解 都 以 原点 为 极点 ， 此 因 我 们 在 求解 时 把 
茵 本 解 定义 中 的 极点 5 取 作 原点 之 故 。 若 取 %=E&z0， 以 例 8.28 
为 例 ， 基 本 解 是 

His) = Hs—é£)= 他 > 

请 读者 写 出 此 时 和 例 8.29 和 岗 8.30( 取 gj = ,gs = ) 的 基本 解 ， 

基本 解 在 偏 微分 方程 的 理论 研究 中 有 重要 作用 ， 这 里 就 不 讲 
了 。 下面 介 绍 它 在 求解 妨 微 分 方程 中 的 应 用 。 我 们 有 

定理 8.11 设 fE 多 ', 加 是 Pt6; 的 基本 解 , 则 BCp,*) # FC:》 
是 方程 P(3)w= 7 的 解 。 

证 令 w= 轧 (wy:)*f(*); 则 有 

Poyw= POE sf = (POD nN) # fl) 

=B(v ,+ Fi) = fn), 

芍 w(0) = 吾 (g,*) # 了 (') 是 方程 PC9)w = 了 (w) 的 整体 解 ， 必 须 注 
意 ， 以 上 我 们 实际 上 已 假设 了 尖 积 如 (sg;-)* f(.) 的 存在 性 。 如 
梁 比 益 积 不 存在 ， 对 尾 一 紧 集 及， 到 儿 $ 中 国 数 (sp) ;使 在 及 上 上 ， 
(= 1 则 区 DJ)Fo)EED 于 是 卷 积 百 (2 st 人) 了 (-) 必 存 站、 
局 限于 下 上 有 
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五 (日 人间 (人 4) 
这 说 明 wz) = 五 (zx ) 是 产程 的 局 部 解 。 

一 不 解 的 概念 来 源 和 于 物理 ， 它 早 就 被 物理 学 家 使 用 了 。 和 急 统 
地 说 ， 在 线性 系统 中 ， 巷 本 人 解 表 示 吊 集中 基 的 分 布 所 产生 的 物理 
党 频 。 而 连续 其 的 分 布 了 (oo) 所 产生 的 特 理 效 秒 自然 应 该 龙 上 述 
效 夺 的 选 加 ， 这 就 是 本 定理 的 物理 六 必 ， 


3.2 热传导 方程 及 其 Cauchy 问题 的 基本 解 


考虑 热传导 方程 
(二 -全 juce， j=0, EER, {>0. (8.15) 


按照 定义 ,方程 (8.15) 式 算 子 (一 全 ) 的 基本 解 F(z, 台 
广 足 
(条 一 信 ) 权 Co 有 = 8(%,1) (8.16》 
at 后 ” 


我 们 想 用 Fourier 变 换 求 解 ， 自 然 要 求 加 (zyt) 关 于 w 属于!'， 当 
然 也 是 多 ' 广 丽 。 另 外 。 前 面 说 过 ，8(z。 1) = 8(w) 8(1)。 于 是 ， 
8.16) 式 两 边关 于 变量 ww 作 Fourier 变换 得 


BE + (ED) = 0). 


由 例 8.29 知 ， 
BE) = He Tt, 
由 例 8.7 易 知 
Emst) = FI He t= HO FTe -6 


一 了 工人 


= nt) 全 (De 到 (8.17) 
如 果 我 作 考 虑 一 个 均匀 的 同一 材料 做 成 的 无 限 长 织 杆 ， 假 设 
zi=0 以 前 杆 上 各 点 滴 度 汶 等。 则 在 #=0 时 刻 在 原点 w= 0 好 放出 
一 个 单位 热量 沿 杆 引起 舶 温度 分 布 就 是 基本 解 (8.17)(CN = 1)， 
探 定理 8.11 可 求 得 (8.16) 式 的 右 端 项 为 多 广 函 时 的 解 。 
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和 柏 由 于 基本 解 中 五 上) 因子 的 出 现 使 吾 (@, 切 在 #<0 时 粳 为 零 ; 所 
以 只 能 得 到 1 二 0 叶 的 解 ， 
现在 符 Caueny 问题 


_ mn 
BF A uv,t) Ds 多 息 召 t>0, ca,.18) 


ur 0 = Pw), 
我 们 定 党 Cauchy 问题 (8.18) 的 芒 本 和解 百 人 所 当心 RY) 巧 间 
期 


(a A)acot = 0, 


(8.19) 
【PN 一 全 (全 9 
的 解 ， 利 用 FEourier 变 桨 ,18.19) 蛮 为 问题 
] 房 ( 二 
ja + 让 (和 有 =0, 
BE 0) = 1， 
状 得 
Be,i) =e ts, 
作 Fourier 赣 变 换 便 得 
emt) 一 (drawae 多 


它 就 是 热传导 方程 Cauchy 问题 (8.18) 的 基本 解 。 
对 一 般 的 m 阶 线性 常 系数 拖 物 型 算 子 P09) = 31 gan63 的 


Cauchy 合 题 ” 
(2) =0 oR {0, 


08.20) 
wa 0) = (2) € BD' (RY), 
其 基本 解 定 义 为 问题 
(一 PCB) ) Ew,t) =0, “SB i>0, 
(8.21) 
Rew, 0) = Sw), 


的 佣 在 (pi 所 多 '(R3),t 为 参数 。 其 中 Ba, 关于， 变 基 弱 ， 
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连续 ，- 训 -规定 为 差 商 算 于 当 At~>0 时 的 弱 极 中 若 求 得 了 基 
本 解 嫩 (ai 对 问题 48.202 有 

定理 8.12 项 轴 人 区 Fo 的 在 在 ， 册 wo = 醒 (oy 区 #to(o) 
是 Cauchy 问题 (8.20) 的 解 。 

证 明 留 给 读者 。 利 用 该 定理 便 得 到 故 传 导 方 程 Cauchy 问题 
<8.18) 的 解 


wart) = Emst) tp pm) = (dort)™ | Pn)e ~ dy. 
这 个 公式 在 第 四 章 已 推导 出 来 并 验证 为 真 解 。 但 这 里 已 是 广义 了 覆 
数 意 尽 下 的 解 ， 且 不 必 验 证 。 
3.3 波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 


求 流动 方程 的 基本 解 将 涉及 更 多 的 广义 函数 的 知识 ; 已 起 
出 本 书 的 内 容 范 围 。 下 面 讨论 三 维 流动 方程 Cauchy 问题 前 基本. 
解 。 我 们 和 定义 Cauchy 问题 


df? 
(wm 0) = 0 v(t 0 = nr), 


2 
-9 -aA )ucw,t) = m= (ms ta) ERt>0, 
《8 22》 

和 


， 的 基本 解 是 问题 


2 . 
| ozA ) Blnst) = 0 w= (ms Ws Ta) ER ft 0, 
Elm0)=0, Es0}= 6(%), (8.23* 


的 解 瑟 (mo #) EB'(RB3)。 不 难 验证 (8,22) 的 解 是 Blwy 1 
vr), 

我 位 仍然 用 Fourier 变 扫 求解 问题 (8.23). 设 Bw, EE 
3 PR2zj 对 (8.23) 各 等 式 两 也 蕊 广义 函数 作 Fourier 变换 , 并 记 : 
(Et) = 本 [再 (g)]y 则 得 
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1 


2 六 


人 +15: 语 = 一 心 ， 
Fé, 0)=0, A (6,0) =1s 
解 得 
sinaglélt 
Elél,t) = glél| 恒 
于 是 ， 


Bgt) = FA FEl ,了 = Gr | ， Saaltltore dé, | 


注意 到 这 个 积分 在 坐标 轴 旋转 下 二 下 要 我 们 使 名 轴 进 | 
点 ;并 记 [51 = p, 利用 球 坐 标 计 算得 


= -ay[™ Sinapos > EIT 
Bost) = 270" ae prdp 全 ae j sinpdb 
=《【《2r2zcja] )- sinla 1psin spf dp 


pe lm fcos lo ~af)p~ cos(lm| +at)pJdp 


[Se ~at) _ simnA(|w|+at) 
da | | gas+» Im| at js| + at 
ml roclol—aty- 8(|w!+at)] 

‘me la . 


上 面 的 计算 利用 了 例 8.11 和 4>0 这 个 事实 。 
利用 基本 和 解 (8.24), 便 得 Cauchy 问题 {8.22) 的 解 基 


wigst) = Bs rflo) = | 。 Ro- py) dy 


=- 人 So-y|~—ot) 
| azalo vo) dy 


= 工 | rj i 1 SCr— = yy)ds, 
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1 六 1 (oo 
= [rar -an [tl, wends, | 
= 二 ar -aty de = te (8.25Y 


其 中 ,S, 是 以 wv 为 心 ,r>0 为 半径 的 球面 ,[y]; 基 上 兴 在 S, 上 的 球 
面 平均 公 。 
荧 亿 地 ,可 以 证 义 波 动 方程 Caackhy 问题 


外 
k 六 -A jacoi =0, 2E Bs, t>0, 


wp, 0) = (0), vl,0) =0, 
的 基本 解 ， 并 利用 求 基本 解 的 方法 求 得 (8.26) 的 和 解 是 wot) 


= 计 -(tLp]。)， 这 个 结果 请 读者 仿照 推导 (8.24) 和 《8.25) 的 方法 


日 己 完 上 成， 于是， 用 求 茜 本 解 的 方法 及 迁 加 谭 理 城 后 得 到 波动 方 
程 Cauchy 问题 


D2 
| (Gr -azA )u(zst) = , TEn, tb 


(8.26) 


(8.277! 
wirwms0) 一 他 宙 13 2 (Ts 0) := 十) » 
只 解 


wt st) 一 有 GE]e) 一 tw], 


这 就 是 第 三 章 83 中 获得 的 Poisson 公式 ,不 过 这 里 已 经 是 广义 玖 
数 解 了 。 


8.4 调和 、 和 是 调和 及 多 调和 算 子 的 基本 解 


首先 ， 在 证 《NWN 之 2) 中 考虑 调 利 算 子 的 基本 解 召 (2 贡 蕊 实 " 
CRz)， 好 方程 一 六 再 (os 和 = 和 人 一 的 允 广 范 解 。 鼎 于 入 条 
5 苹 数 在 坐标 系 的 旋转 变换 下 具有 不 变性 ,我们 求 形 轴 = ECr) 
的 基本 和 解 , 其 中 他 二 lm— yl|, 媚 有 
dn + -1 An 一 
cr rT dr 


一 全 (六 >。 (3. 


本 


方程 两 边 辐 乘 yz-l 注意 到 ywr18(y) = 0; 并 记 D = ， 


2 dU 一 站 dn 一 1 一 是 
恒 得 dr 0 解 得 dr 2 于 是 


cer", N>2, 
BT oni, N=2, 


其 中 ,ce 其 待定 常数 , 当 丸 之 2 时 ,在 公式 (5.11) 中 取 w=PE 多 (9)， 
其 中 如 是 吾 ” 中 包含 supp9 及 y 的 任 一 有 界 区 域 ,得 


Py) = | 下 《一 罗 信 Pda 


-1 A Re 
Wea wo)? 9 入 9do。 


另 一 方面 ) 对 吾 fr) = or2 YN 有 
Py) 二 《全 (由 一 区) sm) 二 “一 EU) pm) 
= oN, Pm = er A 


= -olz- 2 六 pda。 
比较 上 面 二 式 得 


[Hy 


-1 
NON— dn " N>2. 


当下 = 2 时 ,类似 地 可 求 出 。= - 站， 所 以 -入 的 基本 解 是 


Ll 
NW" MN>2, 
Hr)= 1 {BH.,2907 
= 一 -一 lny， 当 以 =?2。 
2 - 


当 力 =3 时 ,基本 解 有 明确 的 物理 党 义 。 若 用 plz,y，z) 青 示 
空间 中 静电 场 的 电 葵 分布 密谋; wl(w， g，2z) 表示 电位 ， 则 & 满足 
Poisson 力 程 一 六 w = 4grfgs wy 为。 如果 权 在 点 8 有 一 单位 电 葆 
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《 乘 以 关子- 户 其 它 处 无 而 荷 分 布 ， 则 此 时 电场 电位 函数 满足 方 


程 (8.28), 即 打 本 解 是 此 种 状态 下 的 电位 函数 ， 
对 重 调和 算 子 入 ”我 们 直接 定义 它 的 基本 解 是 方程 
ATE(r)= 5(7), (8. 30) 
的 解 吾 (r)7E 多 ”其 中 Y 的 意义 如 前 交 所 述 。 利 用 一 入 的 基本 解 
(8.29) 因 
Cnr NN»>2, 


‘8.31) 


ELr) = Ts N=2, 
2 


其 中 ， 


=- 1 
NO Nw," 


从 (8.31) 式 出 发 求 八 ? 的 基本 解 。 当 冰 >>2 时 ,有 


I dr mT dr 二 Cn 昌 | 
对 此 式 积分 两 次 得 : 
机 
30 ~ NHN)” ? Hh 
Elr)= e 
ln, N=4. 


当下 =2 时 ,类 似 地 推导 可 求 得 人? 的 基本 解 为 


再 (7) = 1 zlny, 
8 


对 多 调和 算 子 入 *(m>2 是 整数 ), 可 以 用 与 推导 重 调和 算 子 
的 基本 解 一 样 的 方法 ， 递 归 地 得 到 
cnagenm nry 2 一 六 0 有 为 代数 ， 
cnwre ww 其 它 ， 
其 中 ,cms 是 仅 与 mm, N 有 关 的 常数 。 证 明 留 作 司 是. 
现在 我 们 就 结束 对 基本 解 的 讨论 。 值 得 注意 的 是 ， 本 节 求 得 
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Br)=1 (8.32) 


的 一 切 解 客 是 广义 函数 ， 推 导 过 程 中 的 猴 分 和 询 并 理解 为 义 力 数 
对 此 基 李 羡 数 的 取 值 。 所 以 ， 本 节 中 的 推导 不 再 是 形式 的 ， 得 到 
的 艇 所 不 是 瑚 式 解 ， 而 是 广 函 空间 中 汐 广 义 函 数 解 。 记 以 就 不 必 
象 求 古典 解 邢 样 ， 寻 近 导 出 形式 解 ， 而 后 在 对 初始 数据 或 边界 数 
据 其 至 此 齐 次 项 作 一 定 的 光滑 性 假设 后 证 明 形 式 解 是 真 解 : 也 不 
必 象 在 前 几 章 屠 祥 个 别 地 引进 广义 解 。 由 此 可 见 ， 广 义 画 数 的 引 
进 使 稍微 分 方程 这 一 学 科 获 得 了 新 的 活力 ， 并 且 在 理论 和 应 用 两 
方面 都 促进 了 它 的 发 展 . 


习 题 


1: 设 wtwm) 是 RY 中 局 部 可 积 函数 esto) 一 eutz)， 其 中 ， 
是 例 8.1 中 定义 的 软化 子 。 试 证 ， 当 se-r0 时 下 列 音 分 题 成 立 ， 
(1) 车 WwEOCRN), 则 ww(O(CRY))， : 
(2) 党 WELp(RY), ur (Ly RB’)), 
(3) 若 wEB(CRN), 则 wt 人 区 )， 
(4) 车 对 ECR DD, 刚 -rl 攻 ), 
2， 证 明定 闵 8.2 中 前 注 。 
3, 证明 O03(R”Y) 在 Lb(R”)，OCR”) 中 币 宰 。 
4， 落 EBRY), gEDB(RY), fAIEDR)X 
Ry), 且 当 for>0(B( RI)) moo), fy BRIX NY). 
5. 证 明 建 减 击 数 的 定义 中 条 御 这 )(1.8 般 ) 与 那里 的 条 忻 
i 广 ?或 iv) 等 价 。 
6. 证 明 例 8. 生 的 结论 ， 
7. 证 明定 理 8.3。 
8， 证 明 空间 仿 CR") 是 序列 完备 的 ， 即 落 {pn} CBDRY) 
且 9r 公 于 2 的 支 集 一 至 月 容 , 对 任 - 一 多 董 指标 o ,有 


sup |0"p,, 一 O°“g, | -> 0, m,n oo, 
EERY | . 
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别 必 章 在 PE 加 LR ) 使 po 从 ( 肛 ))。 

9， 证 明 空 间 多 ( 召 ? 也 是 序列 完备 的 。 

10. 同名 8.4 的 记号 ,证 明 罗 of) Coco) 的 划分 必 
要 条 件 是 对 任意 外 (@)9 三 (0) 有 

Mo POT) 0 ), 

在 于 ”上 一 我 成 主 。 

]1、 设 名 (@) 扎 人 9， Ws 是 按 例 8.1 了 所定 类 的 省 多 光 训 化 而 束 。 
证 明 当 Be0 上 时， 由 of 名 ) 一 TOP。 

12. 设 efz) 是 例 8.1 定义 的 通 数 ， {wa} 是 趋 于 无 穷 的 一 个 点 
列 s wnti| 汪 Tw 十 2, 斌 证 


Pt vm) 可 N 
TO) = p38 + [ool 7 (如 ) 


， ， 设 Fo) 是 广义 西数 ， ak2) 为 相应 的 来 子 ， 证 明成 宇 
Ti 公式 


pn 一 a1 尘 要 一 区 
wp = Dar ni, 


其 中 ,cy 万 及 多 重 指 标 。 | 
14。 鹿 新 下 列 一 元 汶 数 属于 哪些 广义 本 玫 空 间 ， 


(1) Sin (2 3 Ca) es (4) 天 入》 一 {0 ol 1, 
Iz[>1. 
15 。 判断 下 列 广义 琴 数 属于 哪 一 个 广西 空间 。 
(1) fm) 一 BCDS ee 
1, | 了 | 和 1， 


《2) f(sw) = [ol 


(3). CF p> = SPY00), VpEC™ RL). 
16。 入 访 六 多 多 证明 其 素 积 的 Fourier 变 接 具有 性 质 
EL7g]= (2 “FLF]* FLg], 
17， 证 明 当 FE 多 时 ,市 


下 -开关 门 = (2 FFIF Lg. 
18， 设 EY,G 有 是 任 一 多 重 指标 ,证 明 
Fo f= 0 A]. 
19. 在 例 8.7 中 ， 取 A4= 世 一 - ] 得 [Ce TE C2) eA 
利用 这 个 事实 证 绢 : Fourier 损 五- 有 连 染 的 闻 变 摘 
i, f(yw) = Cam) PS)eevde。 


20。 证 明 FE 久 ' 的 充分 这 要 条 和 任 是 对 任意 紧 集 芭 ， 存在 党 
数 c 及 非 负 整数 my 使 得 
| 六 9 0 疡 Sup [oplw) | VPE DB, suppy CK, 


21; 证 明 在 广 通 空间 中 下 列 收效 成 证 ， 
1) lim = tom), 


各 
20 Tm) 
(2) ime 0) 
22。 证 明 从 8,.13。 
23。 设 
Vw Tl1s 


fe) = = 


斌 玉 - 弛 对 于 和 和 下， 


ls wr>0 yO, 
(Cm YY) = 
了 to 其 它 ， 
ff 
二 未 A a ” GZog " 
25。 证明 2.4 段 中 广 义 函数 很 高 的 性 质 2 与 性 质 3. 
26. 设 天 (8) ECmCRI), ma =1)2; 满足 
(1) 对 WAT>0, YT 2y 当 .jej 所 好 ， 12| 所 到 Ry 


-69 


| fC0)de [< 5 仅 与 枉 育 关 * 


《2) 固定 0 和 和 p ,有 
， 贞 0 若 a8 同 号 ， 
lm| #2)d co 若 ga 之 9 之 b. 
斌 证明 
Nm.(m) = d(T), 


(提示 : 令 Pale)=] Jl)di。 用 Lebesgue 控 制 收效 定 


理 ) 
27。 利 用 26 感 证 明 21 题 中 的 收 笋 成 主 。 
28. 记 和 例 8.14 中 广 填 了 (-m)= 了 (zm)， 车 了 = Fo) (f= 
一 了 (一 2))y 则 钦 卫 为 偶 ( 青 } 广 和 污 砚 数 ， 试 证 明 ， 
(1) 30p) 与 常数 都 是 惕 三 义 函 数 ， 
(2) 描 广 秀 的 一 阶 徽 商 是 坷 广告， 
(3) 人 性 一 盆 ' 广 汕 子 可 只 一 地 分 解 为 一 个 旭 广 函 与 一 小 
奇 广 汐 立 和 : 


7= 半 CH+ 轴 + 计 (7- 儿 ， 


(4) 了 E 安 ' 是 偶 广 省。 归 且 仅 当 对 任 一 奇 邓 数 VE 多 均 有 
or 
29， 斌 证明 atm) EC (PR 是 88! 放 于 (针对 任意 9 后 有 
eg 区. 儿 ) 的 必要 条 件 是 :对 性 一 多 得 逝 标 月 , 必 存 在 多 项 式 Pa(az)， 
刁 18sake)| 委 1 Ps aa) 。 
30， 设 名 OPCRL), 试 计算 ， 
(1) 《ai (wp),p(w)》， Fm 是 正 整数 ， 
(2) 《C6(awm) p(w)), a 是 常数 ， 
《3) Sth (2), pm), Pim) EC”, 


C4) lim< 31 cos Ems Pm) 
Tt Ter el 


31， 定义 ”上 的 Heaviside 加 数 汶 

l, Ta>O0s t= Ly 2 “+ N, 

H = 
‘2 bo 其 它 。 

4 正 划 Hiw) = Hw)oD(m) oo Hv) 太太 


全 MI) Sm Ys ?8 (me) on [人 = {mp "yy Dw) 


1 


Bei OW, 
其 中 ,符号 。 表示 广 汕 必 用 前 复合 。 
32. 设 多 (ww 和) 是 图 中 一 八 是 数 ， 入 是 参数 ,NE 和 介 是 有 
中 一 个 区 域 , 当 久 在 如 中 变 屁 时; 9(wwy 科 有 共同 的 有 弄 支 集 , 且 对 
韵 小 多 重 指 标 4，。659(wy 和 ) 是 m， 的 连 上 要 豫 数 ， 证 朋 : 对 性 
总 了 所 歼 《Fo Dw))》 下 大 的 这 续 曾 数 ， 
33， 证 明 例 8.2;， 
34， 写 出 !8.11) 式 最 自 一 步 的 详细 证 明 。 
35，1 十 明定 义 8,10 后 面 着 积 章 性质 耻 与 这)， 
36， 证 明 2.6 段 中 广 函 郑 积 的 性 质 3, 性 质 4 与 性 质 5。 
37. 设 了 E91， 证明 下 列 各 条 件 等 价 ， 
(1) °Ff EL BR ), [al 和 nz a 是 性 一 多 重 指 标 ， 
(2) Ef(E) EL RY), |al <m, 
(3) P(E)f( 外 ELSRN), 对 所 有 次 数 所 m 的 多 项 式 
全 (2) 成 主 ， 
(4) (1+ |] 2F(€) EL RY), 
38，、 若 将 PF!' 中 满足 人 条件 


(+ E12f(E) EL RY), 
的 广 遂 了 全 体 记 为 五 (BR7) 并 定义 内 积 
(fg | ,1+ 1827 


试 证 明 五 (RB*) 是 一 个 Hilbert 空间 。 
27 荆 


39。. 多 项 式 一 (am) = 己 Ga EU 求 它 的 Fourier 变 接 。 

40. 证 明 奇 广义 函数 的 Fourief 变 接 也 是 奇 广义 画 数 (定义 总 
28 题 )。 

41， 直 接 利用 Fourier 变 摘 导出 三 维 调 和 方程 的 基本 解 。 

42. 证 明定 理 8.12， 

43。 利 用 热传导 方程 的 基本 解 将 定 解 问题 


鱼 . 
[党 = 性 t A(R But Bl t), Io| < 0,t>0, 


wlo = 0, 
化 为 积分 方程 。 
姓 ， 给 出 问题 (8.26) 的 基本 解 的 定义 并 求 之 ， 进 而 求 出 问题 
C8.26) 的 解 。 
45。 利 用 三 维 波动 方程 的 基本 解 (8.24) 给 出 点 (w9,@9; 23》 
的 影响 区 域 ,并 说 明 其 中 常数 9 是 波 的 传 描述 度 ， 
46。 求 Cauchy 问题 


号 号 
, [全 -本 zE jl t> 0 a 为 常数 ， 
us0) = 0; act 人 zy0) =p(w), 
的 基本 解 。 
47， 推 时 多 调和 茎 子 A™(m 守 3) 的 基本 解 。 
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